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Uvod

Tématem mé bakalérské prace jsou Aplikace parcidlnich derivaci. Volbu tématu jsem
zvolila z toho divodu, Ze pfi studiu matematiky na Pedagogické fakult¢ Univerzity Palackého
v Olomouci m¢ v predmétu Matematickd analyza 3 parcidlni derivace velice zaujaly. Tudiz
jsem se rozhodla jimi zabyvat a pfedevSim zjistit, jaké maji vyuZiti.

Cilem mé bakalarské prace je pojednat o parcidlnich derivacich a ukézat jejich vyuZziti
na aplikac¢nich dlohéch.

Praci mam rozdélenou na Ctyfi hlavni kapitoly — parcidlni derivace, totdlni diferencial,
Taylortiv vzorec a lokdlni extrémy funkci vice proménnych.

V prvni kapitole definuji parcidlni derivace 1. fddu a vysSich fada, uvadim, jak se
parcidlni derivace pocitaji a jaky maji geometricky vyznam. Na zdkladé¢ geometrické
interpretace parcidlnich derivaci vymezuji pojem tecnd rovina a normala.

V druhé kapitole se zabyvdm totdlnim diferencidlem. Konkrétn¢ totalnim
diferencidlem 1. fadu, jeho geometrickym vyznamem, vztahem mezi diferencidlem a
piirastkem funkce a totdlnimi diferencidly vysSich fadi.

K diferencidlnimu poctu funkci vice proménnych neodmyslitelné¢ patii Taylortv
vzorec, kterému je vénovana kapitola tieti.

Posledni kapitola bakaldiské prace obsahuje dulezité definice, véty a pojmy tykajici se
lokdlnich extrému funkci vice proménnych. Zaméfila jsem se jen na vySetiovani lokdlnich
extrémui funkci dvou a tif proménnych.

Na zavér prace jsem prilozila piilohu se zdkladnimi vzorci pro derivovéni, jejichz
znalost je nezbytnd k parcidlnimu derivovani.

KaZzda kapitola obsahuje podkapitolu piiklady a podkapitolu aplikaéni ulohy. Ptiklady
jsou zaloZeny na procviceni zdkladni problematiky, napi. umét spocitat parcidlni derivaci,
totalni diferencidl apod. Zatimco aplikacni tlohy jsou zaméfeny na jednotlivé aplikace.
Zadanim ptikladii a aplikacnich tdloh jsem se inspirovala ze sbirek a ucebnic: [1],[2], [3], [4],
[5], [8]. Jednotlivé ptiklady a dlohy jsem vZdy vybirala netfeSené a sama provedla jejich
feSeni.

Préci jsem se snaZzila zpestfit obrazky a grafy. Obrazky jsem vytvarela v programu
Malovani a prostfednictvim pieddefinovanych obrazci ve Wordu. Grafy funkci dvou

proménnych jsem vykreslila pomoci programu Maple 7.
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1 Parcialni derivace

S pojmem parcidlni derivace se setkdvame u funkci dvou a vice proménnych. Kdezto
u funkci jedné proménné hovoiime pouze o derivaci.

Pocatky diferencidlniho poctu funkci vice proménnych fadime do druhé poloviny
18. stoleti. Zminit je tfeba vyznamné matematiky, ktefi se v této dobé podileli na vybudovéni
teorie funkci vice proménnych. Byl to Leonhard Euler, Joseph Louis Lagrange a Adrien
Marie Legendre.

V pozdéjsi dobé se funkcemi vice proménnych zabyvali Carl Gustav Jacob Jacobi

(1804-1851), Camille Jordan (1838—1922), Hermann Amandus Schwarz (1843—1921) a Otto
Stolz (1842-1905). (Skrasek a Tichy, 1983)

1.1 Parcialni derivace 1. Fadu

Definice 1

Necht funkce £ R° —R je definovani v bod& [xo, yo] a né¢jakém jeho okoli. Polozme
@x)=f(x,y,). Ma-li funkce ¢ derivaci vbod¢ x,, nazyvame tuto derivaci parcialni

derivaci funkce f podle proménné x v bod¢ [xo, yo] a oznacujeme f (x,,),), event.

5 ,
aiuo, ¥o)s £ G-
X

To znamena, Ze

[ (x5, ¥0) = limw - lim S y0) = f (x5 ¥,)

X=X, X— x() X=Xy X— xO

Podobné, ma-li funkce w(y)=f(x,,y) derivaci v bod¢ y,, nazyvame tuto derivaci parcialni
o -y ) . of
derivaci funkce f podle proménné y v bodé [xo, yo] a oznaCujeme f, (x,,Y,), event. g(xo,yo),

£, 3) -
(Dosl4, 2006, s. 25)



Pozndmka:

Mai-li funkce z = f(x,y) parcidlni derivace ve vSech bodech mnoziny N < D(f), jsou
tyto derivace funkcemi proménnych x, y. OznaCujeme je f,(x.y), f,(xy), popiipadé
L Py 2 f ), £, £, 2,0 5 7 7
= ’ s N s s Jx\As s XY, 2, s Ly .
o dy y Y)s Jy &Y y y

(Dosla, 2006, s. 25)

Parcialni derivace funkci n proménnych

Pocet parcidlnich derivaci funkce u = f(X) o n argumentech x,...x je n. Jsou to tyto

parcidlni derivace:

f, (X):al: lim f(x1 +hlaxz,...,xn)—f(xl,xz,...,xn)
X axl hl—)O hl .
f, (X): af :lim f(xl,“.,xnfl’x”+hn)_f('x1’-x2a-..,-xn).
" ox, = =0 A

n n

(Skrasek a Tichy, 1983, s. 612-613)

1.2 Pocitani parcidlnich derivaci

Parciélni derivace pocitdme tak, Ze proménnou, podle které nederivujeme, povazujeme
za konstantu (Kotvalt, 2011). To plyne ze samotné definice parcidlni derivace.

Mame-li napiiklad parcidlné zderivovat funkci dvou proménnych f(x,y) podle
proménné x, tak x je pro nds proménnd a y konstanta. Obdobn¢ je tomu pii vypoctu parcidlni
derivace podle proménné y, kdy y povazujeme za proménnou a x za konstantu.

Pfi pocitani parcidlnich derivaci plati vSechny vzorce a pravidla jako pii derivovani
funkci jedné proménné. Seznam zdkladnich vzorct pro derivovani je k dispozici v Piiloze 1.
Dosla (2006, s. 25-26) uvadi dand pravidla pifimo pro funkci n proménnych v nasledujici

VvEte.

Vétal

L) . pn sz c 1.2 . . % 2 .
Necht’ funkce f, g:R" —R maji parcidlni derivaci podle proménné x,, i€ {l,...,n}, na
oteviené mnoziné M. Pak jejich soucet, rozdil, soucin a podil ma na M parcidlni derivaci

podle x; a plati



J J 0
a_xi[f(x”g“”‘a?“’“”?ﬁ“*
d 0 d
a—xi[f(X)—g(x)]—a—xif(X)—a—%g(x),

ai[ﬂx)-g(x)]=if<x)-g(x)+f<x)-ig<x),
X, ox, ox,

d d
i(f(x)J gf(X)-g(XHf(X)'gg(X)

ox,

1 1

9

g(x) g7 (x)

pficemz tvrzeni o podilu derivaci plati za pfedpokladu, Ze g(x) # 0 .

Diikaz:
Najdeme na s. 500 v literatute Skrasek, J. a Z. Tichy. Zdklady aplikované matematiky 1.
Praha: SNTL, 1983. 876 s. Bez ISBN.

1.3 Geometricky vyznam parcialnich derivaci

U funkci jedné proménné pojem derivace piedstavuje smérnici tecny ke grafu funkce
vdaném bod&. Podobny geometricky vyznam maji i1 parcidlni derivace funkce dvou

proménnych.

Z geometrického hlediska ptedstavuje parcidlni derivace f.(x,,y,) smérnici 7g te¢ny
t,, sestrojené v bodé¢ B=[x,,y,,f(x,.¥,)] kfezu plochy z = f(x,y), ur€enému rovnicemi
=@ =1y, y=y,-
Je tedy

1ga=f(x,,y,), viz obrédzek 1.
Parcidlni derivace f;(xo, Y,) je smérnice tg B teény f,, sestrojené v bodé
B=[x,,y,,f(x,,¥,)] k fezu plochy z = f(x,y), uréenému rovnicemi
=Y =100.Y), Xx=X,.
Plati tedy
18 B=f(xy,,), viz obrizek 1.

(Skrasek a Tichy, 1983, s. 613-614)



Obrazek 1. Geometricky vyznam parcidlnich derivaci (zdroj: Skrasek a Tichy (1983))

1.4 Parciadlni derivace vyssich radu

Definice 2

Necht’ [xo,yo]e D(f,). Existuje-li parcidlni derivace funkce f (x,y) podle proménné x v bodé

[xo, yo], nazyvame tuto derivaci parcidlni derivaci 2. fddu podle x funkce f v bod¢ [xo, yo] a
2

znacime ji f, (x,,Y,) nebo také ax—z(xo, Yo)-

Existuje-li parcidlni derivace funkce f (x,y) podle proménné y v bodé [xo,yo], nazyvame tuto

derivaci smiSenou parcidlni derivaci 2. ¥adu funkce f v bod& [x,,y,] a znagime ji Sy (X0 Yo)

2
nebo také ——(x,,Y,) .

0xdy

Obdobné se definuji parcidlni derivace 2. fadu f,, (xy,y,) a f,, (X, ¥,) -
Parcidlni derivace n-t€ho fddu (n > 3) definujeme jako parcidlni derivace derivaci

(n — 1) -niho fadu. (Dosl4, 2006, s. 28)
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Skrasek a Tichy (1983) se ve své publikaci zmifiuji, Ze na oznaleni parcilnich

Jof of O°f

derivaci —,—

dx dy ox

atd. se podilel slavny matematik Adrien Marien Legendre (1752-1833).

Priklad: Urdete parcidlni derivace 2. fadu funkce f(x,y)=6x"+2xy.

Definiéni obor této funkce je D(f)=R".

Nejprve vypocitame parcidlni derivace 1. fadu

f. (x,y)=12x+2y,

f, (ry)=2x.
Parciélni derivace 2. fadu jsou

fo (xy=12,

fo (ew=2.

fyx”(x, y) =2,

fo (x3)=0.

Parcilnich derivaci 2. fddu funkce f(x,y)=6x"+2xy je celkem 4 (2° =4).

Pozndmka:

Podivame-li se u pfedchoziho piikladu na jednotlivé vysledky parcidlnich derivaci

2. tadu, zjistime, Zze f, a f, jsou si rovny. U téchto smiSenych derivaci nezéleZelo na

poradi argumentd, podle nichz jsme derivovali.

Nyni si polozme otdzku: ,, Je tomu tak vzdy?“. Odpovéd’ na tuto otdzku ndm dava

Schwarzova véta.

11



Véta 2 (Schwarzova véta)

’” ’”

Jestlize smiSené parcidlni derivace f, ., f

. existuji na okoli U (A) a jsou spojité v bod¢

A=[x0, yo], pak nutné jsou si rovny, tj.

” ”

fo (A)=f, (A).
(Skrdsek a Tichy, 1983, s. 616)

Diikaz:
Proveden na s. 616 v literatufe Skrasek, J. a Z. Tichy. Zdklady aplikované matematiky]l.
Praha: SNTL, 1983. 876 s. Bez ISBN.

1.5 Tecéna rovina a normala

Necht funkcez= f(x,y)mad spojit€é parcidlni derivace vbodé¢ B, = [xo, yo].
Z geometrického vyznamu parcidlnich derivaci vime, ze f(B,), fV'(BO)pfedstavujl’ smérnice
teCen #, a t, , sestrojenych v bod¢ B=[x0,y0, f(xo,yo)] k feziim plochy z = f(x, y) rovinou
Y=Yy, popi. x=x, (viz obrdzek 1).

Rovina, kterd je urend te€nami #,, ¢, , se nazyva te€na rovina plochy z = f(x,y)
vbodé B=[x,, ¥y, f (%, o))

Nyni ur¢ime rovnici zminéné tecné roviny. Rovina prochdzi bodem Bz[xo,yo,zo], kde
Z, = f(x,,Y,), takZe jeji rovnice ma tvar

a(x—x,)+b(y—y,)=2-2.
Normélovy vektor ; = (—a,—b,1) dané roviny je kolmy k obéma te¢ndm ¢, ¢, , a tedy i
k jejich smérovym vektoriim

5= (10, £/(By)). 5, =(01.£(By).

Odtud plyne, Ze
n-s,=—a+ f/(B,) =0, ns,==b+f/(B)) =0,
tedy

a=f/(B,), b= f,(By).

12



Rovnice te¢né roviny plochy z = f(x,y) v bodé B=[x0, yo,zo] je tvaru

ey :(x_x())fx,(B())+(y_y())f;(BO) .

Ptfimka, kterd je kolmd na te¢nou rovinu plochy v jejim bod¢ dotyku B, se nazyva

normala plochy v bod¢ B. Jeji smérovy vektor je proto normalovy vektor

n=(f (B~ (B,
takZe jeji parametrické rovnice maji tvar
x=x,—f.(B))-t,
y=Yo—f1(By)1,
z=z,+t,kde te R a z,=f(B,).

(Skrasek a Tichy, 1983)

1.6 Priklady

1. priklad Spocitejte parcidlni derivace 1. a 2. fadu téchto funkci:

a)  f(xy,2)=6x"y+2xz-3yz;
X
b) f(x,y)=uxy +;;

c) f(x,y)=arctg l.
X

Reseni:
a) f(x,y,2)=6x"y+2xz-3y7
D(f)=R".
Funkce f(x,y,z) bude mit 3 parcidlni derivace 1. fddu a 9 parcidlnich derivaci
2. fadu.

Parciélni derivace 1. fadu jsou
fo (x,y,2)=12xy + 2z,
f, (x,y,2)=6x>=32°,

13



b)

fz (_x’y,z)zz_x—gyzz,

Spocitat parcidlni derivace 2. fddu znamend, Ze budeme pocitat parcidlni derivace

funkce f, (x,y,2) =12xy + 2z, fy (x,y,2)= 6x*-37° a f.(y,2)= 2x—9yz2
podle kazdé proménné. Derivace jednotlivych funkci si postupné rozepiSeme,

abychom na Zaddnou nezapomnéli.

Tedy funkce f_ (x,y,z) =12xy + 2z md parcidlni derivace

Jo (6y,2) =12y
fo (x,y,2)=12x

”

fo (x,y,2)=2,

funkee f, (x,y,z)=6x" 32
fyx (x,y,2)=12x
fyy (x’ y’ Z) = 0

”

[ (x,y,2)=-92°

a funkce fz,(x, y.2)=2x=9yz’
fu (xy.0)=2
fz_v”(x, y,2)=-92

2

fzz (x’ )’,Z) :_18_)7Z

1

fx,y)= xy+£= xy +xy-
y
D(f)=1{x yleR*:y =0}
’ 1
fx (x’y):)""_
y

£, (y)=x+(xy) =x—%

14



c)

”

fxx (-xay):()

Yz

' _ 1
fo ) =1+(=Dy? =1-—
y

” ” 1
fx)" (x’y)zfyx (x’y)=1_7

’” ~ 2x
fyy (x,y)=0—(2)xy 3= 7

A
x

D(f)={x,yleR* : x#0}

f(x,y)=arctg

’ 1 (=y) -y -y y
fx(X,)’): ) .X2 = 0 :x2+y2:_x2+y2
1+(yJ (1+y2]-x2
X X
’ 1 1 1 1 1 X
fy (6 )= 2 T 2 - N e
H(yj (1+y2J.x X2 ! g
X X X X
” 0-(x*+y’)—(-y)-2x 2xy
fxx ('x’y): 2 2N2 = 2 2N2
(x> +y?) (x"+y7)
f //(x y):(_l)(x2+y2)_(_y)2y:—x2—y2+2y2 _ —x2+y2 - _ Xz—yz
xy (x2+y2)2 (x2+y2)2 (x2+y2)2 (X2+y2)2
” 4 x2_y2
fxy (X,y):fyx (xay):_(xz_l_yz)z
Py sy 2y 2w
¥y (x2+y2)2 (xz+y2)2 (x2+y2)2

15



1.7 Aplikaéni dlohy

1
1. dloha Urcete rovnici te¢né roviny 7z a norméaly n plochy z=— vbod¢ B = [1;1; ?] .

ReSeni:
Rovnice te¢né roviny 7: 2—2z,= (x—xo)f;(Bo)+(y—y0)f;(BO) .

Dopocitame tieti soutadnici bodu B

1
:—:1
T I
takze bod B = [1;1;1].
B, :[XO’YO] :[Ll]-

Potfebujeme spocitat parcidlni derivace 1. fddu v bod¢ B, = [xo, yo] = [1,1]

1

g 0-xy—1-y 1 g

X, = = — S X 1,1 = — :_1,
S =T = foh ==

g 0-xy—1-x 1 g 1
(x,y)= = , (1) =- =—1.
e £y D) ===

V tuto chvili jsme jiZ schopni zapsat rovnici tecné roviny
z-l=x-D-(=D+(y-D-(=D
.z-1=-x+1-y+1

mx+y+z-3=0.

Normélovy vektor 7 = (I;L;1) .
Parametrické rovnice normély n:
x=1+t
y=1+t¢

z=1+t,kde te R.

16



2. dloha Napiste rovnici te¢né roviny 7 plochy z=In(x’+2y), kterd je rovnob&’na s rovinou

a: x+y—-z—4=0.Urcete bod dotyku 7.

Reseni:

Rovnice te¢né roviny plochy z = f(x, y) v bodé T=[x0,y0,z0] je tvaru
173 :(x_xo)fx,(xo’yo)"‘(y_yo)fy,(xo’yo).

V nasem pifpadé z=f(x,y)=In@" +2y).

Parcidlni derivace 1. fddu v bod¢ [xo, yo]

’ 2x
S (X0, 50) =3 —,
X, +2y,
’ 2
fy (XO’yO): 2 .
X, +2y,

Normadlovy vektor te¢né roviny 7 je

- 2x, 2
n,=|—; 5 —1
Xy 2y, X, +2y,

Normadlovy vektor roviny « je n, =(1L-1).

Tecnd rovina 7 mé byt rovnob&Znd s rovinou ¢, proto musi platit

( 2% 2 ,—IJ:k-(l,l,—l).

xoz +2y, ’ xoz +2y,

Z toho plyne, Ze

2
2$Zk (1)
x,” +2y,

=k (2)
x02+2y0
—1l=-k= k=1

k =1 dosadime do vztahu (1), (2) a feSime soustavu 2 rovnic o dvou nezndmych

2x, _1
x02+2y0
2,
Xy +2y,

17



2x, = x,0 +2,
2= xo2 +2y,

2x, = x," +2,
2 } +
—2=-x, =2y,
2x,—2=0

x, =1

1
Dosazenim x, =1 napiiklad do 2x, :xo2 +2y,, dostaneme y, = 5
VDV I 1 ) 1
Tfeti soutadnici z, bodu T dopocitdme jako z, = f (1,5) =In(1" +2- 5) =In2.

Bod dotyku 7 ma soutadnice 7 = {1,%,ln 2} .

Abychom mohli zapsat rovnici te€né rovinyz, je zapotitebi jeSté spocitat parcidlni derivace

1
1. ¥adu v bodé [x,,y,]= {1, 5}
71 2-1
fx(1,5)=—1=1,
" +2-—
2
s 1 2
fy (1’5): 1 =1
P+2-—
2

Rovnice te¢né roviny 7
. Z—ln2:(x—1)-1+(y—%)-1

1
z-In2=x-14+vy——
Y 2

T x+y—z—%+ln2:O.

18



2 Totalni diferencial

Po zavedeni parcidlnich derivaci se budeme zabyvat totdlnim diferencidlem. Totalni

diferenciél je v nékterych literaturdch oznacovén uplnym diferencidlem.

2.1 Totalni diferencial 1. Fradu

Definice 3

1. Ma-li funkce z = f(x,y) spojité parcidlni derivace f,, f; na okoli U(B,;0),
nazyvame Uplnym (nebo totdlnim) diferencidlem funkce f(x,y) v bodé B, =[x0,y0]
vyraz

df(B,) = f.(B)h+f,(B)p,
kde h=x-x,, p=y-), jsou libovolné piirtstky argumentd x, y, pokud bod
P=[x,y|=[x, +hy,+p] patii do okoli U(B,;?).

2. Analogicky u funkce u = f(X ) o n argumentech x,...x, , kterd mé spojité vSechny
parcidlni derivace prvniho fddu na okoli U (A;d ), nazyvame uplnym (totdlnim)
diferencidlem funkce f(X) v bodé A:[al,az,..,an] vyraz

dfAY=F (A + f (A +..+ f (A,
kde h =x,—a, (v =1,2,...,n) jsou libovolné piirtstky argumentd x,,x,.,...x,, pokud
bod X =[x,...x | patii do okoli U (A;d) .

(Skrasek a Tichy, 1983, s. 620-621)

Definice 4

Funkce z = f(x,y) se nazyva diferenciabilni v bod¢ B,, existuji-li v okoli U(B,) parcidlni
derivace f, f; Jsou-li vbodé B, navic spojité, nazyva se funkce spojité diferenciabilni

v bod¢ B,. (Navritil, 2005, s.43)
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Druhy tvar totalniho diferencialu
Vezmeme-li v uvahu funkeci f(x,y) = x, pak pro jeji uplny diferencidl plati
dx =1-h+0-p=h.
Podobné¢ pro funkci f (x, y) = y dostaneme tplny diferencial
dy=0-h+1-p=p
Z toho vyplyvd, Ze pfirtstky s, p miZeme povazovat za diferencidly argumentd x, y. Tedy

vzorec pro tplny diferencidl df(B,)=f.(B,)h+ f;(BO) p lze psit ve tvaru

dz= f/(B,)dx+ f/(B,)dy.

(Skrasek a Tichy, 1983, s. 621)

2.2 Geometricky vyznam totalniho diferencialu

Porovname-li rovnici te¢né roviny v bodé Bz[xo, yo,zo] naplose z = f(x,y)
2—29 = (X=X f{(By) +(y=,)f,(B,)
se vzorcem totdlniho diferencidlu v bodé B, = [xo, yo]
df(B,) = f.(B)h+f,(B))p, kde h=x-x,, p=y=-Y,,

vidime, Ze plati vztah z—z, =df(B,).

Z toho vyplyva, Ze totalni diferencial df (B,) funkce z = f(x,y) vbodé B, =[x,.y,]
predstavuje pfirtstek tieti (z-ové) soufadnice bodu C, te¢né roviny, kterd se dotykd plochy
z= f(x,y) vbodé B, jestlize zbodu B, prejdeme do bodu C,=[x,y|=[x, +hy,+p].

Na obrdzku 2 je totdlni diferencidl df(B,)znazornén délkou dsecky C,C, .
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- | /I
Xaxaeh®

“Ox
Obrazek 2. Totalni diferencidl (zdroj: Skrasek a Tichy (1983))

2.3 Vztah mezi diferencialem a priristkem funkce

Necht’ je funkce z = f(x,y) diferenciabilni na okoli U(B,;d). Ozna¢me symbolem

N (B)=f(x,y)—f(x,,y,) piriistek funkce a df(B,) jeji totalni diferencial v bod& B, =[x,,,]

. Af(B,)—df (B
pro pifristky h=x—x, a p=y—y,. Pak lze dokdzat, Ze plati  lim f (By) —df (B,) _

(h,p)—(0,0) [hZ + pZ

p| nahradit pfirastek funkce

0.

Diky tomuto vztahu lze pro malé piirtstky |h

9

diferencidlem, tj. |Af(B,) = df(B,)|

Pomoci totdlniho diferencidlu miZeme vypocitat piiblizn¢ funkéni hodnotu v okoli
bodu B), v ném7 znime funkéni hodnotu a hodnoty parcidlnich derivaci. Vypolet je déan

vztahem f(x+h,y+p)=f(x,y)+AN(B,) = f(x,y)+df(B;). (Navratil, 2005)
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2.4 Totalni diferencialy vysSich radi

[e]

Skrasek a Tichy (1983, s. 624) ve své publikaci definuji totdlni diferencidly vyssich

fada nasledovné:

Definice 5

1.

Je-li funkce z = f(x,y) dvakrat spojité diferenciabilni na okoli U (B), pak druhym
uplnym diferencidlem (nebo uplnym diferencidlem fadu 2) funkce z = f(x,y)

v bod€ B nazyvame vyraz

d*z=d’f(B)= f (B)h* +2f (B)hp+ [, (B)p”.

Pozndmka: Druhy uplny diferencidl funkce z = f(x,y) dostaneme jako diferencial

uplného diferencidlu dz, to je
’ ’ a ’ 7 a ’ ’
d*z=d(dz)=d(fh+ fp)= g(th+ fyp)h+$(th+ fypp=

=(foh+ fiph+(foh+ frp)p=fih*+2f hp+ f]p°,

nebot’ podle Schwarzovy véty plati f, = f;.

Obecné, je-li funkce z = f(x,y) v bodé B = [x, y] aspoil k-krdt spojité
diferenciabilni, ma v bod¢ B uplny diferenciél fadu k. Pfitom je
d*z=d(d""7).

MuZeme jej napsat v symbolickém tvaru

e _p 9 O
dz—(hax"'pay) f(B).

Tento symbol znamend, Ze vyraz v zdvorce umocnime na k, symboly pro parcidlni

derivace ndsobime vyrazem f (B) a povaZzujeme pak symboly tvaru

90" f(B)
ox’oy*~/

za parcidlni derivace fadu k podle uvedenych argumentl x, y, pficemZ derivujeme x

celkem j-krat, kdeZto podle y celkem (k — 1) -krat.
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2.5 Priklady

2. priklad Najdéte totalni diferenciél prvniho a druhého fadu funkce f(x,y)=e".

ReSeni:

flx,y)=e”

totdln{ diferencidl 1. tadu df = f,-dx+ f, - dy

totdln{ diferencidl 2. fadu d*f = f -dx* +2f] -dx-dy+ f,, - dy’

Vypoéteme vSechny potiebné parcidlni derivace funkce f(x,y)=e*
fo (y)=e” -y,

fy (x’y):exy'x’
fo (x,y)=e-y-y=y>-e”,

fo (xuy)=e” -x-y+e” -1=e” -(xy+1),

”
fyy (x,y)=e" x-x=x"-e".

Vypocty dosadime do vzorce pro konkrétni diferencial.

Totalni diferencidl 1. fadu

df = f,-dx+f, -dy

df =€ - y-dx+e” - x-dy=e" - (y-dx+x-dy)
Totalni diferencidl 2. fadu

d’f=fl-d +2f] -dx-dy+ ) -dy’

d>f=y> e -dx*+2-e” -(xy+1)-dx-dy+x>-e” -dy’ =
=exy-[y2-dx2+2-(xy+1)-dx-dy+x2-dy2]
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3. piiklad Vypocitejte totdlni diferencidl funkce z= f(x,y)=x"+y’ —3x"y+sinxv bodé

B, =[0,2] pro h=0,1; p=-0,2.

Reseni:

f. =3x>—6xy+cos x f. (B =1

f, =3y*=3x? f, (By) =12

df(B)) = f,(B)h+f,(B))p

df(B,)=1-01+12-(-02)=-23

2.6 Aplika¢ni dlohy

3. tiloha Vypoditejte ptiblizné 1,04*”.

Reseni:
Vyraz 1,04 vznikl z f,y)=x",kde x =1,04 a y=2,02.

Pocitat budeme totdlni diferencidl funkce f(x,y)=x" v bodé [1;2] pro ptirtstky dx = 0,04 ,
dy =0,02 .

f12)=1"=1
’ . ’ 12
o=yt =yt =2 flap=2L -2
X 1
f, =x"-Inx f, 1,2)=1-In1=1-0=0

df (1,2)=2-0,04 +0-0,02 = 0,08

L4 = £(1,2)+df(1,2) =1+0,08=108
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Pro srovnani, zaddme-li hodnotu 1,04 pifmo do kalkulagky, tak na displeji se ndm zobrazi
vysledek 1,082448755. Tim jsme dospéli k zdvéru, Ze naS piiblizZny vypocet pomoci

diferenciélu je spravny a nelisi se pfiliS od skute¢né hodnoty.

4. tiloha Vypoditejte ptibliznou hodnotu vyrazu /1,98 +1,03" .

Reseni:
Vyraz /198" +1,03* vzniklz f(x,y)=yx’ +y* ,kde x = 1,98 a y =1,03 .

Pocitat budeme totdlni diferencidl funkce f(x,y)=+/x’+y* vbodé [2;1] pro piirastky
dx =-0,02, dy =0,03 .

fD=v2+1* =\9=3

’ -1 2 , N2
i =%~(x3+y4)2 3x? = 3 f.@2,h= 32 _12 5,

2. +yh 2.42° 41 2-3

-1

O 2y’ ’ 2-1° 2
fo==(+yH2 4y = f,2h)=—r—ee="
Y72 2. +yh) ' 2 41t 3

df (2,1) = 2-(=0,02) + % .0,03 = —0,04 + % : % = —0,04 + 0,02 = —0,02

V198 +103 = f(2,1)+df(2,1) =3+(-0,02 =298

Piesna hodnota +/1,98° +1,03* z kalkulacky je 2,98125826.
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5. dloha Vypoctéte pribliznou hodnotu vyrazu 298-1g44" -In(/3,99-1).

ReSeni:
Ulohu fe§fme stejnym zptisobem jako u piedchozich dvou piikladi. Akordt si musime dét
pozor, abychom hodnoty ve stupnich pfevedli na radidny.
Opct si zapiSeme, jakym zptisobem vyraz vznikl
fxy,2)=x-tgy-In6/z—1), kde x = 2,98, y=44"a z = 3,99 .
Nejvhodnéj$i bude pocitat totdlni diferencial funkce f(x,y, z)=x-tgy-ln(\/g—1) v bodé

T 72'
3;—:4 | pro piirastky dx = —0,02 , dy = -1 = , dz =-0,01.
{ s } pro prirustiy g 180

f(3;%;4):3.tg%.ln(ﬁ—l):3-l-ln1:0

fx/ = tgy-ln(\/_—l)

f, =x-InWz-1)-

cos’ y

1. (3;%;4) - tg%-ln(\/Z—l) =1-In1=0

£, (3;Z =3.In(v/4-1)-———=3-In1-1=0

7’

1.3
f( = t4\/112\/_ R

df(3;%;4) —0-(=0,02)+0- (—%) +0.75-(=0,01) = 0+ 0 + (=0,0075) = —0,0075

2,98 -1g44° -1n(4/3,99 —1) = f(3;%;4) 4 df(3;%;4) = 0+ (=0,0075) = —0,0075
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Zaddme-li vyraz 2,98 tg44" -In(/3,.99 —1) piimo do kalkula¢ky, vyjde ndm—7,20790277-10"".

TudizZ nés piiblizny vypocet je spravny.

6. iloha Pozemek 50 m dlouhy a 30 m §iroky je omezen betonovym chodnikem Sitky 0,3m.

Uzitim totdlniho diferencialu odhadnéte ploSny obsah chodniku.

Reseni:

03m 03m
>
03m Y im
x=50m
y=30m
0.3 m 03m
s
= >
0.3m 03m
A

Obrazek 3. Pozemek omezeny chodnikem

Obsah § obdélnika o strandch x,y vypocitime jako S = x - y. Uvazujme tedy funkci dvou
proménnych S(x,y)=x-y. Ktéto funkci budeme hledat totdlni diferenciil, nebot
AS =dS.
Tudiz plati

AS EdS:S;dx+S;dy.
Pro piehlednost si vypiSeme stru¢né zadani:

x=50m

y=30m
piirastky dx = dy = 0,6 m

Nyni si spocitame parcidlni derivace 1. fadu funkce S(x,y) = x-y:
S =y,

4
Sy =X.
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Ptislu$né parcialni derivace dosadime do vzorce pro totdlni diferencidl:
dS =y-dx+x-dy.
Dosadime-li konkrétni hodnoty (tj. x =50m , y=30m , dx = dy = 0,6 m ), tak dostdvame

AS =dS=y-dx+x-dy=30-06+50-0,6=48n7.

Plo$ny obsah chodniku je piiblizné 48 m”.

Pozndmka: Uloha by se dala samoziejmé fesit i pfesnym vypoétem, coZ by uréité dokazali i
déti na zdkladnich Skoldch. Obsah chodniku bychom dostali jako rozdil obsahii dvou
obdélnika. To znamend, Ze od vétsitho obdélniku (se zac¢lenénym chodnikem) odecteme mensi
obdélnik (bez chodniku). Pro snazs$i piedstavu viz obrazek 3.

Vypocet by vypadal nasledovné:
S(chodniku) = (50,6-30,6) — (50-30) = 48,36 m”

7. dloha Vyska kuzele je v =15 cm a polomér zakladny r = 8 cm . O kolik se pfiblizné

zméni objem kuZele, kdyZ vySka se zvétsi o 0,3 cm a polomér zdkladny se zvétsio 0,2 cm ?

Reseni:

Obrazek 4. Kuzel
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v=15cem , dv =0,3cm

r=8cm , dr =0,2cm
1
V==xr’
3
Objem kuZele zavisi na poloméru r a na vySce v. Zapiseme jej jako funkci 2 proménnych

V=Ffrv)y=—rr’v.

1
3
Piirastek funkce nahradime diferencidlem

AV =dV=Vdr+Vdv.

dra dvzndme, dopo&itdme V,, V/

AVEdV=%ﬂ'rvdr+%7rr2dv=§7L’r-(2vdr+rdv)=§7£-8-(2-15-0,2+8-0,3)=

=§7r-(6+ 24)= %7{-8,4 :%ﬂ' =22,4-314=70336 cm’

Objem kuZele se zvétsi ptiblizné o 70336¢n7 .

Pozndmka: Ozna¢me objem kuZele s pivodnimi rozméry (v, =15 cm ,r, =8 cm )jako V, a
objem kuZzele s novymi rozméry (v, =15,3cm ,r, =8,2cm ) jako V,. Pii feSeni ulohy
pfesnym vypoctem bychom od objemu kuZele s novymi rozmeéry odecetli objem kuzele

s pivodnimi rozméry (viz obrazek 4).

Tedy
_ 1 2 1 | 2 2
AV =V, -V, —57“’2 vz—gﬂr1 v, —575-(1”2 v, —1V)

a dosazenim konkrétnich hodnot dostavame, ze

AV :%7:-(8,22 15,3-8%-15)=71,98136 cm’ ,kde 7 =314 .
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8. uloha Jak se pfiblizn¢ zméni planované roc¢ni ndklady na vyrobu ti{ druhti vyrobku,
zmeéni-li se vyroba prvniho vyrobku z25 tun na 25,2 tuny, druhého vyrobku z 50 tun

na 49,9 tuny a tiettho vyrobku z 92 tun na 92,3 tuny, je-li ndkladova funkce déna vztahem

N(x,y,2)=2x"+4y* + 22 +3x+2y+10z.

Reseni:

x,=25t, x=252t, dx=x—x,=252-25=021
¥,=501, y=499¢t, dy=y-y,=499-50=-0]11¢
7, =921, 2=923t, dz=7-7,=923-92=031

Nakladova funkce N(x, y,z) =2x" +4y* + 2" +3x+2y+10z .
AN(Xy, g5 Z9) = dNXy, Y5 Z) =N;(xo’ yo’zo)dx+N; (X YO’Zo)d)""N;(xo’ Yor20)dz
Parcidlni derivace funkce N (x, y, z)

N =4x+3,

N, =8y+2,

N =2z+10.
Zjistime, jakych hodnot nabyvaji parcidlni derivace v bodé (x,,y,.2,)
N(xy, ¥4520) = N.(25,50,92) =4-25+3 =103,
N; (X5 Vo»Z9) = N; (255092 =8-50+2=402,

N (%0 ¥0:20) = /(235092 =2-92+10=194.

AN(xy, ¥y, 20) = AN (X, ¥gr 29) =103-0,2+402- (<0,1) +194-0,3 = 20,6 — 40,2+ 58,2 = 38,6

vvvvv
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9. uloha Strany a=8, b=10 trojuhelnika byly zméfeny s maximalni chybou

da = db = 0,05 , dhel y:% s maximdlni chybou dy = 0,01 . Urcete pfibliZnou absolutni a

relativni chybu pii vypoctu obsahu trojuhelnika.

Reseni:
Obrazek 5. Trojuhelnik zadany 2 stranami a 1 thlem
a=28, da = 0,05
b=10, db = 0,05
V4
=—, dy = 0,01
/4 1 /4

Zname-li 2 strany a, b trojihelnika a dhel } jimi sevieny, pak obsah trojihelnika spocitdme

pomoci vzorce
S —l-a-b-sin 14
5 :

Ze vzorce vidime, Ze dany obsah trojuhelnika zavisi na stran¢ a, b a Ghlu ). Budeme tedy

uvazovat funkci tff proménnych

S(a,b,y) =%-a-b-sin V.
1 .
Absolutni chybu AS vypocéteme jako totdlni diferencial funkce S(a,b,y) = 5 a-b-siny

AS=dS=S -da+S§, -db+S;-d;/z%-b-siny-da+%-a-sin;/-db+%-a-b-cos7/-d7:
:%-(b-siny-da+a-siny-db+a-b-cos7/-d7).
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Dosazenim konkrétnich hodnot dostdvame, Ze absolutni chyba
AS = dS :%-(10-sin%-0,05+8-sin%-0,05+8-IO-cos%-0,0l) -

V2 V2 V2

=l-(10-—-0,05+8-—-0,05+8-10-—-0,01)50,60104.
2 2 2 2

Relativni chyba d je vyjddiena vztahem

s_AS _ds
S S
a po dosazeni
5= 060104 060103 ;0515 510,
1 V2

1 T
—-8-10-sin— ~.R.10.2%
) 4 5 &-10 5

Pfi vypoctu obsahu trojihelnika se dopoustime absolutni chyby pfiblizn¢ 0,60104 a relativni

chyby pfiblizné 2,1%.
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3 Tayloruv vzorec

V této kapitole si pedstavime velice dileZitou vétu. Re¢ bude o Taylorové vété, kterd

byla pojmenovana podle anglického matematika Brooka Taylora.

Véta 3 (Taylorova véta)
Necht f(x,y) je na okoli U(B,) bodu B,=[x,y,] aspon (n +1)-krdt spojits

diferenciabilni. Pak v bodé Bz[x0 +h,y, + p]e U(B,) plati Tayloriv vzorec tvaru

f(B)= f(BO)+%df(BO)+%d2f(BO)+...+%d”f(BO)+Rn,

kde

1
" (n+1)!

dn+lf(xo +2h,y, +tp)

je Tayloraiv zbytek, pfi¢emZ ¢ je vhodné &islo z intervalu (0,1) a d"f (B,) je v -ty uplny
diferencidl funkce f(x,y) vbodé B, takZze pro v =1,2,...,n + 1 plati

9
dy
(Skrések a Tichy, 1983, 5.649)

0
dvf(Bo):(ha_+p )Vf(Bo)
X

Diikaz:
Najdeme na s. 649-650 v literatute Skrasek, J. a Z. Tichy. Zdklady aplikované matematiky 1.
Praha: SNTL, 1983. 876 s. Bez ISBN.

Pozndamky:
Je-libod B, = [0,0], hovotime o tzv. Maclaurinové vzorci.
Vynechdme-li zbytek Rz Taylorova vzorce, dostivame Taylorv polynom.

(Skrasek a Tichy, 1983; Ostddalova, 2000)

Taylortiv vzorec se tedy skldda z Taylorova polynomu a zbytku. Taylorova véta udava
velikost chyby, které se dopousStime pii nahrazovéani funkce Taylorovym polynomem.
Taylortiv polynom vyuZivame k pfibliznému vypoctu funkénich hodnot. (Dosl4, 2006)
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3.1 Priklady

4. priklad UZitim Taylorovy véty rozvifite funkci f(x,y)=x’+2y* —xy v okoli bodu B, = [1.2].

Reseni:

Tayloruv vzorec f(B) = f(B0)+%df(BO)+%d2f(BO)+...+l'd”f(BO)+Rn

Funkce f(x,y)=x"+2y>—xy je polynom tfettho stupn&. Parcidlni derivace &tvrtého fadu a

vSechny parcidlni derivace vysSich fadii budou rovny nule, tudiz Tayloriv zbytek bude

nulovy.

Nejdfive si spocitdime vSechny potiebné vypocty, které potom piimo dosadime do Taylorova
vzorce.

Funké&ni hodnota v bodé B, =[1,2]
fB)=f12)=1+2-2*-2-1=148-2=7.

Hodnoty parcidlnich derivaci prvniho, druhého a tfetiho fadu v bodé Bo = [1,2]

fo=3 -y £ (B =1
f;=4y—x QXBQ:7
fu =6x f. (B =6
fx_v” =-1 fxy”(BO):—l
£, =4 £ (By)=4
fi=6 fl(B)=6
£ =0 F(B)=0
[ =0 fi(B)=0
fi,=0 F7.(By) =0

Ptirtstky A, p
h=x-x,=x-1,
p=y=y,=y—2.
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Totalni diferencial 1. fadu
df(B))= fx,(Bo)h"‘fy,(Bo)p

df(B,)=1-(x=D)+7-(y=2)=(x-D+7-(y-2).

Druhy totalni diferencial
d’f(By) = fl(B)h* +2f. (B)hp + f,,(By)p*

d’f(B)=6-(x=1)>+2-(-D-(x=D-(y=2)+4-(y-2)* =
=6-(x=1)>=2-(x=1D(y=2)+4-(y=2)".

Treti totalni diferencial
d’ f(By) = fL.(BOR* +3f (B)h>p+3f] (B)hp*+ [ (B,)p’

& f(B)=6-(x—1)’ +3-0-(x=1)* - (y=2)+3-0- (x=1)- (y=2)* +0- (y=2)* =6- (x—1)".

Vypocty dosadime do Taylorova vzorce
1 1
f(x,y>=7+F-[<x—1>+7-<y—2>]+5-[6-<x—1>2—2-<x—1>-(y—2>+4-<y—2>2]+

+%-6-(x—1)3 =7+(x=D+7-(y=2)+3-(x=1)° = (x=D-(y=2)+2-(y=2)* +(x=1)".

Danou funkci f (x, y) jsme nahradili Taylorovym polynomem 3. fadu beze zbytku. To
znamena, Ze nase aproximace je upln¢ piesna.
PresvédcCit se o tom muZeme jednoduchou zkouskou, kdy rozndsobenim Taylorova

polynomu 3. fadu, tj.
T+(x=1)+7-(y=2)+3- (x=1)° =(x=1)- (y=2)+2-(y=2)* +(x—1)’,

musime dostat zp&tné funkci f(x,y)=x"+2y° —xy.
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3.2 Aplikaéni dlohy

LO
10. dloha Pomoci Taylorova polynomu 2. stupn¢ vypocitejte piiblizné arctg——.

9

Reseni:

1,04 ) y
Ptibliznou hodnotu vyrazu arctg0—98vypoéita’1me jako TaylorGv polynom 2. stupné funkce

F(x,y)=arctg™ v bods B, =[L] s priristky h = 0,04 , p = —0,02 .
y

PiSeme, Ze

1,04
arctg
0,98

1 1,
Ef(Bo)+ﬁdf(Bo)+5d f(By),

kde
df(B,) = f.(B)h+f,(B)p,

d’f(By)) = fl.(B)h* +2f (B)hp+ f, (B)p".

flx,y)= arctgﬁ
y

’ 1 1 1 1 1
fo (y)= AN 2 = 2 2 2 = 2y 2
| X y 1+x y y+x7 y +x y +x
i RASI N
y y? y y
’ 1 (—x) —-X —-X
fy (x,y)= 2 yz = 2 :y2+x2
1+ 1 (14‘2})/2
y y
” (2 2y _ . _
[ (x,)’)zo S -|2-x )2 zy 2x: 2 ZX); 2
(y"+x7) (y"+x7)
f”(x y)zl(y2+x2)_y2y:y2+x2_2y2: x2_y2
Xy ? (y2 +x2)2 (y2 +x2)2 (y2 +x2)2
” 0-(y* +x>)—(=x)-2y 2xy
' x’ = =
fyy ( y) (y2+x2)2 (y2+x2)2
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g 1
fx (1’1) - 5

g 1
Iy (1,1)——5

’ 1
L) =-=
foo LD ==

’”

fo G =—=0

&~ | O

” 1
fo (D=2

1,04
0,98

arctg -o,o4+[—lj-(—o,02)+i- [—lj-o,o42+0+l-(—o,oz)2 =
2 2! 2 2

7 1
=—+—
4 2

= %+ 0,02 +0.01 + % . (=0,0008 +0,0002) = %+ 0,02 + 0,01 —0,0003 = %+ 0.0297

04
Vyraz arctg(];—g8 se piiblizné rovna %+ 0,0297 .

37



4 Lokalni extrémy funkci vice proménnych

Velky vyznam maji parcidlni derivace predevSim pfi vySetiovani lokdlnich extrémil
funkci vice proménnych. V této praci se zaméfime pouze na vySetfovani lokdlnich extrémi
funkci dvou a tif proménnych. Nyni pfejdéme na nejdalezitéjsi definice a véty, které nasledné

vyuZijeme pfi feSeni piikladl a zajimavych aplika¢nich dloh.

Definice 6

Rekneme, Ze funkce f:R'—R nabyvd vbodé x” € R"lokdlniho maxima (resp. minima),
jestliZe existuje okoli U(x") bodu x* takové, Ze pro WxeU(x') plati
SO,
(resp. f(x)2f(x)).

Jsou-li nerovnosti v téchto vztazich pro x# x™ ostré (tzn. <, >), mluvime o ostrych lokalnich
maximech a minimech. (Ostrd) lokdlni maxima a minima budeme souhrnné¢ nazyvat
(ostrymi) lokdlnimi extrémy.

(Dosla, 20006, s. 64)

Definice 7
Necht' f:R' —R. Rekneme, Ze bod x" € R" je staciondrni bod funkce f, jestlize v bodé x”

existuji vSechny parcidlni derivace funkce f a plati

a—f(x*)=0, i=1,....n.

ox,
(Dosla, 2006, s. 65)

Véta 4 (Fermatova véta)
Necht’ funkce f:R'—R ma vbodé x € R" lokdlni extrém. Pak vSechny parcidlni derivace

funkce f, které v tomto bod¢ existuji, jsou rovny nule.

Diikaz:
Najdeme na s. 65 v literatute Dosla, Z. a O. Dosly. Diferencidlni pocet funkci vice
proménnych. 3. vydani. Brno: Masarykova univerzita, 2006. 144 s. ISBN 80-210-4159-5.
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Fermatova véta je pouze nutnou podminkou pro existenci lokdlniho extrému, nikoliv
postacujici. To znamend, Ze ve staciondrnim bod¢ nemusi extrém existovat. UkdZeme si tuto

situaci na konkrétnim ptiklad¢.

Napiiklad mé&me danu funkci 2 proménnych f(x,y)=x"—y".

Jako prvni si musime spocitat parcidlni derivace 1. fadu
’
f. =2x,

’

f_v = _2y *
Vypoctené parcidlni derivace poloZime rovny 0 a feSime soustavu

2x=0
-2y=0
x=0
y=0
—>staciondrni bod je [0,0].
Nyni se podivame, jak se chovaji funkéni hodnoty funkce f ve staciondrnim bod¢ a

v jeho okoli. Zjistime, Ze funké&ni hodnota funkce f(x,y)=x>—y* v bodé [0,0] je rovna nule.
Co se ty&e libovolného okoli bodu [0,0], tak pro Vx#0 je f(x0)=x’>0 apro Vy # 0 je

£(0,y)=—y* <0. Z toho plyne zdvér, 7e funkce f nemd ve staciondrnim bodg [0,0] lokélni

extrém, nebot’ v jeho libovolném okoli funkce nabyva jak kladnych, tak zapornych hodnot.

Takovy bod nazyvime sedlovym bodem, protoze graf funkce f(x,y)=x"—y°

(obrazek 6) piipomind komiské sedlo. Graf takovéto funkce nazyvame sedlovou plochou.

(Navratil, 2005; Gavalcova, 2013)

Obrizek 6. Graf funkce f(x,y)=x"—y°
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4.1 Lokalni extrémy funkce dvou proménnych
Véta s
Necht' funkce f:R°—R ma v bodé [xo,yo] a n&jakém jeho okoli spojité parcidlni derivace
2. tadu a necht’ [xo, yo] je jeji stacionarni bod.
Jestlize
D(x4,Y0) = (X0 ¥o) - [y (K05 ¥o) =Lf 1 (%0, ¥) I >0,
pak ma funkce f v [xo, yo] ostry lokdlni extrém. Je-li f.(x,,y,)>0, jde o minimum, je-li
fr(%,%,) <0, jde 0 maximum.
Jestlize D(x,,y,) <0, pak v bod¢ [xo, yo] lokalni extrém nenastava.

Jestlize D(x,,y,)=0, pak nelze timto zpisobem rozhodnout o existenci lokdlniho extrému.

(Dosla, 2006, s. 66—67)

Ditkaz:
Najdeme na s. 67 v literatute Dosla, Z. a O. Dosly. Diferencidlni pocet funkci vice

promeénnych. 3. vydani. Brno: Masarykova univerzita, 2006. 144 s. ISBN 80-210-4159-5.

Pozndmka:

Vztah  D(xy,yy) = fr(Xy: ¥o) f (X ¥o) =L (X, ¥p))* meni nic jiného neZ determinant

:f;(xo’yo) fx;(xo’)’o)
f;;(xo’yo) fy,;(xo’}’o)'

D (xy,¥,)
4.2 Lokalni extrémy funkce ti'i proménnych

Lokélni extrémy funkci tif proménnych vysetiujeme podle nasledujici véty.

Véta 6

Bud Bz[xo,yo,zo] staciondrni bod funkce f (x,y,z), tedy bod, ve kterém plati f_(B)=0,

f, (B)=0, f. (B)=0. Necht funkce f(x,y,z) jedvakrit spojit¢ diferencovatelnd v okoli
bodu B. Necht f/(B), f.(B), f.(B),..., f.(B)jsou hodnoty parcidlnich derivaci ve

stacionarnim bodé¢ B.
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Oznacme
DB =f.(B),

fL(B) fo(B)

DAB=er gy f7(B)

9

fo(B) fo(B) flL(B)
D,(B)=|f,(B) f,(B) f, (B).
f2(B) fI(B) fL(B)

Je-li D,(B)>0, D, (B)>0, D(B)>0 ma funkce ve staciondrnim bod€ B lokdlni
minimum. Je-li D,(B) >0, D,(B)<0, D(B)<0 md funkce ve staciondrnim bodé¢ B

lokalni maximum.

(Navratil, 2005, s. 66)

4.3 Piiklady

5. priklad Urgete lokdln{ extrémy funkce dvou proménnych f(x,y)=5—x"—y".

Reseni:

Parcidlni derivace 1. fadu

£ (xy) = —2x,

f_v,(x, y)=-2y.
Stacionarni body
-2x=0
-2y=0
x=0
y =0 = stacionarni bod A = [0,0]

Parcialni derivace 2. fadu

”

fxx ()C, )’) =-2
£, (v ==2
fo (6,3)=0

41



Vypoéitame hodnoty parcidlnich derivaci 2. ¥adu v bod& f(x,y)=5-x"—y".

fo (0,0)=-2

£, (0.0)=-2

fxy”(0,0) =0

Na zédklad¢ véty 5 rozhodneme o extrému

falA)  f1(A)
D(A) =
D=l 7w
D(A) = ‘_02 B 2‘ =(-2)-(-2)-0-0=4>0 = vbodé A =[0,0] nastdva extrém

fo (0,0) =-2 < 0 = jednd se o lokdlni maximum

Funkce f(x,y)=5—x>—y* mé v bodé [0,0] lokélni maximum.

Hodnota maxima je £(0,0)=5-0>—0" =5.

Obrizek 7. Graf funkce f(x,y)=5-x"—y’

6. priklad Vysetiete lokalni extrémy funkce f(x,y)=x—(y—1)".

Reseni:

Parcialni derivace 1. fadu
f. (x,y) =2x,

fy,(x,y)=—2-(y—1)=—2y+2.
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Stacionarni body
-2x=0
-2y+2=0

x=0
y =1 = staciondrni bod A = [0,1]

Druhé parcialni derivace

”

foo (x,y)=2 f. (01)=2
[y Goy)=-2 fy (O1)==-2
[y (,y)=0 [y (OD)=0
D(A) = ‘0 2‘ =(2)-(-2)-0-0=-4<0 = vbodé A = [0,1] neni extrém

Obrazek 8. Graf funkce f(x,y)=x"—(y—1)’

7. priklad Vysetiete lokdlni extrémy funkce tif proménnych

f()c,y,z)zx2 +y2 +7° +2x+4y—67.

Reseni:

Parcialni derivace 1. fadu
f. (x,y,2)=2x+2

fy (x,y,2)=2y+4
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f. (y.2)=22-6
Stacionarni body
2x+2=0
2y+4=0
2z-6=0
2x+2=0 2y+4=0 2z-6=0
2x=-2 2y =-4 2z=6
x=-1 y=-=2 z=3
Stacionarni bod B = [— 1;—2;3].

Parcialni derivace 2. fadu

fo (y,2)=2  f, (x,y,2)=0  f. (xy,2)=0

’” ’”

fyy (x,y,2) =2 fyz (x,y,2)=0

fo (6,y,2)=2

Hodnoty parcidlnich derivaci 2. fddu v bod¢ B = [— 1;—2;3]

foo CL=23)=2 f, (-1;-23)=0 f, (-1;-2;3)=0

f, ((L=23)=2  f_ (-1;-2:3)=0

f. 1-23)=2

Vypocitame determinanty

D,(B)=f/(B)=2>0

fo(B) fl(B)

DABY=1er gy 7B

0 2

2 0
:‘ ‘:2-2—O-O:4>O

fo(B) fr(B) fL(B)| 2 0 0
D,(B)=|f/(B) fr(B) f.(B)=|0 2 0=2-2:2-0-0-0=8>0
fi(B) fi(B) fLB)| [0 0 2

F123)=(=1)7 +(=2)" +3° +2: (<) +4+(2)—6-3) =1+4+9-2-8—-18=-14
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Funkce f()c,y,z)zxz+y2+z2 +2x+4y—6z ma vbodé B = [— 1;—2;3] lokalni minimum,
protoze D,(B)>0, D, (B)>0, D(B>0. Pficemz hodnota minima je

f(=1;-23)=-14.

4.4 Aplikacni dlohy

11. dloha Soucet tii kladnych Cisel je 21. Urcete jednotlivé séitance tak, aby jejich soucin byl

nejvetsi.

ReSeni:
Necht’ proménné x, y, z predstavuji tfi kladna Cisla.
Projejich soucet plati

x+y+z=21.
Soucin muzeme zapsat jako funkci tif proménnych

flx,y,z2)=x-y-z.

Ze vztahu x + y + z = 21 vyjadiime proménnou z

x+y+z=21

z=2l-x—-y
Vyjéadiené z dosadime do f(x,y,z) = x-y-z a dostivime misto funkce tii proménnych

funkci dvou proménnych

flx,y)=x-y-Q2l-x-y)

Hledédme tedy maximum funkce f(x,y)=x-y- (2l —=x—y).

Funkci si upravime, aby se ndm snadné&ji derivovalo

fy)=xy-Q2l=x=y)=2ky-x"y-xy.

Parcidlni derivace 1. fadu
fo (x,y)=21y=2xy—y?,

C(x,y)=21x—x*-2xy.
f, y xy
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Resfme soustavu dvou rovnic o dvou neznimych
2ly-2xy-y*=0 (1)

21x—x* —2xy=0 ()

Z rovnice (1) vyjadiime proménnou x

21y —y° 21—y

2ly=2xy—y* =0 = x=
y—2xy—y 2 5

x dosadime do rovnice (2)

2lx—x" —2xy=0

2
5. 21y 21—yj _2'21—y'y20
2 2 2

441-21y (441-42y+y*)

5 —2ly+y*=0/-4

882-42y—441+42y—y* -84y +4y> =0

1
3y* —84y+441=0 /- 3

y> =28y +147=0
Resime kvadratickou rovnici y>—28y+147 =0

D =(-28)> —4-147="784-588=196

JD =14

+14
Yia = T
=7
Y, = =7
Kofen y, = —7 nebudeme brat v tivahu, protoZze x, y, z maji byt ¢isla kladn4.
. . 5 B 21—y
Cislo x dostaneme tak, Ze koten y, = 7 dosadime do x =———
x:21—y:21—7 _7
2 2

Stacionarni bod: [7 ,7]

Nyni musime ovéfit, zda skuteénd v bod& [7,7] nastdvd maximum.
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Vypocitame parcidlni derivace 2. fadu

” ”

fo (,y)=-2y f. (1,7)=-14
fyy”(x, y)=-2x fyy”(7,7) =-14
fxy”(x, y) = fyx”(x, y)=21-2x-2y fxy”(7,7) = fyx”(7,7) =-7.

Na zaklad€ determinantu rozhodneme o extrému

bOD=_5 14

= (=14)-(=14) = (=7) - (=7) =196 —49 =147 > 0 =

nastava extrém

Y

o ,(0,0) = -2 < 0 = lokdlni maximum

Na zavér zbyva jen dopocitat Cislo z

z=2l—-x—-y
z=21-7-7="17.

Vysledkem jsou tfi s¢itance stejné hodnoty a to 7,7,7.

v bodé

[7.7]

12. dloha Nejmenovand prodejna prodava jen 2 druhy vina. Prodejce nakupuje prvni druh

zacenu 2 € za 1 ldhev a druhy druh za cenu 3 € za 1 ldhev. Jsou-li x, y ceny v euro za 1 ldhev

prvniho, resp. druhého vina, pak prodejce odhaduje, Ze zdkaznici budou kupovat denné

8 —10x+ 8y lahvi prvniho vina a 6+ 12x—14y lahvi druhého vina. Jak m4 prodejce

stanovit ceny x, y, aby dosdhl maximélniho zisku z prodeje? Kolik bude ¢init maximalni zisk?

Reseni:

Zisk z prodeje zapiSeme funkci f(x,y) = (8—-10x+8y)-(x—2)+ (6 +12x—14y)-(y —3).

Mame urcit maximalni zisk, to znamen4, Ze hleddme jeji maximum.

Prvni parcidlni derivace

£ (6 3) = =10- (x=2)+ (8—10x+8y) - 1+12- (y=3) 4+ (6+12x—14y) -0 =

=—10x+20+8—10x+8y+12y—36=—20x+20y—8

fy,(x,y):8-(x—2)+(8—10x+8y)-O+(—14)-(y—3)+(6+12x—14y)-1:

=8x—16—-14y+42+6+12x—-14y =20x—28y + 32
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Prvni derivace poloZime rovny nule a feSime soustavu 2 rovnic o dvou neznamych
-20x+20y-8=0 (1)
20x—-28y+32=0 2)

K feseni pouzijeme s¢itaci metodu, tj. k rovnici (1) pficteme rovnici (2)

-8y+24=0
y=3
y = 3 dosadime do rovnice (1)

-20x+20-3-8=0

—-20x+52=0
x = 2: 2,6
20

Ziskali jsme staciondrni bod [2,6:3].
Uzitim véty 5 vySetifme, zda funkce f(x,y) md v bodé [2,6;3 ] lokdlni maximum.

Nejprve si spoc¢itame potiebné parcidlni derivace 2. fadu

” Y

fo (x.y)=-20 7. (2,6:3) = =20

”

£, (x,y)=-28 f,, (2,6:3)=-28

/)

(2,6;3) =20.

” ” /)

Fo uy)=fo (ey)=20 . (.63) =7,

D(2,6;3) =
20 -28

0
‘:(—20)-(—28)—(20-20) =560-40=520>0= vbodé¢ [2,6;3]

nastava extrém

[ (2,6:3) = =20 < 0 = lokdlni maximum

Hodnota maximalniho zisku

f(2,6:3)=(8-10-2,6+8-3)-(2,6-2)+(6+12-2,6-14-3)-3-3)=6-0,6=3,6.

Prodejce dosdhne maximalniho zisku, kdyz bude prodavat 1 ldhev prvniho druhu vina za 2,6 €

a 1 lahev druhého druhu vina za 3 €. Maximalni zisk za den bude ¢init 3,6 €.
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13. dloha Ze vSech pravothlych trojihelnikti s danym souctem odvésen 2p urcete ten, ktery

ma nejvetsi obsah.

Reseni:

X

Obrazek 9. Pravothly trojihelnik s odvésnami x, y

Soucet odvésen x, y se rovnd 2p

x+y=2p,
odtud

y=2p—x.

Obsah pravouhlého trojihelnika o odvésnach x, y spocitdme jako

s=22
2
B} . ) X-y
Mame najit maximum funkce S(x,y) = 5
y dosadime do S(x,y) = Y
x-Q2p-x) 2px—x’ x’
S(x)= = =px———.
(%) 5 5 px=—

2
X
Dostali jsme funkci jedné proménné S(x) = px—; .

Prvni derivace

S, (x)=p-x.
Stacionarni bod
p—x=0
xX=p
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Pomoci druhé derivace se presvédcime, jestli funkce S (x) ma v bodé¢ x=p maximum
ST =-1
S” (p)=—1<0=> nastane lokdlni maximum
Odvésnu y dopocitame tak, Ze x=p dosadime do vztahuy = 2 p — x
y=2p—x

y=2p-p=p.

Pravouhly trojihelnik se souc¢tem odvésen 2p md nejvétsi obsah v piipadé, Ze ob& odvésny

maji velikost p.

14. dloha Urcete rozméry valce o nejvétsim objemu, jestliZze jeho povrch S =67.

[
8

1
S
I
'

F

.

Obrazek 10. Rotacni valec

Z obrazku 10 jasn¢ vidime, Ze pro objem V a povrch S vdlce plati
V=rxr'v,
§=S§,+S, = 271 +27rv =277 (r+v).
Objem vélce zdvisi na r a v, tudiz V je funkci proménnych r, v

V(r,v)=7r'y
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Vime, Ze

S=6x
a
S=27r" +27rv.
Z toho plyne
67 =271 +27rv
3=r* 41y

Z funkce dvou proménnych dostdvdme funkci jedné proménné
2
3

V) =it 2 = By = 31

Pomoci prvni derivace ur¢ime staciondrni bod

V =37-37r" =37-(1-r%)

37-(1-r*)=0
1-r*=0
r’ =1
=1
ho =4l

Kofen -1 nebudeme vilbec uvazovat, protoze polomér kruznice r je vzdy kladny.

Staciondrnim bodem je tedy pouze r =1.

Prostiednictvim druhé derivace zjistime, zda v bodé r =1 ma funkce V () lokdlni maximum
V. (ry=-6xr

V(1) = =67 < 0 = nastane lokdlni maximum.

Vysku vélce v jednoduse dopocitime ze vztahu v=




Vilec mé polomér podstavy r =1 avysku v=2.
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Zavér

V bakalarské préci jsem se zaméfila na parcidlni derivace a jejich aplikace. S pojmem
parcidlni derivace se neodmysliteln¢ poji totdlni diferencidl, Tayloriiv vzorec a lokalni
extrémy funkci vice proménnych. VSem témto matematickym terminim jsem se snazila
dostate¢né vénovat pozornost postupné v jednotlivych kapitolach prace. Uvedla jsem ptehled
dalezitych definic a vét, které jsou potiebné k feSeni piikladi a aplikacnich tdloh.

Pievaznou &dst teoretickych poznatkd jsem &erpala z odborné literatury Skrasek, J.
a Z. Tichy. Zaklady aplikované matematiky 1; Dosld, Z. a O. Dosly. Diferencidlni pocet
funkci vice proménnych; Navrdtil, M. Matematika - Diferencidlni a integralni pocet funkci
dvou a vice proménnych.

Na zédklad¢ aplikacnich dloh jsem zjistila, jaké mohou mit parcidlni derivace vyuZziti.
Z geometrického hlediska jimi mizeme urcit rovnici te¢né roviny a normdly. Diky znalosti
totdlntho diferencidlu jsme schopni vypocitat pfibliznou funkéni hodnotu, coZ urcité ptijde
vhod v piipad¢, kdyZ nebudeme mit k dispozici pfi ruce kalkulaCku. Totdlnim diferencidlem
1ze také spocitat ptibliznou zménu obsahu rovinného obrazce nebo objemu télesa, zméni-li se
rozméry daného obrazce nebo télesa. Rovnéz ma vyznam pro stanoveni piiblizné absolutni
a relativni chyby. Pomoci Taylorova polynomu jsme schopni spocitat pribliznou hodnotu
vyrazu. DileZitou aplikaci pfedstavuji parcidlni derivace zejména pii hleddni lokdlnich
extrému funkci vice proménnych.

N¢ékteré ulohy by se daly samoziejmé feSit i bez znalosti diferencidlniho poctu vice
proménnych. Ale mym cilem bylo praveé ukézat uZziti parcidlnich derivaci na aplikacnich
ulohdch. Tim se prokazuje, jakd je matematika zajimava véda.

Velky vyznam maji parcidlni derivace také v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic.
Jsou to rovnice, ve kterych se vyskytuji parcidlni derivace hledané funkce dvou nebo vice
proménnych. Své opodstatnéni maji ve fyzice a fad¢ technickych obort. Problematikou
parcidlnich diferencidlnich rovnic jsem se nezabyvala, ponévadz jejich teorie je velice obsdhla
a vyZaduje velké mnoZstvi Casu ke spravnému pochopeni.

Parciélni derivace maji svlij vyznam i v ekonomii, ve fyzice a dalSich pfirodovédnych
oborech.

Zajimavym piinosem pro mé bylo vykreslovani grafti funkci dvou proménnych

v programu Maple 7. Sama jsem se piesvedcila, Ze pracovat v tomto matematickém programu
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neni jednoduché, obzvlast’ pro zacatecniky. Je zapotiebi znit pfesné syntaxe, aby se dand
funkce vykreslila.

Byla bych velmi ridda, kdyby moje bakaldiskd priace poslouzila studentlim
matematické analyzy na na$i fakult¢ jako podplirny text pii studiu a samoziejmeé vSem

zdjemcim matematiky.
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parcidlni derivace 1. fadu funkce f podle proménné x v bod¢ [x;, ]
parcidlni derivace 1. fadu funkce f podle proménné y v bod¢ [x;, )]

parcidlni derivace 1. fddu funkce f podle proménné x

parcidlni derivace 1. fadu funkce f podle proménné y
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parcidlni derivace 2. fadu funkce f nejprve podle y a pak podle x

parcidlni derivace 2. fadu funkce f dvakrat podle y
Uplny (totdln{) diferenciél funkce fv bodé¢ B,
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Uplny (totdlni) diferencidl k-tého fadu funkce f v bod¢ B,
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Priloha 1. Zakladni vzorce pro derivovani
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