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Úvod

”For example”is not proof.

Židovské př́ıslov́ı

Pro svou bakalářskou práci jsem si zvolila téma: ”Vlastnosti konečných grup

s programem GAP”. Ćılem práce je sepsat stručný manuál k matematickému

softwaru GAP a následně jeho funkčnost ukázat na př́ıkladech zaměřených na

vyšetřováńı vlastnost́ı konečných grup.

Hlavńım d̊uvodem pro zvoleńı daného tématu je skutečnost, že mým studijńım

oborem je kombinace matematiky a informatiky se zaměřeńım na vzděláváńı.

Můžu tedy ve své práci zužitkovat znalosti z obou oblast́ı studia.

Práce by měla sloužit jako pomůcka pro ty, kteř́ı chtěj́ı své znalosti teorie grup

aplikovat v matematickém softwaru GAP a zjistit, že spousta zaj́ımavých vlast-

nost́ı, které však vyžaduj́ı složitěǰśı výpočty se dá ověřit během pár minut.

Pro přehlednost jsou v práci shrnuty základńı pojmy, definice a věty, které čtenář

při řešeńı př́ıklad̊u využije. Text je tak př́ıstupný i pro ty, kteř́ı se v teorii grup

zat́ım př́ılǐs neorientuj́ı a chtěj́ı si rozš́ı̌rit obzory i v základńıch kategoríıch.

Tato práce je rozdělena do šesti kapitol, které jsou na konci doplněny o cvičeńı,

které jsou sestavena tak, aby si čtenář sám procvičil nabyté vědomosti. Řešeńı ke

cvičeńım je uvedeno na konci práce. V prvńı kapitole s názvem Úvod do programu

GAP je čtenář seznámen se základńı syntax́ı programu, aby v něm byl schopen

pracovat i člověk, jež se s programováńım zat́ım nesetkal. Je tedy prvńı část́ı

manuálu k programu.
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Ten pokračuje v druhé kapitole Úvodńı pojmy, kde je již doplněn o základńı po-

jmy abstraktńı algebry, bez kterých bychom se v konečných grupách jen těžko

obešli.

Následuje kapitola Úvod do teorie grup, která obsahuje formálńı definici grupy ta-

kovou, jak ji známe z hodin algebry. V kapitole je uvedena řada př́ıklad̊u r̊uzných

grup, které si můžeme pomoćı GAP ukázat v praxi. V této kapitole se také po-

prvé seznamujeme s pojmem konečná grupa a to na př́ıkladech grup symetrických,

které jsou speciálńı podskupinou konečných grup.

Čtvrtá kapitola nese název Permutačńı grupy a podává nám největš́ı vysvětleńı

ohledně značeńı a symboliky při práci s GAP, jelikož v programu jsou grupy

reprezentovány permutacemi. V páté kapitole, Konečné grupy, podgrupy si shr-

neme vlastnosti konečných grup jako takových. Může se zdát, že ač práce nese

název Vlastnosti konečných grup s programem GAP, je zvláštńı, že kapitola s

”konečnými grupami”v názvu je až v druhé polovině textu. V práci jsem však

zaměřila dost prostoru i již zmı́něným grupám symetríı, které taktéž patř́ı mezi

konečné grupy. Kapitola 5 tedy shrnuje základńı vlastnosti, se kterými jsme se již

mohli setkat v předchoźıch kapitolách, spolu s těmi, které jsme v textu doposud

neuvedli. Zavád́ı také pojem podgrupy, který je v problematice konečných grup

stěžejńı.

Kapitola Cyklické grupy je posledńı kapitolou mé bakalářské práce. Shrnuji v ńı

základńı vlastnosti cyklických grup, které jsou taktéž ned́ılnou součást́ı teorie

konečných grup. Cyklické grupy jsou svými vztahy mezi řády prvk̊u a řády grup

samotných velmi zaj́ımavé a proto v mé práci nesmı́ chybět.

Po uvedených šesti kapitolách přikládám část nesoućı název Řešeńı úloh, která,

jak název napov́ıdá, obsahuje výsledky př́ıklad̊u, které byly v textu uvedeny

pro čtenářovo samostatné řešeńı. V práci uvád́ım přehledně základńı věty potřebné

k dané problematice. Důkazy k těmto větám jsou dostupné v publikaci Contem-

porary abstract algebra (GALLIAN, Joseph A. ). [2]
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Kapitola 1

Úvod do programu GAP

Tato kapitola obsahuje základńı pokyny pro použ́ıváńı bezplatného softwaru

GAP. Tento manuál předpokládá použit́ı verze 4.8.8, která je volně stažitelná

na adrese http://www.gap-system.org/. Referenčńı př́ıručka a rozsáhlý manuál

pro software GAP jsou k dispozici na téže stránkách.

Některé př́ıkazy, které budeme často použ́ıvat:

• Pro ukončeńı GAP zadejte př́ıkaz quit;

• Použijte šipky nahoru/dol̊u pro opětovné zobrazeńı předchoźıch př́ıkaz̊u

• Pokud chyba zp̊usob́ı zacykleńı (a zobraźı výzvu brk > ), můžete ukončit

smyčku zadáńım př́ıkazu < ctl > −D nebo quit;

• Zadejte ? následovaný názvem tématu pro pomoc s t́ımto tématem.

Poznámka. Výše uvedený př́ıkaz ? je obzvláště užitečný. M̊uže být použit vždy,

když zapomenete přesný př́ıkaz, nebo když nev́ıte, zda v GAP pro konkrétńı úkon

př́ıkaz existuje.

Předpokládejme, že chcete vědět, jak naznačit násobeńı v GAP.

Zadejte př́ıkaz gap > ?multiplication a GAP vrát́ı seznam př́ıkaz̊u pro násobeńı

r̊uzných algebraických struktur.

9
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Poznámka. POZOR:

• GAP rozlǐsuje mezi velkými a malými ṕısmeny

• Na konci př́ıkazu vždy přidejte středńık

• Dva středńıky na konci př́ıkazu zp̊usob́ı vyhodnoceńı př́ıkazu, ale výsledek

nebude vypsán

1.1. Základńı funkce GAP

Nyńı si na cvičeńı ukážeme, jak prostřed́ı GAP vypadá.

Do př́ıkazového řádku napǐste (5 + 3) ∗ 9; a stiskněte Enter. Vaše obrazovka

by měla vypadat takto:

gap > (5+3)*9;

72

Nyńı do př́ıkazového řádku napǐste výraz (5 + 3) ∗ 9 (bez středńıku) a stiskněte

Enter.

gap > (5+3)*9

>

Všimněme si, že se nic nestane. GAP nev́ı, že jsme př́ıkaz dokončili, protože chyb́ı

středńık. Doṕı̌seme-li středńık, bude nám vrácena hodnota 72.

gap > (5+3)*9

>;

72

gap >

Nyńı zadejte (5+3∗9; a stiskněte Enter. Na obrazovce byste měli mı́t následuj́ıćı

výraz.

gap > (5+3*9;

Syntax error: ) expected

Došlo k chybovému hlášeńı, protože nesouhlaśı počet levých a pravých závorek

v př́ıkazovém řádku. Použijte šipku nahoru pro opětovné zobrazeńı předchoźıho

př́ıkazu. Potom použijte klávesy se šipkami pro doplněńı potřebné závorky.
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gap > (5+3*9;

Syntax error: ) expected

gap > (5+3)*9;

72

gap >

GAP lze též použ́ıt k otestováńı rovnosti dvou hodnot. Do př́ıkazového řádku

napǐste 6 = 9; a stiskněte klávesu Enter.

gap > 6=9;

false

GAP vrátil hodnotu false, protože 6 neńı rovno 9.

Př́ıkaz přǐrazeńı v GAP

Hodnotu proměnné v GAP přǐrad́ıme pomoćı :=. Umožňuje nám odkazovat

na objekt pomoćı pojmenováńı.

Název proměnné se nazývá identifikátor

V následuj́ıćı př́ıkladu je a identifikátor:

gap > a:= (10+7)*(9 -6);

51

gap > a;

51

gap > a*(a-1);

2550

gap > a:=14 ;;

gap > a*(a-1);

182

Všimněte si, že při přiděleńı identifikátoru je jeho hodnota vypsána na daľśım

řádku. Protože se v řádku a := 14; ; vyskytly dva středńıky, hodnota a nebyla

vypsána, i když byla změněna.

Téměř jakákoli sekvence ṕısmen a č́ıslic, obsahuj́ıćı alespoň jedno ṕısmeno, může

být použita jako identifikátor.
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Cvičeńı

1. Základńı funkce GAP

(a) Vypočtěte hodnotu 3121

(b) Zjistěte, zda 225 + (45 ∗ 51777) je větš́ı, než 34 milion̊u;

2. Př́ıkaz přǐrazeńı v GAP

(a) Přǐrad’te hodnotu 14 identifikátoru b

(b) Přǐrad’te hodnotu 123456789 identifikátoru BigNUMBER

(c) Vypočtěte b+BigNUMBER

12



Kapitola 2

Úvodńı pojmy

2.1. Vlastnosti celých č́ısel

Velkou část abstraktńı algebry tvoř́ı vlastnosti celých č́ısel a množin. V této

kapitole shrneme nejd̊uležitěǰśı vlastnosti, které budeme v následuj́ıćım textu

využ́ıvat.

Daľśım zásadńım pojmem v teorii č́ısel je pojem dělitelnost.

Řekneme, že nenulové č́ıslo t je dělitelem č́ısla s právě tehdy, když existuje č́ıslo

u, pro které plat́ı s = tu. V tomto př́ıpadě ṕı̌seme t | s (čteme t děĺı s). Jestliže

t neńı dělitelem s, ṕı̌seme t - s.

Ř́ıkáme, že č́ıslo s je násobkem č́ısla t právě tehdy, když existuje u takové, že

s = ut, nebo analogicky, když t | s. Prvoč́ıslo je kladné č́ıslo, jehož jedińı kladńı

dělitelé jsou 1 a č́ıslo samo.

Věta 1 (Celoč́ıselné děleńı se zbytkem). Necht’ jsou a, b celá č́ısla, kde b > 0.

Pak existuje právě jedno celé č́ıslo p a právě jedno r tak, že a = bq + r,

kde 0 ≤ r < b.

Č́ıslo q v děĺıćım algoritmu nazveme celoč́ıselný pod́ıl, č́ıslo r se nazývá zbytek

po děleńı.

Př́ıklad 2.1.1. Pro a = 17 a b = 5, děĺıćı algoritmus dává 17 = 5 · 3 + 2; pro

a = −23 a b = 6 dostáváme −23 = 6(−4) + 1.
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Nejvěťśım společným dělitelem nenulových č́ısel a a b nazveme největš́ı ze všech

společných dělitel̊u a, b. V tomto textu budeme toto č́ıslo označovat gcd(a, b)

(Greatest Common Divisor).

V př́ıpadě, že gcd(a, b) = 1, řekneme, že č́ısla a a b jsou nesoudělná.

Nejmenš́ı společný násobek dvou nenulových č́ısel a a b je nejmenš́ı kladné č́ıslo,

které je násobkem č́ısla a a současně č́ısla b. V tomto textu budeme toto č́ıslo

označovat lcm(a, b) (Least Common Multiple).

Vlastnosti celých č́ısel v GAP

Software GAP obsahuje spoustu předdefinovaných funkćı. Funkce v GAP

zač́ınaj́ı velkým ṕısmenem.

Např́ıklad funkceGcd (Lcm) pro výpočet největš́ıho společného dělitele (nejmenš́ıho

společného násobku) celých, nenulových č́ısel. Př́ıklady:

gap > Gcd(123, 456);

3

gap > Lcm (123 ,456);

18696

Věta 2. Pro všechna nenulová celá č́ısla a a b existuj́ı celá č́ısla s, t taková, že

nejvěťśı společný dělitel prvk̊u a, b je roven as+ bt.

Pomoćı funkce Gcdex vypoč́ıtáme č́ısla s,t z předchoźı věty.

Př́ıklad 2.1.2. gap > Gcdex (4 ,15);

rec(coeff1 := 4, coeff2 := -1, coeff3 := -15, coeff4 := 4,

gcd:= 1)

gap >

Výše uvedený postup nám ř́ıká, že největš́ım společným dělitelem č́ısel (gcd(4, 15))

je č́ıslo 1 a Gcd(4, 15) = 4 ∗ 4 + (−1) ∗ 15 = 1. To znamená, že coeff1 a coeff2

jsou celá č́ısla s,t taková, že Gcd(a, b) = as + bt. Výstupy coeff3 a coeff4 jsou

celá č́ısla m,n, pro která plat́ı, že am+ bn = 0.
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2.2. Modulárńı aritmetika

Daľśı aplikace děĺıćıch algoritmů, která pro nás bude d̊uležitá, se nazývá mo-

dulárńı aritmetika.

Modulárńı aritmetika je metodou poč́ıtáńı, které každý z nás jistě někdy použil.

Např́ıklad, jestliže nyńı je duben, jaký měśıc bude za 25 měśıc̊u? Samozřejmě,

že každého ihned napadne květen i bez toho, aniž by odpoč́ıtal 25 měśıc̊u od

dubna, protože v́ıme, že 25 = 2 · 12 + 1 a stačilo tedy přidat jeden měśıc k

dubnu. Převedeme-li tento př́ıklad do matematické symboliky, můžeme zapsat,

že 25 mod 12 = 1.

Můžeme tedy zapsat, že jestliže a = qn+ r, kde q je pod́ıl a r je zbytek po děleńı

a č́ıslem n, zaṕı̌seme tuto skutečnost jako a mod n = r.

Modulárńı aritmetika v GAP

GAP umı́ také pracovat s modulárńı aritmetikou.

Př́ıklad:

gap > 23 mod 6;

5

gap > 5 mod 6 + 11 mod 6;

10

gap > 10 mod 6;

4

gap > (5 mod 6 + 11 mod 6) mod 6;

4

Poznámka. POZOR: funkce mod je funkčńı pouze se správně umı́stěnými

mezerami. Výraz 23mod6 by byl v GAP vńımán, jako identifikátor.
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2.3. Funkce (zobrazeńı)

Funkce hraj́ı velkou roli téměř ve všech směrech matematiky, taktéž termi-

nologie a značeńı s funkcemi spojeno. V následuj́ıćı kapitole si shrneme pojmy

potřebné v tomto textu.

Funkce (zobrazeńı) φ z množiny A do množiny b je pravidlo, které každému prvku

a z množiny A přǐrazuje právě jeden prvek b z množiny B. Množina A se nazývá

definičńı obor φ a množina B obor hodnot φ.

Jestliže se ve zobrazeńı φ prvek a zobraźı na prvek b, pak prvek a nazveme vzor

a b se nazývá obraz prvku a ve φ. Podmnožina množiny B obsahuj́ıćı všechny

obrazy prvk̊u z množiny A se nazývá obraz množiny A ve φ.

Pro skutečnost, že φ je zobrazeńı z množiny A do množiny B už́ıváme zápis

φ : A −→ B. Pro zápis zobrazeńı prvku b z B na prvek a z A užijeme značeńı

φ(a) = b, a ∈ A, b ∈ B, nebo φ : a −→ b a ř́ıkáme, že a se zobrazuje na b. Mějme

zobrazeńı φ : A −→ B a ψ : B −→ C. Složeńım zobrazeńı φ, ψ je zobrazeńı z

množiny A do množiny C definováno jako (φψ)(a) = ψ(φ(a))∀a ∈ A. Složeńı si

můžeme znázornit následuj́ıćım obrázkem.

Obrázek 2.1: Složené zobrazeńı φψ

V početńıch úlohách bývá složeńı dvou funkćı f, g znázorněno (f ◦ g)(x) a je

definováno následovně: (f ◦ g)(x) = f(g(x)).

16



Př́ıklad 2.3.1. Necht’ f(x) = 2x+ 3 a g(x) = x2 + 1.

Pak (f ◦ g)(5) = f(g(5)) = f(23) = 55; (g ◦ f)(5) = g(f(5)) = g(13) = 170;

Obecně tedy (fg)(x) = 2(x2 + 1) + 3 = 2x2 + 5,

(gf)(x) = (2x+ 3)2 + 1 = 4x2 + 12x+ 10.

Tedy je vidět, že skládáńı zobrazeńı neńı komutativńı. ((fg)(x) 6= (gf)(x))

Zobrazeńı φ : A −→ B se nazývá injektivńı (prosté zobrazeńı), právě když

pro všechna a1, a2 ∈ A plat́ı, že jestliže se rovnaj́ı jejich obrazy, rovnaj́ı se i vzory.

Symbolicky: φ(a1) = φ(a2)⇒ a1 = a2.

Obrázek 2.2: Injektivńı × neinjektivńı zobrazeńı

Zobrazeńı φ : A −→ B se nazývá surjektivńı (zobrazeńı ”na”), právě když každý

prvek b z množiny B je obrazem alespoň jednoho prvku a z množiny A.

Symbolicky: ∀b ∈ B∃a ∈ A : φ(a) = b.

Obrázek 2.3: Surjektivńı × nesurjektivńı zobrazeńı

Zobrazeńı, které je injektivńı i surjektivńı současně, nazveme bijektivńı zob-

razeńı.
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Věta 3 (Vlastnosti zobrazeńı). Jsou dána zobrazeńı α, β, γ, pro která plat́ı:

α : A −→ B, β : B −→ C, γ : C −→ D

1. γ(βα) = (γβ)α (asociativita);

2. Jsou-li α a β injektivńı, pak složeńı βα je injektivńı;

3. Jsou-li α a β surjektivńı, pak složeńı βα je surjektivńı;

4. Je-li α bijektivńı, pak existuje inverzńı zobrazeńı α−1 : B −→ A takové, že

∀a ∈ A, ∀b ∈ B : (α−1α)(a) = a a (α−1α)(b) = b.

Funkce - mapping v GAP

Pomoćı GAP můžete také vytvářet vlastńı funkce. Jedńım ze zp̊usob̊u je

použit́ı operátoru maps-to, označeného − >.

V následuj́ıćım př́ıkladu si vytvoř́ıme funkci square, která přij́ımá jedno č́ıslo a

vraćı hodnotu jeho druhé mocniny.

gap > square :=x -> x^2;

function( x ) ... end

Nyńı si funkčnost ověř́ıme na př́ıkladu.

gap > square (2);

4

gap > square (5);

25

Zkuste do GAP vložit následuj́ıćı př́ıkaz.

gap > 6162256386 mod 11;

0

Program ověřil, že č́ıslo 6162256386 je dělitelné 11 beze zbytku. To mimo jiné

znamená, že by to mohlo být rodné č́ıslo osoby žij́ıćı v ČR, protože jedńım z

kontrolńıch znak̊u rodných č́ısel je právě dělitelnost 11. Zkuste si tedy zadat

např́ıklad

gap > 6162286386 mod 11;

3
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a vid́ıme, že tento sled č́ıslic by za rodné č́ıslo být považován nemohl.

Jiným zp̊usobem ověřeńı dělitelnosti určitou hodnotou je také

gap > 6162256386 mod 11 = 0;

true

gap > 6162286386 mod 11 = 0;

false
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Cvičeńı

Obrázek 2.4: Zp̊usob generováńı rodného č́ısla

1. Vlastnosti celých č́ısel

(a) Vypoč́ıtejte největš́ıho společného dělitele a nejmenš́ı společný násobek:

i. č́ısel 25646 a 68185

ii. č́ısel 9245 a 325

(b) Použijte funkci Gcdex k nalezeńı koeficient̊u s, t pro které plat́ı, že

gcd(8701, 10057) = 8701s+ 10057t

2. Funkce

(a) Vytvořte funkci, která přij́ımá jako argument kladné celé č́ıslo n a vraćı

hodnotu součtu 1 + 2 + · · ·+ n. Poté využijte tuto funkci pro n = 6 a

n = 2584.

(b) Vytvořte funkci, která přij́ımá jako argument libovolné celé č́ıslo t a

vraćı hodnotu

f(t) = t3 + 3− 2t

(c) Vytvořte funkci, která ověř́ı validitu zadaného rodného č́ısla;

i. použijte Vámi vytvořenou funkci pro zkontrolováńı Vašeho rodného

č́ısla;

ii. změňte v zadaném č́ısle jednu č́ıslici. Dokázala Vámi napsaná

funkce rozeznat chybné zadáńı?
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Kapitola 3

Úvod do teorie grup

Symmetry is a vast subject, significant in art and nature. Mathematics

lies at its root, and it would be hard to find a better one on which to

demonstrate the working of the mathematical intellect.

Hermann Weyl, Symmetry (1952)

3.1. Pojem grupa

Pojem grupa byl poprvé použit Évariste Galoisem okolo roku 1830 pro popis

množin injektivńıch zobrazeńı na konečných množinách, které by mohly být se-

skupeny dohromady a vytvořily by tak strukturu uzavřenou na skládáńı.

Jako v př́ıpadě většiny nejzákladněǰśıch pojmů v matematice, i definice grupy

kterou známe dnes a kterou si zde uvedeme je výsledkem dlouhého evolučńıho

procesu. Moderńı definici grupy podal Walther von Dyck v roce 1882.

Definice 1. Necht’ G je množina. Binárńı operaćı na G rozumı́me zobrazeńı,

které přǐrazuje každé uspořádané dvojici prvk̊u z G jednoznačně daný prvek z G.

Binárńı operace na množině je tedy metoda, která spojeńım dvou prvk̊u z

množiny G určuje jiný prvek množiny G. Podmı́nka, že výsledek operace je prvek

množiny G nazveme uzavřenost. Nejznáměǰśımi binárńımi operacemi jsou sč́ıtáńı,

odeč́ıtáńı či násobeńı celých č́ısel.
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Děleńı celých č́ısel neńı binárńı operaćı na množině celých č́ısel, protože pod́ılem

dvou celých č́ısel nemuśı být výhradně celé č́ıslo.

Binárńı operace sč́ıtáńı mod n a násobeńı mod n na množině {0, 1, ..., n − 1},

které znač́ıme Zn hraje velmi d̊uležitou roli v abstraktńı algebře. V některých

př́ıpadech budeme uvažovat množinu Zn pouze s operaćı sč́ıtáńı mod n, jindy

budeme cht́ıt využ́ıt jak sč́ıtáńı mod n, tak násobeńı mod n. Např́ıklad pro

násobeńı matic sestavených z prvk̊u množiny Zn potřebujeme jak násobeńı mod n,

tak sč́ıtáńı mod n.

Definice 2. Necht’G je množina uvažována spolu s binárńı operaćı, která přǐrazuje

každé uspořádané dvojici (a, b) ∈ G2 prvek množiny G, který budeme značit ab1.

Řekneme, že strukturaG = (G, ·) je grupa, právě když plat́ı následuj́ıćı podmı́nky:

1. asociativita: Operace je asociativńı, tedy

∀a, b, c ∈ G : (ab)c = a(bc);

2. existence jednotkového prvku: existuje prvek e ∈ G takový, že plat́ı

∀a ∈ G : ae = ea = a;

3. existence inverzńıch prvk̊u: pro všechny prvky a množiny G existuje v G

prvek a−1 takový, že plat́ı

aa−1 = a−1a = e.

Jestliže pro všechny prvky a, b grupy G plat́ı ab = ba, ř́ıkáme, že grupa je

Abelova (komutativńı). Grupa neńı Abelova, existuje-li v ńı alespoň jedna dvojice

prvk̊u, pro kterou komutativita neplat́ı (ab 6= ba).

1G2 symbolizuje kartézský součin G×G; G2 = {(a, b)|a, b ∈ G}
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3.2. Symetrie čtverce

Předpokládejme, že z roviny odebereme čtvercovou oblast, nějakým zp̊usobem

ji přesuneme a vlož́ıme čtverec zpátky do prostoru, kde byl p̊uvodně. V této ka-

pitole poṕı̌seme všechny možné zp̊usoby, jak to lze udělat.

Konkrétněji řečeno, chceme popsat možné vztahy mezi počátečńı a konečnou po-

lohou čtverce z hlediska pohybu. Zaj́ımá nás však v́ıce čistý dopad pohybu na

polohu čtverce, než pohyb samotný.

Např́ıklad rotaci o 90◦ a rotaci o 450◦ považujeme za rovnocenné, protože maj́ı

stejný d̊usledek pro každý bod čtverce. T́ımto zjednodušeńım je dosažeńı našeho

ćıle o poznáńı jednodušš́ı.

Pro začátek můžeme uvažovat čtvercovou oblast s rohy označenými r̊uznými

barvami - černá (Č), b́ılá (B), r̊užová (R) a zelená (Z). Dı́ky tomuto označeńı

lze snadno rozlǐsit pohyby, které se v účinku na čtverec vzájemně lǐśı.

S t́ımto schématem jsme nyńı schopni jednoduše popsat všechny možné zp̊usoby,

jak lze přesunout náš čtvercový objekt a ukážeme si to na následuj́ıćım obrázku,

kde Rα znač́ı otočeńı (rotaci) o úhel α, H překlopeńı po horizontálńı ose, V

překlopeńı po vertikálńı ose, D1 překlopeńı po hlavńı diagonále a D2 překlopeńı

po vedleǰśı diagonále.

Daľśım obrázkem si ukážeme, že jakýmkoli složeńım daných symetríı źıskáme

polohu, jež máme definovanou výše, tedy že ve čtverci žádné daľśı symetrie nee-

xistuj́ı.

Vezmeme-li v potaz značeńı, které jsme si zavedli v předchoźı kapitole, zaṕı̌seme

tuto skutečnost jako HR90 = D1. Množinu uvedených osmi symetríı spolu s ope-

raćı skládáńı symetríı nazveme dihedrálńı grupa řádu 8
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Obrázek 3.1: Symetrie čtverce

Obrázek 3.2: R0 → R90 → H = D1
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Abychom byli schopni považovat strukturu za grupu, je nutno ověřit, zda

operace skládáńı zobrazeńı na množině symetríı má požadované vlastnosti, tedy

je-li asociativńı a zda v ńı existuje neutrálńı prvek a také ke každému prvku grupy

prvek inverzńı:

1. asociativita: operaćı dané struktury je skládáńı zobrazeńı, jež je asociativńı;

2. existence neutrálńıho prvku: neutrálńım prvkem je tzv. identita (R0), tedy

zobrazeńı, které ponechává objekt na svém mı́stě;

3. existence inverzńıch prvk̊u: vzhledem k bijektivitě symetríı, ke každé sy-

metrii muśı existovat př́ıslušné inverzńı zobrazeńı, které nazveme symetrie

inverzńı2.

3.3. Dihedrálńı grupy (Dn)

Jak jsme již nast́ınili v úvodu kapitoly, dihedrálńı grupa řádu 2n je grupou

symetríı pravidelného n-úhelńıka, kde množinou symetríı rozumı́me kromě iden-

tity osovou souměrnost a rotaci. Dihedrálńı grupy jsou jednoduchým př́ıkladem

konečných grup, které jsou hlavńım předmětem mé práce.

Dihedrálńı grupy se často objevuj́ı mimo teorii grup i v uměńı nebo př́ırodě.

Mnoho dekorativńıch vzor̊u použ́ıvaných např́ıklad ke zdobeńı keramiky nebo

podlahových krytin využ́ıvá jednu z dihedrálńıch grup jako grupu symetríı. Daľśım

bohatým zdrojem jsou loga r̊uzných korporaćı (Mercedes-Benz (D3), Chrysler

(D5)), klasická pětićıpá hvězda je také př́ıkladem grupy symetríı D5. V př́ırodě

můžeme ukázku symetrické grupy hledat např́ıklad u ostnokožc̊u jako jsou hvězdice

nebo ježovky (známé jako mořšt́ı ježci).

2Inverzńı symetrie:=symetrie, která po složeńı s p̊uvodńı symetríı tvoř́ı identitu
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Prvky Dn

V pravidelném n-úhelńıku existuje celkem 2n r̊uzných symetríı: n rotaćı a n

osových souměrnost́ı.

1. n rotaćı:

pravidelný n-úhelńık lze otočit o úhel 2kπ
n

, kde k ∈ {0, ..., n− 1} tak, že se

zobraźı sám na sebe.

2. n osových souměrnost́ı:

Pro umı́stěńı os souměrnost́ı rozlǐsujeme př́ıpady pro n sudé a n liché:

(a) n je sudé: polovina os spojuje protilehlé vrcholy a druhá polovina

procháźı středy protilehlých stran n-úhelńıka (n/2 a n/2, celkem n os

souměrnosti);

(b) n je liché: osy souměrnost́ı spojuj́ı střed strany s protilehlým vrcholem(n

os souměrnosti).

Grupa Dnobsahuje tedy minimálně 2n symetríı. Lze dokázat, že žádné daľśı sy-

metrie již neobsahuje.

Grupová operace Dn

Grupovou operaćı dihedrálńı grupy je skládáńı zobrazeńı, tedy daných syme-

tríı. Vı́me, že složeńım dvou symetríı źıskáme opět symetrii. Výsledky skládáńı

si ukážeme na př́ıkladu rovnostranného trojúhelńıka pomoćı Cayleyho tabulky3,

ze které je zjevné, že dihedrálńı grupa nemuśı být vždy komutativńı. R0 znač́ı

neutrálńı prvek, R1 a R2 rotace o 120 a 240 stupň̊u. S0, S1 a S2 jsou osové

souměrnosti vyznačené v obrázku.

3Cayleyho tabulka je tabulka výsledk̊u binárńı operace nad konečnou množinou.
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Obrázek 3.3: Symetrie rovnostranného trojúhelńıka

Na daľśım př́ıkladu si ukážeme, jak pomoćı GAP nalézt prvky dané dihedrálńı

grupy. Následně si je srovnáme s obrázkem.

gap > d4:= DihedralGroup(IsPermGroup ,8);

Group([ (1,2,3,4), (2,4) ])

gap > Elements(d4);

[ (), (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4),

(1,4,3,2), (1 ,4)(2 ,3) ]

Obrázek 3.4: Symetrie v D4
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Řád Dn

Počet prvk̊u konečné grupy G nazýváme řád grupy G. Označujeme jej sym-

bolem |G|.

gap> S i z e ( d4 ) ;
8

Multiplikativńı tabulka Dn

Multiplikativńı tabulka je využ́ıvána pro skládáńı dvojic symetríı dihedrálńı

grupy Dn. Pro jej́ı určeńı v pravidelném n-úhelńıku označ́ıme R rotaci o úhel

2π
n

okolo středu n-úhelńıka (v kladném směru) a S osovou souměrnost podle osy

procházej́ıćı vrcholem (1).

Z obecného zápisu tabulky tedy vid́ıme, že skládáńı symetríı opravdu neńı obecně

komutativńı. Také vid́ıme, že všechny symetrie vzniklé skládáńım patř́ı mezi

prvky dihedrálńı grupy. To znamená, že patř́ı-li A,B do grupy Dn, patř́ı do ńı

i AB. Této vlastnost́ı ř́ıkáme uzavřenost, tedy že grupa je uzavřená na skládáńı

symetríı.

Obrázek 3.5: Multiplikativńı tabulka Dn

28



Postup pro skládáńı symetríı4: (∀i, j : 0 ≤ i, j < n)

• Ri ◦Rj = R(i+j) mod n

• Ri ◦ S ◦Rj = R(i−j) mod n ◦ S

• Ri ◦Rj ◦ S = R(i+j) mod n ◦ S

• Ri ◦ S ◦Rj ◦ S = R(i−j) mod n

Zdá-li se někomu postup př́ılǐs složitý nebo zdlouhavý, jistě jej potěš́ı, že i

toto zvládne GAP udělat za nás.

Obrázek 3.6: Multiplikativńı tabulka D4 vytvořená softwarem GAP

4x mod n znač́ı celoč́ıselný zbytek po děleńı č́ısla x č́ıslem n
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3.4. Př́ıklady grup

Př́ıklad 3.4.1. Množina celých č́ısel Z, množina racionálńıch č́ısel Q a množina

reálných č́ısel R tvoř́ı grupu společně se sč́ıtáńım. Ve všech těchto př́ıpadech je

neutrálńım prvkem 0 a inverzńım prvkem k prvku a je −a.

Př́ıklad 3.4.2. Podmnožina {1,−1, i,−i} množiny komplexńıch č́ısel C spolu

s operaćı násobeńı tvoř́ı grupu. Inverzńım prvkem k prvku −1 je prvek sám,

inverzńı k i je −i

Př́ıklad 3.4.3. Množina regulárńıch matic 2.stupně s operaćı násobeńı matic

se nazývá obecná lineárńı grupa matic 2. stupně nad množinou R a znač́ıme ji

GL(2, R).

GL(2, R) = {
(
a b
c d

)
|a, b, c, d ∈ R, ad− bc 6= 0}

Př́ıklad 3.4.4. Množina regulárńıch matic 2.stupně, jejichž determinant se rovná

1 s operaćı násobeńı matic se nazývá speciálńı lineárńı grupa matic 2. stupně nad

množinou R a znač́ıme ji SL(2, R).

SL(2, R) = {
(
a b
c d

)
|a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1}

Př́ıklad 3.4.5. Pro pevný bod (a, b) ∈ R2 definujeme zobrazeńı Ta,b : R2 → R2

jako (x, y) → (x + a, y + b). Pak G = {Ta,b|a, b ∈ R} se skládáńım zobrazeńı

je grupa. Lze ukázat, že Ta,bTc,d = Ta+c,b+d, tedy vid́ıme, že G je uzavřená, ne-

utrálńım prvkem je T0,0, inverzńı prvek k Ta,b je ne tvaru T−a,−b a G je Abelova.

Funkce skládáńı je asociativńı. Prvky grupy G nazveme posunut́ı.

Př́ıklad 3.4.6. Celé č́ıslo a má v operaci násobeńı inverzńı prvek mod n, právě

když a a n jsou nesoudělné. Pro všechna n > 1 definujeme množinu U(n) jako

množinu všech přirozených č́ısel menš́ıch, než n, která jsou s n nesoudělná. Potom

množina U(n) s operaćı násobeńı mod n tvoř́ı grupu. Pro n = 10 je množina

U(10) = {1, 3, 7, 9}. Cayleyho tabulka pro U(10) vypadá následovně:
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Obrázek 3.7: Násobeńı v U(10) mod 10

Obrázek 3.8: Př́ıklady grup (M∈ {Q,R,C, Zn}; L je osová souměrnost)
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3.5. Základńı vlastnosti grup

V předchoźı části kapitoly jsme si ukázali r̊uzné př́ıklady konkrétńıch grup. Z

definice grupy plyne několik základńıch vlastnost́ı, ke kterým je ale nutno dodat

pár poznatk̊u.

V každé grupě existuje právě jeden neutrálńı prvek. Ke každému prvku grupy

existuje inverzńı prvek.

Věta 4. V grupě G existuje právě jeden neutrálńı prvek e.

Věta 5 (Zákony o kráceńı). Necht’ G je grupa, a, b, c ∈ G. Pak plat́ı

ba = ca⇒ b = c, ab = ac⇒ b = c.

Věta 6. Pro každý prvek a grupy G existuje právě jeden prvek a′ ∈ G takový, že

plat́ı aa′ = a′a = e.

Jistě jste si všimli, že ve zbytku textu je inverzńı prvek značen jako a−1. T́ımto

jsme se dostali k problematice mocnin, kde ∀n ∈ N : an = aa · · · a (a se v součinu

vyskytuje nkrát), tedy

an = a · an−1.

Speciálně a0 = e.

Vlastnosti mocnin

Jestliže je n záporné celé č́ıslo, pak an = (a−1)|n|.

Pro všechna celá č́ısla m,n plat́ı aman = am+n, (am)n = amn.

Poznámka. V nekomutativńı grupě obecně (ab)n 6= anbn. Rovnost nastává pouze

tehdy, je-li grupa Abelova.

Věta 7. Pro všechny prvky a, b ∈ G plat́ı: (ab)−1 = b−1a−1.
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Cvičeńı

1. (a) Dokažte(pomoćı obrázku), že složeńım dvou osových souměrnost́ı vznikne

rotace;

(b) S využit́ım GAP složte symetrie v D4 a zjistěte, jaké symetrie dosta-

nete, resp. jaké rotace vzniknou složeńım osových souměrnost́ı;

(c) Sestavte multiplikativńı tabulku a ověřte si správnost programu.

2. (a) Zvažte, č́ım se stane rotace následována osovou souměrnost́ı v libovolné

dihedrálńı grupě;

(b) Ověřte skládáńı naopak, tedy pro osovou souměrnost následovanou

rotaćı. Porovnejte výsledky skládáńı;

(c) Pomoćı GAP otestujte své úvahy na několika př́ıkladech pár̊u rotaćı a

souměrnost́ı;

(d) Pro lepš́ı představu si př́ıklad ztvárněte i pomoćı náčrtu na libovolném

n-úhelńıku (n ≥ 4)

3. V kapitole Grupy jsme si ukázali mezi př́ıklady grup i množinu U(n),

která obsahuje všechna kladná celá č́ısla menš́ı než n, která jsou s n ne-

soudělná a grupu tvoř́ı společně s násobeńım mod n. K řešeńı následuj́ıćıch

př́ıklad̊u budete využ́ıvat funkci, která nám pro požadované n vygeneruje

j́ı př́ıslušnou množinu U(n).

(a) Zjistěte, kolik prvk̊u má množina U(n) pro n ∈ {9, 27, 81, 243, 5, 25, 125}.

Rozhodněte, jaký je vztah mezi velikostmi U(pk), kde p je prvoč́ıslo

> 2 a k je kladné celé č́ıslo;

(b) Zjistěte, kolik prvk̊u má množina U(n) pro n ∈ {18, 54, 162, 486, 50, 250, 98, 242}.

Rozhodněte, jaký je vztah mezi velikostmi U(2pk) a U(pk), kde p je

prvoč́ıslo > 2;

(c) necht’ r, s jsou nesoudělná č́ısla. Pomoćı GAP určete závislost velikosti

U(rs) na velikostech U(r), U(s).
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Kapitola 4

Permutačńı grupy

V této kapitole budeme studovat jistou speciálńı skupinu grup funkćı, kterým

se ř́ıká permutačńı grupy. V prvńı polovině 19. stolet́ı byly grupy permutaćı

jedinými grupami vyšetřovanými tehdeǰśımi matematiky. Teprve kolem roku 1850

byla Arthurem Cayleym představena myšlenka abstraktńı grupy a trvalo daľśıho

čtvrt stolet́ı, než se pevně ujala.

4.1. Definice a značeńı

Permutace množiny A je zobrazeńı z A do A, které je bijektivńı. Permutačńı

grupa na množině A je množina permutaćı na A, která spolu s operaćı skládáńı

tvoř́ı grupu. Ačkoliv existuj́ı grupy permutaćı pro r̊uzné neprázdné množiny A,

my se zaměř́ıme na př́ıpad, kdy A je konečná neprázdná množina prvk̊u. Dále

budeme předpokládat, že A je pro nějaké kladné celé č́ıslo n množinou ve tvaru

{1, 2, 3, · · ·n}. Tedy můžeme definovat jednodušeji:

Definice 3. Necht’ A = {1, · · · , n}. Bijekci π : A −→ A ř́ıkáme permutace na A.

Reprezentace permutaćı

Permutaci π(1) = 3, π(2) = 4, π(3) = 2, π(4) = 1 zapisujeme jako matici

(
1 2 3 4
3 4 2 1

)
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Jak jsem již na počátku kapitoly zmı́nila, permutace lze, jako kterákoli jiná

zobrazeńı, skládat.

Př́ıklad 4.1.1. π =

(
1 2 3 4
2 4 1 3

)
, π′ =

(
1 2 3 4
3 2 4 1

)
. Na následuj́ıćım obrázku je

graficky znázorněno, jak slož́ıme tyto dvě permutace.

Obrázek 4.1: Složeńı dvou permutaćı

Výsledná permutace ππ′ je ve tvaru ππ′ =

(
1 2 3 4
2 1 3 4

)
Definice 4. Necht’ Sn je množina všech permutaćı na A = {1, · · · , n}. Potom

Sn = (Sn, ◦) tvoř́ı grupu zvanou grupa permutaćı, nebo symetrická grupa.

Věta 8 (Cayleyho věta). Každá konečná grupa řádu n je izomorfńı s vhodnou

podgrupou grupy Sn.

4.2. Vlastnosti permutaćı

Necht’ x1, x2 jsou r̊uzné prvky množiny A. Transpozice (x1, x2) je taková per-

mutace na A, že x1 7→ x2 a x2 7→ x1 a ostatńı prvky z̊ustávaj́ı na mı́stě.

Daľśım zp̊usobem zápisu permutačńıch grup je pomoćı cyklu. Tento zp̊usob byl

poprvé představen francouzským matematikem Augustinem Louisem Cauchym

v roce 1815.

35



Zp̊usob zápisu pomoćı cyklu můžeme nejprve nast́ınit obrázkem.

Obrázek 4.2: Permutace pomoćı cyklu

Definice 5. Necht’ x1, · · · , xn jsou navzájem r̊uzné prvky A. n-cyklus (x1, · · · , xn)

je permutace

(x1, x2) ◦ (x1, x3) ◦ · · · ◦ (x1, xn)

Př́ıklad 4.2.1. Permutace (
1 2 3 4 5 6
2 1 4 6 5 4

)
je součin (1, 2) ◦ (3, 4, 6) ◦ (5)

Řádem cyklu rozumı́me počet jeho prvk̊u. Je-li π = π1 ◦ π2 ◦ · · · ◦ πk rozklad na

disjunktńı cykly, pak řád π je nejmenš́ı společný násobek řád̊u π1, · · · πk.

Věta 9. Každá permutace konečné množiny m̊uže být zapsána jako cyklus nebo

jako produkt disjunktńıch cykl̊u.
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Kapitola 5

Konečné grupy, podgrupy

Jak si brzy ukážeme (ale z předchoźıho textu jsme s touto skutečnost́ı již

obeznámeni), konečné grupy jsou grupy s konečným počtem prvk̊u. Tento typ

grup má velmi zaj́ımavé vlastnosti. Nejdř́ıve si však muśıme zavést několik pojmů

pro lepš́ı porozuměńı následuj́ıćımu textu.

5.1. Základńı pojmy a vlastnosti

Definice 6. Řádem grupy (konečné i nekonečné) rozumı́me počet jej́ıch prvk̊u.

Řád grupy G označujeme |G|.

Tedy můžeme si na př́ıkladu ukázat, že grupa Z množiny celých č́ısel spolu

se sč́ıtáńım má nekonečný řád. Naopak grupa U množiny U(10) = {1, 3, 7, 9} s

násobeńım má konečný řád a je j́ım č́ıslo 4.

Řádem prvku g grupy G rozumı́me nejmenš́ı přirozené č́ıslo n takové, že plat́ı:

gn = e. V př́ıpadě, že takové n ∈ N neexistuje, ř́ıkáme, že prvek má nekonečný

řád. Řád prvku g označujeme |g|.

V praxi nám tedy stač́ı naj́ıt hodnotu exponentu, který nám v posloupnosti

g, g2, g3, ... z prvku g vytvoř́ı neutrálńı prvek e. Jestliže takový exponent nee-

xistuje, prvek g je nekonečného řádu.
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Př́ıklad 5.1.1. Ukažme si hledáńı řádu grupy a prvku dané grupy na př́ıkladu

s grupou U množiny U(15), jej́ıž prvky jsou {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14} s operaćı

násobeńı modulo 15. Grupa G má řád 8. Nyńı chceme naj́ıt řád prvku 7, tedy

postupně poč́ıtáme hodnoty 7n, n ∈ N:

71 = 7 ≡ 7(mod15), 72 = 49 ≡ 4(mod15), 73 = 343 ≡ 13(mod15), 74 = 2401 ≡

1(mod15). Zjistili jsme tedy, že řádem prvku 7 je 4, |7| = 4.

V předchoźı kapitole, kde jsme si ukazovali př́ıklady grup jste si mohli všimnout,

že některé grupy jsou definovány na množině, která je podmnožinou jiné množiny,

která tvoř́ı grupu. Např́ıklad speciálńı lineárńı grupa a obecná lineárńı grupa, kdy

s jistotou můžeme ř́ıct, že množina SL(2,R) je podmnožinou množiny GL(2,R).

Zobecněme si tento př́ıklad zavedeńım pojmu podgrupa.

Tvoř́ı-li podmnožina H grupy G spolu se zúženou operaćı1 grupy G samostatnou

grupu, ř́ıkáme, že H je podgrupou grupy G. Skutečnost, že H je podgrupou G

označujeme H EG.

Ověřit, zda je daná podmnožina H množiny G podgrupou G můžeme v několika

snadných kroćıch, ve kterých využ́ıváme vlastnosti podgrup.

Věta 10. Necht’ G je grupa a H je neprázdnou podmnožinou množiny G. Jestlǐze

∀a, b ∈ H plat́ı ab−1 ∈ H, pak je H podgrupou v G. V př́ıpadě aditivńıho zápisu

plat́ı, že H je podgrupou G právě tehdy, když ∀a, b ∈ H : a− b ∈ H.

Př́ıklad 5.1.2. Mějme Abelovu grupu G = (G, ·) s neutrálńım prvkem e. Pak

podmnožina H, pro kterou plat́ı H = {x2|x ∈ G} je podgrupou grupy G právě

tehdy, když neutrálńı prvek e lež́ı v H a pro všechny dvojice prvk̊u a, b plat́ı, že

a2(b2)−1 ∈ H. Vı́me, že e2 = e, tedy prvńı podmı́nka je splněna. Nyńı muśıme

dokázat, že a2(b2)−1 je druhou mocninou nějakého prvku. Vı́me, že G je Abelova,

můžeme tedy zapsat a2(b2)−1 jako (ab−1)2, což je regulérńı zápis prvku lež́ıćıho v

množině H. Tedy jsme dokázali, že H je podgrupou G.

Věta 11. Necht’ G je grupa a H je neprázdná podmnožina množiny G. Jestlǐze

∀a, b ∈ H plat́ı ab ∈ H, a−1 ∈ H, H je podgrupou grupy G.

1restrikce zobrazeńı:=zobrazeńı, které má menš́ı definičńı obor, než p̊uvodńı zobrazeńı
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Př́ıklad 5.1.3. Necht’ G = (G, ·) je grupa, kde G je množinou reálných č́ısel

bez nuly s operaćı násobeńı. Dále mějme podmnožiny H,K, H = {x ∈ G|x = 1

nebo x je iracionálńı}, K = {x ∈ G|x ≥ 1}. Pak H neńı podgrupou G, protože
√

2 ∈ H, ale
√

2 ·
√

2 /∈ H. Také o K muśıme ř́ıci, že neńı podgrupou v G. 2 ∈ K,

ale 2−1 /∈ K.

Věta 12. Necht’ H je neprázdná konečná podmnožina grupy G. Je-li H uzavřena

na operaci grupy G, pak je podgrupou v G.

Definice 7. Necht’ H je podmnožinou grupy G. Symbolem 〈H〉 označ́ıme pr̊unik

všech podgrup grupy G obsahuj́ıćıch množinu H. 〈H〉 je nejmenš́ı podgrupou

grupy G obsahuj́ıćı množinu H. Nazýváme ji podgrupa generovaná množinou H.

Množinu H pak nazýváme množinou generátor̊u grupy 〈H〉.

Věta 13 (Lagrangeova věta). Necht’ H je podgrupou konečné grupy G. Potom

plat́ı:

|G| = [G : H] · |H|.

Z Lagrangeovy věty plyne, že řád podgrupy H děĺı řád grupy G.

Jednou z nejd̊uležitěǰśıch podgrup je centrum grupy G, které označ́ıme jako Z(G).

Jedná se o podgrupu v G, jej́ıž každý prvek komutuje s každým prvkem v G. Tedy

symbolicky

Z(G) = {a ∈ G|∀x ∈ G : ax = xa}.

Př́ıklad 5.1.4. Pro n ≥ 3,

Z(Dn) =

{
{R0, R180} pokud n je sudé
{R0} pokud n je liché
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1. Vyšetřete vlastnosti dihedrálńı grupy D4;

Řešeńı:

gap > G:= DihedralGroup(IsPermGroup , 16);

Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8), (2 ,8)(3 ,7)(4 ,6) ])

gap > Elements(G);

[ (), (2 ,8)(3 ,7)(4 ,6) ,(1 ,2)(3 ,8)(4 ,7)(5 ,6) ,

(1,2,3,4,5,6,7,8),(1,3)(4,8)(5,7),(1,3,5,7)

(2,4,6,8),(1,4)(2,3)(5,8)(6,7),(1,4,7,2,5,8,3,6),

(1 ,5)(2 ,4)(6 ,8) ,(1 ,5)(2 ,6)(3 ,7)(4 ,8) ,(1 ,6)

(2,5)(3,4)(7,8),(1,6,3,8,5,2,7,4),(1,7)(2,6)(3,5),

(1,7,5,3)(2,8,6,4),(1,8,7,6,5,4,3,2),(1,8)(2,7)

(3 ,6)(4 ,5) ]

gap > a:=G.1;

(1,2,3,4,5,6,7,8)

gap > b:=G.2;

(2 ,8)(3 ,7)(4 ,6)

gap > H:= Subgroup(G, [a]);

Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8) ])

gap > Elements(H);

[ (), (1,2,3,4,5,6,7,8), (1,3,5,7)(2,4,6,8),

(1,4,7,2,5,8,3,6), (1 ,5)(2 ,6)(3 ,7)(4 ,8) ,

(1,6,3,8,5,2,7,4),(1,7,5,3)(2,8,6,4),

(1,8,7,6,5,4,3,2) ]

gap >

• V prvńım řádku programu přǐrazujeme identifikátoru G jako hodnotu

dihedrálńı grupu řádu 16. Z následuj́ıćıho řádku - odpovědi programu

- vid́ıme, že prvky (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8), (2, 8)(3, 7)(4, 6) jsou generátory

dané grupy.

• V daľśım př́ıkazu jsme po GAP chtěli vypsáńı prvk̊u grupy G na ob-

razovku. Vid́ıme, že oba generátory jsou obsaženy mezi prvky.

• Na daľśıch řádćıch přǐrazujeme identifikátor̊um a, b generátory naš́ı

grupy G a do hodnoty H navazujeme podgrupu grupy G generovanou

pomoćı dř́ıve zavedeného a.

• Posledńı př́ıkaz nám na obrazovku vypsal prvky podgrupy H.

40



gap > K:= Subgroup(G, [a, b]);

Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8), (2 ,8)(3 ,7)(4 ,6) ])

gap > Size(K);

16

gap > Elements(K);

[ () ,(2 ,8)(3 ,7)(4 ,6) ,(1 ,2)(3 ,8)(4 ,7)(5 ,6) ,

(1,2,3,4,5,6,7,8),(1,3)(4,8)(5,7),(1,3,5,7)

(2,4,6,8),(1,4)(2,3)(5,8)(6,7),(1,4,7,2,5,8,3,6),

(1 ,5)(2 ,4)(6 ,8) ,(1 ,5)(2 ,6)(3 ,7)(4 ,8) ,

(1,6)(2,5)(3,4)(7,8),(1,6,3,8,5,2,7,4),

(1,7)(2,6)(3,5),(1,7,5,3)(2,8,6,4),

(1,8,7,6,5,4,3,2),(1,8)(2,7)(3,6)(4,5) ]

gap >

• Na prvńım řádku uvedeného programu jsme identifikátoru K přǐradili

podgrupu G generovanou prvky a, b. Z př́ıkazu Elements(K), Size(K)

vid́ıme, že K = G.

• Následuj́ıćı př́ıkazy je dobré znát při práci s GAP:

(a) chceme-li naj́ıt centrum grupy G:Center(G);

(b) chceme-li naj́ıt řád prvku a grupy G: Order(a);

(c) chceme-li zjistit, zda je grupa G Abelova: IsAbelian(G);

(d) chceme-li zjistit, zda je grupa G cyklická: IsCyclic(G).

Cvičeńı

2. S pomoćı GAP určete řád prvk̊u 3, 7, 13 a 97 v U(100). Určete také řád

prvk̊u k nim inverzńıch;

3. S pomoćı GAP určete řád prvk̊u 3, 13, 153 a 317 v U(430). Určete také řád

prvk̊u k nim inverzńıch;

4. Určete, jaký je vztah mezi řádem prvku a řádem prvku k němu inverzńım.
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Kapitola 6

Cyklické grupy

S vědomostmi z předchoźı kapitoly můžeme definovat grupu cyklickou. Grupa

G se nazývá cyklická, pokud v ńı existuje prvek a takový, že G = {an|n ∈ Z}.

Daný prvek a se nazývá generátor grupy G. Dı́ky zavedené notaci můžeme zapsat

G = 〈a〉 a č́ıst, že cyklická grupa G je generovaná prvkem a.

6.1. Vlastnosti cyklických grup

V této části kapitoly shrneme základńı vlastnosti cyklických grup. Jak taková

cyklická grupa vypadá si můžeme ukázat na př́ıkladu.

Př́ıklad 6.1.1. Množina celých č́ısel Z s operaćı sč́ıtáńı tvoř́ı cyklickou grupu

generovanou prvky {−1, 1} a plat́ı, že 1n = 1 + 1 + · · · + 1, pro n kladné a

1n = (−1) + (−1) + · · ·+ (−1) pro n záporné.

Př́ıklad 6.1.2. Z8 = 〈1〉 = 〈3〉 = 〈5〉 = 〈7〉 =. Skutečnost ověř́ıme pro Z8 = 〈3〉,

kde 〈3〉 = {3, 3 + 3, 3 + 3 + 3, · · · } určuje množinu {3, 6, 1, 4, 7, 2, 5, 0}, která se

rovná Z8.

Naopak prvek 2 neńı generátorem grupy Z8, protože 〈2〉 = {0, 2, 4, 6} 6= Z8.

Věta 14. Necht’ G je grupa, a ∈ G. Jestlǐze má prvek a nekonečný řád, pak

ai = aj tehdy a jen tehdy, když i = j. Pokud má a konečný řád (ozn. n), pak

〈a〉 = {e, a, a2, · · · , an−1} a ai = aj tehdy a jen tehdy, když n děĺı i− j.

42



Zde si uvedeme několik d̊usledk̊u spojených s řády prvk̊u cyklické grupy:

• Pro každý prvek a grupy plat́ı, že |a| = |〈a〉|;

• Necht’ G je grupa, a ∈ G, |a| = n. Pokud ak = e, pak n děĺı k.

Věta 15. Necht’ a je prvek řádu n v grupě G a necht’ k je kladné celé č́ıslo. Pak

plat́ı 〈ak〉 = 〈agcd(n,k)〉 a |ak| = n
gcd(n,k)

Výhodou vyslovené věty je, že nám umožňuje nahradit jeden generátor cyklické

podgrupy jiným. Např́ıklad pro |a| = 30 máme 〈a26〉 = 〈a2〉, 〈a23〉 = 〈a〉, 〈a21〉 =

〈a3〉. Opět nám vyplývaj́ı některé d̊usledky týkaj́ıćı se spojitosti mezi řádem

konečné cyklické grupy a řádem jej́ıho prvku:

• Necht’ |a| = n. Pak 〈ai〉 = 〈aj〉 právě tehdy, když gcd(n, i) = gcd(n, j) a

současně plat́ı, že |ai| = |aj| právě tehdy, když gcd(n, i) = gcd(n, j).

• Necht’ |a| = n. Pak 〈a〉 = 〈aj〉 právě tehdy, když gcd(n, j) = 1 a |a| = |〈aj〉|

právě tehdy, když gcd(n, j) = 1.

• Č́ıslo k je generátorem v Zn tehdy a jen tehdy, když gcd(n, k) = 1.
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1. Vyšetřete vlastnosti cyklické grupy C6

Řešeńı:

Cyklickou grupu řádu n si můžeme jednoduše představit jako grupu všech

mocnin n-cyklu (1, 2, ..., n). Na následuj́ıćım př́ıkladu si ukážeme, jak GAP

sestav́ı cyklickou grupu pro n = 6 :

gap > c6:= CyclicGroup(IsPermGroup , 6);

Group([ (1,2,3,4,5,6) ])

gap > Elements(c6);

[ (), (1,2,3,4,5,6), (1,3,5)(2,4,6), (1 ,4)(2 ,5)(3 ,6) ,

(1,5,3)(2,6,4), (1,6,5,4,3,2) ]

gap > a:=c6.1;

(1,2,3,4,5,6)

gap > Elements(Subgroup(c6, [a^2]));

[ (), (1,3,5)(2,4,6), (1,5,3)(2,6,4) ]

gap >

• Prvńı dva řádky již neńı třeba komentovat. Na třet́ım řádku jsme opět

určitému identifikátoru (a) přǐradili jako hodnotu jeden z prvk̊u grupy

c6.

• Na čtvrtém řádku je GAP předán př́ıkaz pro vypsáńı prvk̊u podgrupy

grupy c6 generované prvkem a2.

• Z předchoźı kapitoly v́ıme, že GAP zvládne sestavit podgrupu z v́ıce

prvk̊u, než z jednoho:

gap > Elements(Subgroup(c6, [a^2, a^3]));

[ (), (1,2,3,4,5,6),(1,3,5)(2,4,6),

(1,4)(2,5)(3,6),(1,5,3)(2,6,4),(1,6,5,4,3,2) ]

gap >

• Vid́ıme, že podgrupa generovaná prvky a2, a3 je rovna grupě c6.
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Cvičeńı

2. S pomoćı GAP najděte všechny podgrupy následuj́ıćıch grup:

(a) D4

(b) cyklická podgrupa grupy D8 generovaná (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)

3. Napǐste funkci, která bere jako vstup cyklickou grupu a jako výstup vraćı

četnost jednotlivých řád̊u prvk̊u v grupě.

(a) Najděte počet prvk̊u jednotlivých řád̊u v cyklických grupách řádu 75

a 90;

(b) Najděte počet prvk̊u jednotlivých řád̊u v dihedrálńıch grupáchD17, D25, D33

a D49. Rozhodněte, zda plat́ı nějaký vztah pro počet prvk̊u řádu 2 v

grupě Dn;

(c) Najděte počet prvk̊u řádu 2 v dihedrálńıch grupách D18, D26, D34 a

D50. Rozhodněte, zda plat́ı nějaký vztah pro počet prvk̊u řádu 2 v

grupě Dn;

4. Rozhodněte, jaký vztah plat́ı mezi řádem grupy a řády jej́ıch prvk̊u.
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Řešeńı úloh

Úvod do programu GAP

1. Základńı funkce GAP

Poznámka. Pro výpočet jednoduchých hodnot výraz̊u či jejich porovnáńı

neńı třeba v GAP definovat funkce, požadovaný výraz stač́ı programem pouze

vyhodnotit. Při srovnáváńı hodnot vraćı GAP pravdivostńı hodnotu.

(a) Vypočtěte hodnotu 3121

(b) Zjistěte, zda 225 + (45 ∗ 51777) je větš́ı, než 34 milion̊u;

gap > 3^121;

5391030899743293631239539488528815119194426882613553319203

gap > ((2^25) + (45*51777)) > 34*10^6;

true

2. Př́ıkaz přǐrazeńı v GAP

Poznámka. Operace s identifikátory prob́ıhaj́ı stejně, jako v předchoźım

cvičeńı, jen mı́sto konkrétńıch hodnot použ́ıváme navázané symboly. Toto

je při složitěǰśıch či zdlouhavěǰśıch výpočtech velmi praktické.

(a) Přǐrad’te hodnotu 14 identifikátoru b

(b) Přǐrad’te hodnotu 123456789 identifikátoru BigNUMBER

(c) Vypočtěte b+BigNUMBER
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gap > b:=14;;

gap > BigNUMBER :=123456789;;

gap > b+BigNUMBER;

123456803

Úvodńı pojmy

1. Vlastnosti celých č́ısel

Poznámka. K výpočtu Nsd (Gcd) a nsn (Lcm) opět využ́ıváme pouze předdefinované

funkce, které jsme si ukázali v úvodńım manuálu programu.

(a) Vypoč́ıtejte největš́ıho společného dělitele a nejmenš́ı společný násobek:

i. č́ısel 25646 a 68185

ii. č́ısel 9245 a 325

gap > Gcd (25646 , 68185);

1

gap > Lcm (25646 , 68185);

1748672510

gap > Gcd(9245, 325);

5

gap > Lcm(9245, 325);

600925

Poznámka. Jak jsem jǐz v textu uvedla, funkce Gcdex(x, y) nám vraćı

celkem čtyři koeficienty, z nichž:

i. coeff1 = s, s · x+ t · y = Gcd(x, y);

ii. coeff2 = t, s · x+ t · y = Gcd(x, y);

iii. coeff3 = m, m · x+ n · y = 0;

iv. coeff4 = n, m · x+ n · y = 0;
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(b) Použijte funkci Gcdex k nalezeńı koeficient̊u s, t pro které plat́ı, že

gcd(8701, 10057) = 8701s+ 10057t

gap > Gcdex (8701, 10057);

rec( coeff1 := 37, coeff2 := -32, coeff3 := -89,

coeff4 := 77, gcd := 113 )

Hledané koeficienty jsou s=37, t=-32;

2. Funkce

(a) Vytvořte funkci, která přij́ımá jako argument kladné celé č́ıslo n a vraćı

hodnotu součtu 1 + 2 + · · ·+ n. Poté využijte tuto funkci pro n = 6 a

n = 2584.

Poznámka. K řešeńı využijeme vzorec pro součet aritmetické posloupnosti:

sn = n
2
(a1 + an)

gap > newfunction := function(n)

> local x;

> x:=(n*(n+1))/2;

> return x;

> end;

function( n ) ... end

gap > newfunction (6);

21

gap > newfunction (2584);

3339820

48



(a) Vytvořte funkci, která přij́ımá jako argument libovolné celé č́ıslo t a

vraćı hodnotu

f(t) = t3 + 3− 2t

;

Poznámka. Opět k vyřešeńı nepotřebujeme nic jiného, než daný předpis

pro funkci. Výraz jednoduše zaṕı̌seme do hodnoty proměnné ve funkci a ta

si jej sama vypoč́ıtá ihned po tom, co bude zavolána s nějakou konkrétńı

hodnotou t.

gap > newfunction2 := function(t)

> local x;

> x:=(t^3)+3 -(2*t);

> return x;

> end;

function( t ) ... end

gap > newfunction2 (6);

207

gap > newfunction2 (2584);

17253507539

(a) Vytvořte funkci, která ověř́ı validitu zadaného rodného č́ısla;

i. použijte Vámi vytvořenou funkci pro zkontrolováńı Vašeho rodného

č́ısla;

ii. změňte v zadaném č́ısle jednu č́ıslici. Dokázala Vámi napsaná

funkce rozeznat chybné zadáńı?

Poznámka. Př́ıklad řeš́ıme s využit́ım znalost́ı modulárńı aritmetiky. Hod-

notu rodného č́ısla modulo 11 polož́ıme rovnu nule a t́ım pádem nám funkce

vraćı pravdivostńı hodnotu, zda je vložené č́ıslo validńı, či nikoliv;
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gap > RCvalidity := function(r)

> local x;

> x:= r mod 11 = 0;

> return x;

> end;

function( r ) ... end

gap > RCvalidity (9555315649);

true

gap > RCvalidity (9555305649);

false

Úvod do teorie grup

1. (a) S využit́ım GAP složte symetrie v D4 a zjistěte, jaké symetrie dosta-

nete, resp. jaké rotace vzniknou složeńım osových souměrnost́ı;

(b) Ověřte skládáńı naopak, tedy pro osovou souměrnost následovanou

rotaćı. Porovnejte výsledky skládáńı;

(c) Pomoćı GAP otestujte své úvahy na několika př́ıkladech pár̊u rotaćı a

souměrnost́ı;

(d) Sestavte multiplikativńı tabulku a ověřte si správnost programu.

Poznámka. Pro přehledněǰśı a jednodušš́ı manipulaci si symetrie ve formě

závorek (permutaćı) m̊užeme navázat na identifikátory a operovat s nimi;

V druhé části př́ıkladu jsem symetrie ponechala ve formě permutaćı a sami

vid́ıte, že práce s identifikátory je opravdu jednodušš́ı.

gap > d4:= DihedralGroup(IsPermGroup ,8);

Group([ (1,2,3,4), (2,4) ])

gap > Elements(d4);

[ (), (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4),

(1,4,3,2), (1 ,4)(2 ,3) ]
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gap > o1:=(1 ,2)(3 ,4);;

gap > o2:=(1 ,4)(2 ,3);;

gap > o1*o2;

(1 ,3)(2 ,4)

gap > ()*(2 ,4);

(2,4)

gap > (2 ,4)*(1 ,2)(3 ,4);

(1,2,3,4)

gap > (1,2,3,4)*(1,4,3,2);

()

gap > (1 ,4)(2 ,3)*(1 ,3);

(1,4,3,2)

Poznámka. V GAPem vygenerované multiplikativńı tabulce vid́ıme, jak

by program dopadl pro ostatńı symetrie, neńı tedy třeba je zde v řešeńı

rozepisovat.

2. (a) Zjistěte, kolik prvk̊u má množina U(n) pro n ∈ {9, 27, 81, 243, 5, 25, 125}.

Rozhodněte, jaký je vztah mezi velikostmi U(pk), kde p je prvoč́ıslo

> 2 a k je kladné celé č́ıslo;

(b) Zjistěte, kolik prvk̊u má množina U(n) pro n ∈ {18, 54, 162, 486, 50, 250, 98, 242}.

Rozhodněte, jaký je vztah mezi velikostmi U(2pk) a U(pk), kde p je

prvoč́ıslo > 2;

(c) necht’ r, s jsou nesoudělná č́ısla. Pomoćı GAP určete závislost velikosti

U(rs) na velikostech U(r), U(s).
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Poznámka. Vytvář́ıme funkci, která pro vstupńı hodnotu (n) hledá a filtruje

všechna přirozená č́ısla, která jsou menš́ı než n a plat́ı, že nejvěťśı společný dělitel

daného č́ısla a n je roven jedné, tedy, že č́ısla jsou nesoudělná.

Poté jǐz stač́ı využ́ıt předdefinovanou funkci Size.

gap > ulist := function(n)

> local s,i,o;

> o:=One(Integers mod n);

> s:=n->Filtered ([1..n-1], i->Gcd(i,n)=1);

> return s(n)*o;

> end;

function( n ) ... end

gap > ulist (60);

[ ZmodnZObj( 1, 60 ),ZmodnZObj( 7, 60 ),ZmodnZObj( 11, 60 ),

ZmodnZObj( 13, 60 ),ZmodnZObj( 17, 60 ),ZmodnZObj( 19, 60 ),

ZmodnZObj( 23, 60 ),ZmodnZObj( 29, 60 ),ZmodnZObj( 31, 60 ),

ZmodnZObj( 37, 60 ),ZmodnZObj( 41, 60 ),ZmodnZObj( 43, 60 ),

ZmodnZObj( 47, 60 ),ZmodnZObj( 49, 60 ),ZmodnZObj( 53, 60 ),

ZmodnZObj( 59, 60 ) ]

gap > Size(ulist (5));

4

gap > Size(ulist (25));

20

gap > Size(ulist (125));

100

Poznámka. Ze źıskaných hodnot odvod́ıme:

• U(n) = m

• U(n2) = n ∗m

• U(n3) = n ∗ n ∗m

• U(n4) = n ∗ n ∗ n ∗m

• → U(nk) = m ∗ n(k − 1)
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gap > Size(ulist (18));

6

gap > Size(ulist (54));

18

gap > Size(ulist (162));

54

Poznámka. Odvod́ıme: U(2n)=U(n)

gap > Gcd(17, 26);

1

gap > Size(ulist (17));

16

gap > Size(ulist (26));

12

gap > Size(ulist (17*26));

192

Poznámka. Ze źıskaných hodnot odvod́ıme:

• U(r) = m

• U(s) = n

• U(r ∗ s) = m ∗ n
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Konečné grupy, podgrupy

1. S pomoćı GAP určete řád prvk̊u 3, 7, 13 a 97 v U(100). Určete také řád

prvk̊u k nim inverzńıch;

2. Určete, jaký je vztah mezi řádem prvku a řádem prvku k němu inverzńım.

Poznámka. Využ́ıváme jǐz dř́ıve definovanou funkci ulist a posléze předdefinovanou

funkci GAP Order a Inverse.

Čtenář si muśı dát pozor na to, že GAP vńımá jako určuj́ıćı hodnotu prvku jeho

pořad́ı mezi prvky. Tedy pro nalezeńı řádu č́ısla 7 nehledáme Order(e[7]), ale

Order(e[3]).

gap > e:= ulist (100);

[ ZmodnZObj( 1, 100 ), ZmodnZObj( 3, 100 ),

ZmodnZObj( 7, 100 ), ZmodnZObj( 9, 100 ),

ZmodnZObj( 11, 100 ), ZmodnZObj( 13, 100 ),

ZmodnZObj( 17, 100 ), ZmodnZObj( 19, 100 ),

ZmodnZObj( 21, 100 ), ZmodnZObj( 23, 100 ),

ZmodnZObj( 27, 100 ), ZmodnZObj( 29, 100 ),

ZmodnZObj( 31, 100 ), ZmodnZObj( 33, 100 ),

ZmodnZObj( 37, 100 ), ZmodnZObj( 39, 100 ),

ZmodnZObj( 41, 100 ), ZmodnZObj( 43, 100 ),

ZmodnZObj( 47, 100 ), ZmodnZObj( 49, 100 ),

ZmodnZObj( 51, 100 ), ZmodnZObj( 53, 100 ),

ZmodnZObj( 57, 100 ), ZmodnZObj( 59, 100 ),

ZmodnZObj( 61, 100 ), ZmodnZObj( 63, 100 ),

ZmodnZObj( 67, 100 ), ZmodnZObj( 69, 100 ),

ZmodnZObj( 71, 100 ), ZmodnZObj( 73, 100 ),

ZmodnZObj( 77, 100 ), ZmodnZObj( 79, 100 ),

ZmodnZObj( 81, 100 ), ZmodnZObj( 83, 100 ),

ZmodnZObj( 87, 100 ), ZmodnZObj( 89, 100 ),

ZmodnZObj( 91, 100 ), ZmodnZObj( 93, 100 ),

ZmodnZObj( 97, 100 ), ZmodnZObj( 99, 100 ) ]
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gap > e[2];

ZmodnZObj( 3, 100 )

gap > e[3];

ZmodnZObj( 7, 100 )

gap > e[6];

ZmodnZObj( 13, 100 )

gap > e[39];

ZmodnZObj( 97, 100 )

gap > Order(e[2]);

20

gap > Order(e[3]);

4

gap > Order(e[6]);

20

gap > Order(e[39]);

20

gap > Inverse(e[2]);

ZmodnZObj( 67, 100 )

gap > Inverse(e[3]);

ZmodnZObj( 43, 100 )

gap > Inverse(e[6]);

ZmodnZObj( 77, 100 )

gap > Inverse(e[39]);

ZmodnZObj( 33, 100 )

gap > e[27];

ZmodnZObj( 67, 100 )

gap > Order(e[27]);

20

gap > e[18];

ZmodnZObj( 43, 100 )

gap > Order(e[18]);

4

Poznámka. Odvod́ıme: Řád prvku se rovná řádu prvku k němu inverzńımu.
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Cyklické grupy

1. S pomoćı GAP najděte všechny podgrupy následuj́ıćıch grup:

(a) D4

(b) cyklická podgrupa grupy D8 generovaná (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8)

Poznámka. Na řešeńı př́ıkladu je ukázáno jednak jak źıskat podgrupu ge-

nerovanou prvkem grupy, tak i jak si d́ıky GAP ukázat jej́ı prvky; Pomoćı

d4.1, d4.2 přistupujeme k prvńımu a druhému generátoru grupy.

gap > d4:= DihedralGroup(IsPermGroup ,8);

Group([ (1,2,3,4), (2,4) ])

gap > a:=d4.1;

(1,2,3,4)

gap > b:=d4.2;

(2,4)

gap > Subgroup(d4 ,[a]);

Group([ (1,2,3,4) ])

gap > Elements(Subgroup(d4 ,[b]));

[ (), (2,4) ]

Poznámka. Podgrupy v grupě je možné si znázornit pomoćı grafu;

Ve vrcholech nalezneme tzv. triviálńı podgrupy, tedy ty podgrupy, které ob-

sahuj́ı bud’ všechny prvky grupy, nebo pouze neutrálńı prvek - identitu;

Dvojice vrchol̊u, které jsou v tomto grafu spojeny hranou, představuj́ı grupu

a jej́ı podgrupu;

Takovýto graf nám v paměti programu vytvoř́ı př́ıkaz LatticeSubgroups.
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Obrázek 6.1: Podgrupy dihedrálńı grupy D4

Poznámka. Na obrázku jsou symetrie v D4 znázorněny pomoćı transfor-

maćı ṕısmene F;

Zdroj: https: // cs. wikipedia. org/ wiki/ Grupa

gap > d8SUB := Subgroup(d8, [(1,2,3,4,5,6,7,8)]);

Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8) ])

gap > L:= LatticeSubgroups(d8SUB );

<subgroup lattice of Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8) ]),

4 classes , 4 subgroups >

gap > ConjugacyClassesSubgroups(L);

[ Group( [ () ] )^G, Group( [ (1 ,5)(2 ,6)

(3 ,7)(4 ,8) ] )^G,

Group( [ (1,3,5,7)(2,4,6,8) ] )^G,

Group( [ (1,2,3,4,5,6,7,8) ] )^G ]

2. Napǐste funkci, která bere jako vstup cyklickou grupu a jako výstup vraćı

četnost jednotlivých řád̊u prvk̊u v grupě.

Poznámka. Opět tvoř́ıme funkci pomoćı funkćı, které jsou jǐz v GAP předdefinovány

- Elements, Order; Stejně jako v předchoźı funkci nám program vraćı se-

znam uspořádaných dvojic ve tvaru Řád prvku : Počet prvk̊u daného řádu.
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gap > orderFreq := function(g)

> local h,w;

> w:=[];

> w:=h->Collected(List(Elements(h),Order ));

> Print("[Order of element , Number of that order]=");

> return w(g);

> end;

function( g ) ... end

(a) Najděte počet prvk̊u jednotlivých řád̊u v cyklických grupách řádu 75

a 90;

gap > c75:= CyclicGroup(IsPermGroup ,75);

Group([

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,

20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,

36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,

52,53,54,55,56,57,58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,

68 ,69,70,71 ,72,73,74 ,75) ])

gap > orderFreq(c75);

[Order of element , Number of that order ]=[

[ 1, 1 ], [ 3, 2 ], [ 5, 4 ], [ 15, 8 ],

[ 25, 20 ], [ 75, 40 ] ]

gap > c90:= CyclicGroup(IsPermGroup ,90);

Group([

(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,

20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,

36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,

52,53,54,55,56,57,58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,

68,69,70,71,72,73,74,75,76,77,78,79,80,81,82,83,

84 ,85,86,87 ,88,89,90) ])

gap > orderFreq(c90);

[Order of element , Number of that order ]=[ [ 1, 1 ],

[ 2, 1 ], [ 3, 2 ], [ 5, 4 ], [ 6, 2 ], [ 9, 6 ],

[ 10, 4 ], [ 15, 8 ], [ 18, 6 ], [ 30, 8 ],

[ 45, 24 ], [ 90, 24 ] ]
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(b) Najděte počet prvk̊u jednotlivých řád̊u v dihedrálńıch grupáchD17, D25, D33

a D49. Rozhodněte, zda plat́ı nějaký vztah pro počet prvk̊u řádu 2 v

grupě Dn;

gap > d17:= DihedralGroup(IsPermGroup ,34);;

gap > d25:= DihedralGroup(IsPermGroup ,50);;

gap > d33:= DihedralGroup(IsPermGroup ,66);;

gap > orderFreq(d17);

[Order_of_element ,_Number_of_that_order ]=[ [ 1, 1 ],

[ 2, 17 ], [ 17, 16 ] ]

gap > orderFreq(d25);

[Order_of_element ,_Number_of_that_order ]=[ [ 1, 1 ],

[ 2, 25 ], [ 5, 4 ], [ 25, 20 ] ]

gap > orderFreq(d33);

[Order_of_element ,_Number_of_that_order ]=[ [ 1, 1 ],

[ 2, 33 ], [ 3, 2 ], [ 11, 10 ], [ 33, 20 ] ]

Poznámka. Pro dihedrálńı grupy Dn plat́ı, že počet prvk̊u řádu 2 je

roven n;

(c) Najděte počet prvk̊u řádu 2 v dihedrálńıch grupách D18, D26, D34 a

D50. Rozhodněte, zda plat́ı nějaký vztah pro počet prvk̊u řádu 2 v

grupě D2n;

3. Rozhodněte, jaký vztah plat́ı mezi řádem grupy a řády jej́ıch prvk̊u.

gap > d34:= DihedralGroup(IsPermGroup ,68);;

gap > d26:= DihedralGroup(IsPermGroup ,52);;

gap > d18:= DihedralGroup(IsPermGroup ,36);;

gap > orderFreq(d34);

[Order_of_element ,_Number_of_that_order ]=[ [ 1, 1 ],

[ 2, 35 ], [ 17, 16 ], [ 34, 16 ] ]

gap > orderFreq(d26);

[Order_of_element ,_Number_of_that_order ]=[ [ 1, 1 ],

[ 2, 27 ], [ 13, 12 ], [ 26, 12 ] ]

gap > orderFreq(d18);

[Order_of_element ,_Number_of_that_order ]=[ [ 1, 1 ],

[ 2, 19 ], [ 3, 2 ], [ 6, 2 ], [ 9, 6 ], [ 18, 6 ] ]

Poznámka. Pro dihedrálńı grupy D2n plat́ı, že počet prvk̊u řádu 2 je roven 2n+1;
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Závěr

Ćılem mé bakalářské práce bylo sepsat stručný manuál k programu GAP a

demonstrovat jeho funkce na př́ıkladech zaměřených na problematiku konečných

grup.

V práci jsem se snažila zužitkovat většinu znalost́ı nabytých studiem nejen konečných

grup, ale teorie grup celkově a v neposledńı řadě základy programováńı. Základńı

znalosti z této oblasti informatiky pro mě byly při vypracováváńı textu velkou

výhodou.

Po dokončeńı práce mohu zhodnotit, že informace a znalosti, které jsem při jej́ım

zpracováváńı źıskala, byly a jsou pro mě velmi zaj́ımavé a př́ınosné. Doufám, že

zaj́ımavá a př́ınosná bude pro čtenáře i má bakalářská práce.
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