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Uvod

”For example”is not proof.
Zidovské piislovi

Pro svou bakalarskou préci jsem si zvolila téma: ” Vlastnosti konecnych grup
s programem GAP”. Cilem préce je sepsat stru¢ny manual k matematickému
softwaru GAP a nésledné jeho funkénost ukazat na piikladech zamétenych na
vySettovani vlastnosti koneénych grup.
Hlavnim duavodem pro zvoleni daného tématu je skutecnost, ze mym studijnim
oborem je kombinace matematiky a informatiky se zamérenim na vzdélavani.
Muzu tedy ve své préci zuzitkovat znalosti z obou oblasti studia.
Prace by méla slouzit jako pomucka pro ty, ktefi chtéji své znalosti teorie grup
aplikovat v matematickém softwaru GAP a zjistit, ze spousta zajimavych vlast-
Pro ptehlednost jsou v praci shrnuty zakladni pojmy, definice a véty, které ¢tenar
pri feseni prikladu vyuzije. Text je tak pristupny i pro ty, ktefi se v teorii grup

zatim prilis neorientuji a chtéji si rozsitit obzory i v zakladnich kategoriich.

Tato prace je rozdélena do Sesti kapitol, které jsou na konci doplnény o cviceni,
které jsou sestavena tak, aby si ¢tendf sam procvicil nabyté védomosti. Resenf ke
cvicenim je uvedeno na konci prace. V prvni kapitole s nazvem Uvod do programu,
GAP je ¢tenar seznamen se zékladni syntaxi programu, aby v ném byl schopen
pracovat i clovék, jez se s programovanim zatim nesetkal. Je tedy prvni casti

manualu k programu.



Ten pokracuje v druhé kapitole Uvodni pojmy, kde je jiz doplnén o zakladni po-
jmy abstraktni algebry, bez kterych bychom se v kone¢nych grupach jen tézko
obesli.

Nésleduje kapitola Uvod do teorie grup, ktera obsahuje formalni definici grupy ta-
kovou, jak ji zname z hodin algebry. V kapitole je uvedena rada piikladu riznych
grup, které si muzeme pomoci GAP ukazat v praxi. V této kapitole se také po-
prvé seznamujeme s pojmem konecna grupa a to na prikladech grup symetrickych,
které jsou specialni podskupinou kone¢nych grup.

Ctvrtd kapitola nese ndzev Permutacni grupy a podava ndm nejvétsi vysvétlen
ohledné znaceni a symboliky pii praci s GAP, jelikoz v programu jsou grupy
reprezentovany permutacemi. V paté kapitole, Konecéné grupy, podgrupy si shr-
neme vlastnosti koneénych grup jako takovych. Muze se zdat, ze a¢ prace nese
nazev Vlastnosti konecnych grup s programem GAP, je zvlastni, ze kapitola s
"koneénymi grupami’v nazvu je az v druhé poloviné textu. V praci jsem vsak
zameétila dost prostoru i jiz zminénym grupam symetrii, které taktéz patii mezi
konecné grupy. Kapitola 5 tedy shrnuje zakladni vlastnosti, se kterymi jsme se jiz
mohli setkat v predchozich kapitolach, spolu s témi, které jsme v textu doposud
neuvedli. Zavadi také pojem podgrupy, ktery je v problematice koneénych grup
stézejni.

Kapitola Cyklické grupy je posledni kapitolou mé bakalaiské prace. Shrnuji v ni
zakladni vlastnosti cyklickych grup, které jsou taktéz nedilnou soucasti teorie
konecnych grup. Cyklické grupy jsou svymi vztahy mezi fady prvku a fady grup
samotnych velmi zajimavé a proto v mé praci nesmi chybét.

Po uvedenych Sesti kapitolach prikladdam ¢dst nesouci nazev Resend tloh, ktera,
jak nazev napovida, obsahuje vysledky prikladu, které byly v textu uvedeny
pro ¢tenarovo samostatné reseni. V praci uvadim prehledné zakladni véty potifebné
k dané problematice. Dikazy k témto vétam jsou dostupné v publikaci Contem-

porary abstract algebra (GALLIAN, Joseph A. ). [2]



Kapitola 1

Uvod do programu GAP

Tato kapitola obsahuje zakladni pokyny pro pouzivani bezplatného softwaru
GAP. Tento manudl predpokldda pouziti verze 4.8.8, kterd je volné stazitelna
na adrese http://www.gap-system.org/. Referenc¢ni prirucka a rozsahly manual
pro software GAP jsou k dispozici na téze strankach.

Neékteré prikazy, které budeme casto pouzivat:

Pro ukonceni GAP zadejte ptrikaz quit;

Pouzijte sipky nahoru/dolu pro opétovné zobrazeni predchozich piikazu

Pokud chyba zpusobi zacykleni (a zobrazi vyzvu brk > ), muzete ukonéit

smycku zaddnim piikazu < ctl > —D nebo quit;

Zadejte ? nasledovany nazvem tématu pro pomoc s timto tématem.

Poznamka. Vyse uvedeny prikaz 7 je obzvldsté uzitecny. Muze byt pouzit vidy,
kdyz zapomenete presny prikaz, nebo kdyz nevite, zda v GAP pro konkrétni ikon
prikaz existuge.

Predpoklddejme, Ze chcete védét, jak naznacit ndasobeni v GAP.

Zadejte prikaz gap > Tmultiplication a GAP vrdti seznam prikaziu pro ndsobeni

ruznych algebraickych struktur.


http://www.gap-system.org/

Poznamka. POZOR:
o GAP rozlisuje mezi velkymi a malymi pismeny
e Na konci prikazu vidy pridejte strednik

e Dva stredniky na konci prikazu zpusobi vyhodnoceni prikazu, ale vysledek

nebude vypsdan

1.1. Zakladni funkce GAP

Nyni si na cviceni ukazeme, jak prosttedi GAP vypada.
Do piikazového fadku napiste (5 + 3) *x 9; a stisknéte Enter. Vase obrazovka
by méla vypadat takto:
gap> (5+3)%*9;
72
Nyni do piikazového Fadku napiste vyraz (5 + 3) * 9 (bez sttedniku) a stisknéte
Enter.
gap> (5+3)*9
>
Vsimnéme si, ze se nic nestane. GAP nevi, ze jsme ptikaz dokoncili, protoze chybi
stfednik. DopiSeme-li stfednik, bude ndm vracena hodnota 72.

gap> (5+3)%*9
>.

b

72

gap >

Nyni zadejte (5+ 3% 9; a stisknéte Enter. Na obrazovce byste méli mit nésledujict
vyraz.

gap> (5+3%9;

Syntax error: ) expected

Doslo k chybovému hlaseni, protoze nesouhlasi pocet levych a pravych zavorek
v pitkazovém tadku. Pouzijte Sipku nahoru pro opétovné zobrazeni predchoziho

prikazu. Potom pouzijte klavesy se Sipkami pro doplnéni potiebné zavorky.
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gap> (5+3%9;

Syntax error: ) expected
gap> (5+3)%*9;

72

gap>

GAP lze téz pouzit k otestovani rovnosti dvou hodnot. Do piikazového radku
napiste 6 = 9; a stisknéte klavesu Enter.

gap> 6=9;

false

GAP vratil hodnotu false, protoze 6 neni rovno 9.
Prikaz prirazeni v GAP

Hodnotu proménné v GAP prifadime pomoci :=. Umoznuje nam odkazovat
na objekt pomoci pojmenovani.
Nézev proménné se nazyva identifikdtor
V nasledujici ptrikladu je a identifikator:

gap> a:= (10+7)*(9-6);
51

gap> a,;

51

gap> ax*x(a-1);

2550

gap> a:=14 ;;

gap> ax*x(a-1);

182

Vsimnéte si, ze pii pridéleni identifikatoru je jeho hodnota vypsédna na dalsim
radku. Protoze se v tadku a := 14;; vyskytly dva stfedniky, hodnota a nebyla
vypséana, i kdyz byla zménéna.

Témeér jakakoli sekvence pismen a cislic, obsahujici alespon jedno pismeno, muze

byt pouzita jako identifikator.

11



Cviceni
1. Zakladni funkce GAP
(a) Vypoctéte hodnotu 3%
(b) Zjistete, zda 2% + (45 x 51777) je vétsi, nez 34 miliont;
2. Piikaz pritazeni v GAP
(a) Prifad'te hodnotu 14 identifikitoru b
(b) Prirad'te hodnotu 123456789 identifikdtoru BigNUM BER

(c¢) Vypoctéte b+ BigNUM BER

12



Kapitola 2

Uvodni pojmy

2.1. Vlastnosti celych cisel

Velkou ¢ast abstraktni algebry tvoii vlastnosti celych ¢isel a mnozin. V této
vyuzivat.
Dalsim zasadnim pojmem v teorii ¢isel je pojem delitelnost.
Rekneme, 7e nenulové &slo t je délitelem cisla s prave tehdy, kdyz existuje éislo
u, pro které plati s = tu. V tomto piipadé piseme ¢ | s (¢teme ¢ déli s). Jestlize
t neni délitelem s, piseme ¢ 1 s.
Rikdme, 7e ¢islo s je ndsobkem éfsla ¢ pravé tehdy, kdyz existuje u takové, ze
s = ut, nebo analogicky, kdyz t | s. Prvocislo je kladné ¢islo, jehoz jedini kladni

deélitelé jsou 1 a ¢islo samo.

Véta 1 (Celociselné déleni se zbytkem). Necht jsou a,b celd ¢isla, kde b > 0.
Pak existuje pravé jedno celé cislo p a pravé jedno r tak, Ze a = bq + r,

kde 0 < r <b.

Cislo ¢ v délicim algoritmu nazveme celociselny podil, ¢islo r se nazyvé zbytek

po délent.
Piiklad 2.1.1. Pro a = 17 a b = 5, délici algoritmus dava 17 = 5 - 3 + 2; pro
a=—23 ab=0 dostdvame —23 = 6(—4) + 1.

13



Nejvetsim spolecnygm delitelem nenulovych ¢isel a a b nazveme nejveétsi ze vsech
spolecénych déliteli a,b. V tomto textu budeme toto ¢islo oznacovat ged(a,b)
(Greatest Common Divisor).

V pripadé, ze ged(a,b) = 1, fekneme, ze ¢isla a a b jsou nesoudélnd.
Nejmensi spolecny ndsobek dvou nenulovych ¢isel a a b je nejmensi kladné ¢islo,
které je nasobkem c¢isla a a soucasné cisla b. V tomto textu budeme toto ¢islo

oznacovat lem(a, b) (Least Common Multiple).

Vlastnosti celych cisel v GAP

Software GAP obsahuje spoustu preddefinovanych funkci. Funkce v GAP
zacinaji velkym pismenem.
Napiiklad funkce Ged (Lem) pro vypocet nejvétsiho spoleéného délitele (nejmensiho
spoleéného nésobku) celych, nenulovych éisel. Priklady:

gap> Gcd (123, 456);
3

gap> Lcm(123,456);
18696

Veéta 2. Pro vsechna nenulovd cela c¢isla a a b existuji celd c¢isla s,t takovad, Ze

nejuetsi spolecny deélitel prvki a,b je roven as + bt.

Pomoci funkce Gedex vypocitame cisla s,t z predchozi véty.

Priklad 2.1.2. gap> Gcdex (4,15);

rec(coeffl:= 4, coeff2:= -1, coeff3:= -15, coeffd:= 4,
gcd:= 1)
gap>

Vyse uvedeny postup nam iikd, ze nejvétsim spolecnym délitelem éisel (ged(4, 15))
je ¢islo 1 a Ged(4,15) =4 %4+ (—1) x 15 = 1. To znamen4, ze coef f1 a coef f2
jsou celd ¢isla s,t takova, ze Ged(a,b) = as + bt. Vystupy coef f3 a coef f4 jsou

celd ¢isla m,n, pro ktera plati, ze am + bn = 0.

14



2.2. Modularni aritmetika

Dalsi aplikace délicich algoritmu, ktera pro nas bude dilezitd, se nazyva mo-
dulérni aritmetika.
Modularni aritmetika je metodou pocitani, které kazdy z nas jisté nékdy pouzil.
Napiiklad, jestlize nyni je duben, jaky mésic bude za 25 mésici? Samoziejmeé,
ze kazdého ihned napadne kvéten i bez toho, aniz by odpocital 25 mésicu od
dubna, protoze vime, ze 25 = 2 - 12 4+ 1 a stacilo tedy pridat jeden mésic k
dubnu. Prevedeme-li tento priklad do matematické symboliky, muzeme zapsat,
ze 25 mod 12 = 1.
Muzeme tedy zapsat, ze jestlize a = gn +r, kde ¢ je podil a r je zbytek po déleni

a Cislem n, zapiSeme tuto skutecnost jako a mod n = r.

Modularni aritmetika v GAP

GAP umi také pracovat s modularni aritmetikou.

Priklad:

gap> 23 mod 6;

5

gap> 5 mod 6 + 11 mod 6;

10

gap> 10 mod 6;

4

gap> (5 mod 6 + 11 mod 6) mod 6;
4

Poznamka. POZOR: funkce mod je funkcéni pouze se sprdvné umisténymi

mezerami. Viyraz 23mod6 by byl v GAP vnimadn, jako identifikdtor.

15



2.3. Funkce (zobrazeni)

Funkce hraji velkou roli témér ve vSech smérech matematiky, taktéz termi-
nologie a znaceni s funkcemi spojeno. V nasledujici kapitole si shrneme pojmy
potiebné v tomto textu.

Funkce (zobrazeni) ¢ z mnoziny A do mnoziny b je pravidlo, které kazdému prvku
a 7z mnoziny A prifazuje praveé jeden prvek b z mnoziny B. Mnozina A se nazyva
definicni obor ¢ a mnozina B obor hodnot ¢.

Jestlize se ve zobrazeni ¢ prvek a zobrazi na prvek b, pak prvek a nazveme vzor
a b se nazyva obraz prvku a ve ¢. Podmnozina mnoziny B obsahujici vSechny

obrazy prvku z mnoziny A se nazyva obraz mnoziny A ve ¢.

Pro skutecnost, ze ¢ je zobrazeni z mnoziny A do mnoziny B uzivame zapis
¢ : A — B. Pro zapis zobrazeni prvku b z B na prvek a z A uzijeme znaceni
¢(a) =b,a € A,b € B, nebo ¢ : a — b a fikdme, Ze a se zobrazuje na b. Méjme
zobrazeni ¢ : A — B a1y : B — C. SloZenim zobrazeni ¢, je zobrazeni z
mnoziny A do mnoziny C' definovéno jako (¢)(a) = ¥ (¢p(a))Va € A. Slozeni si

muzeme znazornit nasledujicim obrazkem.

Obrazek 2.1: Slozené zobrazeni ¢

V pocetnich dlohdch byva slozeni dvou funkei f, g zndzornéno (f o g)(z) a je

definovano nasledovné: (f o g)(z) = f(g(z)).

16



Priklad 2.3.1. Necht f(x) =2x+3 a g(z) = 2? + 1.

Pak (f 0 g)(5) = f(g(5)) = f(23) = 55; (g o f)(5) = g(f(5)) = g(13) = 170;
Obecné tedy (fg)(z) = 2(x® + 1) + 3 = 22% + 5,

(9f)(z) = 2z 4+ 3)* + 1 = 42® + 12z + 10.

Tedy je vidét, ze skladéni zobrazeni neni komutativni. ((fg)(z) # (gf)(z))

Zobrazeni ¢ : A — B se nazyva injektioni (prosté zobrazeni), pravé kdyz
pro vSechna aq, ay € A plati, ze jestlize se rovnaji jejich obrazy, rovnaji se i vzory.

Symbolicky: ¢(ay) = ¢(az) = a1 = as.

Obrazek 2.2: Injektivni x neinjektivni zobrazeni

Zobrazeni ¢ : A — B se nazyva surjektivni (zobrazeni "na”), pravé kdyz kazdy
prvek b z mnoziny B je obrazem alespon jednoho prvku a z mnoziny A.

Symbolicky: Vb € BJa € A: ¢(a) = b.

9 v
/_—_1-‘*_ /_‘_\

-8 (=

Obréazek 2.3: Surjektivni X nesurjektivni zobrazeni

Zobrazeni, které je injektivni i surjektivni soucasné, nazveme bijektioni zob-

razent.

17



Véta 3 (Vlastnosti zobrazeni). Jsou ddna zobrazeni a, 3,7y, pro kterd plati:
a:A—B,f:B—C~vy:C—D

1. v(Ba) = (vB)a (asociativita);
2. Jsou-li o a B injektivni, pak sloZeni Ba je injektivni;
3. Jsou-li o a B surjektioni, pak sloZeni Ba je surjektivn;

4. Je-li a bijektivnd, pak existuje inverzni zobrazeni =t : B — A takové, Ze

Vae AVbe B: (a'a)(a) =a a (ata)(b) = b.

Funkce - mapping v GAP

Pomoci GAP muzete také vytvaret vlastni funkce. Jednim ze zpusobu je
pouziti operatoru maps-to, oznaceného — >.
V nésledujicim piikladu si vytvorime funkci square, ktera ptijima jedno cislo a
vraci hodnotu jeho druhé mocniny.
gap> square:=x -> X"2;
function( x ) ... end
Nyni si funkénost ovérime na piikladu.

gap> square (2);

4

gap> square (5);

25

Zkuste do GAP vlozit nasledujici prikaz.
gap> 6162256386 mod 11;

0

Program ovéril, ze ¢islo 6162256386 je délitelné 11 beze zbytku. To mimo jiné
kontrolnich znaku rodnych cisel je prave délitelnost 11. Zkuste si tedy zadat
napriklad

gap> 6162286386 mod 11;
3

18



a vidime, ze tento sled cislic by za rodné ¢islo byt povazovan nemohl.

Jinym zpusobem ovéreni délitelnosti urc¢itou hodnotou je také

gap> 6162256386 mod 11 = O;
true
gap> 6162286386 mod 11 = O0;
false

19



Cviceni

616225/6386

61: rocnik narozeni
62: mésic narozeni ( u fen +50)
25: den narozeni

638: "pofadové &islo" narozeni pro dané datum
6: hodnota kontrolni gislice

Obrazek 2.4: Zpusob generovani rodného ¢isla

1. Vlastnosti celych cisel

(a) Vypocitejte nejvétsiho spoletného délitele a nejmensi spoleény nasobek:
i. cisel 25646 a 68185
ii. ¢isel 9245 a 325

(b) Pouzijte funkci Gedex k nalezeni koeficientu s, ¢ pro které plati, ze

gcd(8701,10057) = 8701s + 10057¢
2. Funkce

(a) Vytvorte funkei, kterd ptijima jako argument kladné celé ¢islo n a vract
hodnotu sou¢tu 1+ 2+ - - - + n. Poté vyuzijte tuto funkci pron =6 a
n = 2584.

(b) Vytvorte funkei, kterd prijiméa jako argument libovolné celé ¢islo ¢ a
vraci hodnotu
f&)=1t+3-2t
(c) Vytvoite funkci, kterd ovéii validitu zadaného rodného ¢isla;
i. pouzijte Vami vytvorenou funkei pro zkontrolovani Vaseho rodného
cisla;
ii. zménte v zadaném ¢isle jednu c¢islici. Dokazala Vami napsand

funkce rozeznat chybné zadani?
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Kapitola 3

Uvod do teorie grup

Symmetry is a vast subject, significant in art and nature. Mathematics
lies at its root, and it would be hard to find a better one on which to

demonstrate the working of the mathematical intellect.

Hermann Weyl, Symmetry (1952)

3.1. Pojem grupa

Pojem grupa byl poprvé pouzit Evariste Galoisem okolo roku 1830 pro popis
mnozin injektivnich zobrazeni na koneénych mnozinéch, které by mohly byt se-
skupeny dohromady a vytvorily by tak strukturu uzavienou na skladani.

Jako v pripadé vétsiny nejzakladnéjsich pojmu v matematice, i definice grupy
kterou zname dnes a kterou si zde uvedeme je vysledkem dlouhého evoluéniho

procesu. Moderni definici grupy podal Walther von Dyck v roce 1882.

Definice 1. Necht G je mnozina. Bindrni operaci na G rozumime zobrazeni,

které pritazuje kazdé usporadané dvojici prvku z G jednoznaéné dany prvek z G.

Binarni operace na mnoziné je tedy metoda, kterda spojenim dvou prvku z
mnoziny G urcuje jiny prvek mnoziny GG. Podminka, ze vysledek operace je prvek
mnoziny G nazveme uzavrenost. Nejznaméjsimi bindrnimi operacemi jsou s¢itani,

odecitani ¢i nasobeni celych ¢isel.
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Déleni celych ¢isel neni binarni operaci na mnoziné celych ¢isel, protoze podilem

dvou celych ¢isel nemusi byt vyhradné celé ¢cislo.

Binédrni operace sc¢itdni mod n a ndsobeni mod n na mnoziné {0,1,...,n — 1},
které znac¢ime Z, hraje velmi dulezitou roli v abstraktni algebtfe. V nékterych
ptripadech budeme uvazovat mnozinu Z, pouze s operaci s¢itani mod n, jindy
budeme chtit vyuzit jak s¢itdani mod n, tak nasobeni mod n. Naptiklad pro
nasobeni matic sestavenych z prvku mnoziny Z,, pottebujeme jak nasobeni mod n,

tak s¢itani mod n.

Definice 2. Necht G je mnozina uvazovana spolu s bindrni operaci, ktera ptirazuje
kazdé usporadané dvojici (a,b) € G* prvek mnoziny G, ktery budeme znacit aq]

Rekneme, ze struktura G = (G, ) je grupa, prave kdyz plati nasledujici podminky:
1. asociativita: Operace je asociativni, tedy
Va,b,c € G : (ab)c = a(bc);
2. emistence jednotkového prvku: existuje prvek e € G takovy, ze plati
Va € G :ae =ea = a;

3. existence inverznich prvkiu: pro vSechny prvky a mnoziny G existuje v G

prvek a~! takovy, Ze plati

Jestlize pro vSechny prvky a,b grupy G plati ab = ba, fikdme, Ze grupa je
Abelova (komutativni). Grupa neni Abelova, existuje-1i v ni alespon jedna dvojice

prvki, pro kterou komutativita neplati (ab # ba).

1G? symbolizuje kartézsky soucin G x G; G2 = {(a,b)|a,b € G}
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3.2. Symetrie ¢tverce

Predpokladejme, ze z roviny odebereme ¢tvercovou oblast, néjakym zpusobem
ji presuneme a vlozime Ctverec zpatky do prostoru, kde byl puvodné. V této ka-
pitole popiseme vSsechny mozné zpusoby, jak to 1ze udélat.

Konkrétnéji feceno, chceme popsat mozné vztahy mezi pocatecni a koneénou po-
lohou ¢tverce z hlediska pohybu. Zajima nés vsak vice ¢isty dopad pohybu na
polohu ¢tverce, nez pohyb samotny.

Napriklad rotaci o 90° a rotaci o 450° povazujeme za rovnocenné, protoze maji
stejny dusledek pro kazdy bod ¢tverce. Timto zjednoduSenim je dosazeni naseho
cile o poznani jednodussi.

Pro zacatek muzeme uvazovat Ctvercovou oblast s rohy oznacenymi ruznymi
barvami - cernd (C), bild (B), rizové (R) a zelend (Z). Diky tomuto oznaceni
lze snadno rozlisit pohyby, které se v ti¢inku na ¢tverec vzajemné lisi.

S timto schématem jsme nyni schopni jednoduse popsat vsechny mozné zpusoby,
jak lze pfesunout nas ¢tvercovy objekt a ukazeme si to na néasledujicim obrazku,
kde R, znaci otoceni (rotaci) o uhel «, H pieklopeni po horizontélni ose, V'
preklopeni po vertikalni ose, D, ptreklopeni po hlavni diagonale a D, pieklopeni

po vedlejsi diagonale.

Dalsim obrazkem si ukazeme, ze jakymkoli slozenim danych symetrii ziskame
polohu, jez mame definovanou vyse, tedy ze ve ctverci zadné dalsi symetrie nee-

xistuji.

Vezmeme-li v potaz znaceni, které jsme si zavedli v predchozi kapitole, zapiseme
tuto skutecnost jako H Rgg = D;. Mnozinu uvedenych osmi symetrii spolu s ope-

raci sklddani symetrii nazveme dihedradlni grupa radu 8
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Obréazek 3.1: Symetrie ¢tverce
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Obrazek 3.2: RO — Rgo — H = D1
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Abychom byli schopni povazovat strukturu za grupu, je nutno ovérit, zda
operace skladani zobrazeni na mnoziné symetrii ma pozadované vlastnosti, tedy
je-li asociativni a zda v ni existuje neutralni prvek a také ke kazdému prvku grupy

prvek inverzni:
1. asociativita: operaci dané struktury je skladani zobrazeni, jez je asociativni;

2. existence neutrdlniho proku: neutrdlnim prvkem je tzv. identita (Rp), tedy

zobrazeni, které ponechava objekt na svém misté;

3. emistence inverznich prvku: vzhledem k bijektivité symetrii, ke kazdé sy-
metrii musi existovat ptislusné inverzni zobrazeni, které nazveme symetrie

inverzni

3.3. Dihedralni grupy (D,)

Jak jsme jiz nastinili v uvodu kapitoly, dihedralni grupa fadu 2n je grupou
symetrii pravidelného n-tihelnika, kde mnozinou symetrii rozumime kromé iden-
tity osovou soumérnost a rotaci. Dihedralni grupy jsou jednoduchym piikladem
konecnych grup, které jsou hlavnim predmétem mé prace.

Dihedrélni grupy se casto objevuji mimo teorii grup i v uméni nebo prirode.
Mnoho dekorativnich vzoru pouzivanych napiiklad ke zdobeni keramiky nebo
podlahovych krytin vyuziva jednu z dihedralnich grup jako grupu symetrii. Dalsim
bohatym zdrojem jsou loga ruznych korporaci (Mercedes-Benz (Djs), Chrysler
(Ds)), klasickd péticipa hvézda je také piikladem grupy symetrii Ds. V piirodé
muzeme ukazku symetrické grupy hledat napriklad u ostnokozcu jako jsou hvézdice

nebo jezovky (znamé jako motsti jezci).

’Inverzni symetrie:=symetrie, kterd po slozeni s ptivodni symetrif tvoi{ identitu
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Prvky D,

V pravidelném n-ithelniku existuje celkem 2n ruznych symetrii: n rotaci a n

osovych soumérnosti.

1. n rotaci:
pravidelny n-thelnik lze otocit o tihel %T”, kde k € {0,...,n — 1} tak, ze se

zobrazi sam na sebe.

2. n osovych soumérnosti:

Pro umisténi os soumérnosti rozlisujeme ptipady pro n sudé a n liché:

(a) n je sudé: polovina os spojuje protilehlé vrcholy a druhd polovina
prochéazi stiedy protilehlych stran n-ithelnika (n/2 a n/2, celkem n os

soumérnosti);

(b) n je liché: osy soumérnosti spojuji stted strany s protilehlym vrcholem(n

08 SOUmMErnosti).

Grupa D,obsahuje tedy minimalné 2n symetrii. Lze dokazat, ze zadné dalsi sy-

metrie jiz neobsahuje.

Grupova operace D,

Grupovou operaci dihedralni grupy je skladani zobrazeni, tedy danych syme-
trii. Vime, ze slozenim dvou symetrii ziskdme opét symetrii. Vysledky sklddani
si ukdzeme na piikladu rovnostranného trojihelnika pomoci Cayleyho tabulkyﬁ],
ze které je zjevné, ze dihedrdlni grupa nemusi byt vzdy komutativni. Ry znaci
neutralni prvek, R; a Ry rotace o 120 a 240 stupnu. Sy, S7 a S5 jsou osové

soumérnosti vyznacené v obrazku.

3Cayleyho tabulka je tabulka vysledkii bindrni operace nad koneénou mnozinou.
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So|52]5/|50|R2| R/ | Ro

Obrazek 3.3: Symetrie rovnostranného trojihelnika

Na dalsim prikladu si ukdzeme, jak pomoci GAP nalézt prvky dané dihedralni
grupy. Nasledné si je srovname s obrazkem.

gap> d4:= DihedralGroup (IsPermGroup,8);
Group ([ (1,2,3,4), (2,4) 1)

gap> Elements (d4);
L O, (2,4, (1,2)@3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4),
(1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]

3 2 3 2 2 1
Pravidelny
. ravv’l N n}f Identita Rotace 0 90° (1,2,3,4)
cryifihelnik
4 1 4 1 3 4
1 4 4 3 4 1
Rotace 0 180° Rotace 0 270° HorizontéIni zrcadleni
(1.3)(2,4) (1,4,3,2) (1,2)(3,4)

2 3 1 2 3 2
2 3 3 1 1 2
Vertikalni zrcadleni Diagonalni zrcadleni Diagonalni zrcadleni

(1,4)(2,3) (2.4) (1,3)
1 1 2 1 4 3

Obrazek 3.4: Symetrie v Dy
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Rad D,
Pocet prvku konecéné grupy G nazyvame 7dd grupy G. Oznacujeme jej sym-

bolem |G|.

gap> Size(d4);
8

Multiplikativni tabulka D,

Multiplikativni tabulka je vyuzivana pro skladani dvojic symetrii dihedralni
grupy D,. Pro jeji urceni v pravidelném n-uhelniku oznacime R rotaci o dhel
21 okolo stredu n-tthelnika (v kladném sméru) a S osovou soumérnost podle osy
prochazejici vrcholem (1).

Z obecného zapisu tabulky tedy vidime, ze skladéni symetrii opravdu neni obecné
komutativni. Také vidime, ze vSechny symetrie vzniklé skladanim patii mezi
prvky dihedralni grupy. To znamena, ze patii-li A, B do grupy D,, patii do ni

i AB. Této vlastnosti fikame uzavrenost, tedy ze grupa je uzavrend na sklddani

symetrii.
id R R’ R 5 RS | RS .. RIes
id id R R? gl s R°S R%°s gl es
R R R’ RAmedn id R°S R [R5 L s
R2 RZ R:}m:ls'ﬁ R-,'mcﬁn R RZ os R3mcﬁn os R-!m:ls'n DS RO.S
R (n-1) R n-1 id R R n-2) R {n-1) °g S R°S R {n-2) °g
s s Rimeg | gim2leg R°S id R Ri™2 R
R°S RS S R (n-1) °g R 2 o R id R fr-1) R 2mod n
R_ios Rz.—_,s ﬁ,os s Rs’moan .,5 ﬁ“j R J‘d R;mcﬁ.—:
R (r-il =g giYe | g (n-2) °c R (n-3) o5 S gl R (n-2) g id

Obrazek 3.5: Multiplikativni tabulka D,
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Postup pro skladéni symetriﬂ (Vi,7:0<14d,j7<n)

Ri o Rj — R(i+j) mod n

RioSo R = R(i*j) mod n o g

L4 RZORJOS:R(Z'F]) modnoS

RioSoRi oS = R(’i—j) mod n

Zda-li se nékomu postup prilis slozity nebo zdlouhavy, jisté jej potési, ze i

toto zvldadne GAP udélat za nés.

ShowMuTtiplicationTable(DihedralGroup(
i M- J. & rr Iy 2 r kg 5

rA-1

r A

Obrazek 3.6: Multiplikativni tabulka D, vytvorena softwarem GAP

42 mod n znaéf celoéiselny zbytek po déleni éisla = éislem n
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3.4. Priklady grup

Priklad 3.4.1. Mnozina celych ¢isel Z, mnozina racionédlnich ¢isel () a mnozina
realnych ¢isel R tvofi grupu spolecné se scitanim. Ve vSech téchto pripadech je
neutralnim prvkem 0 a inverznim prvkem k prvku a je —a.

Piiklad 3.4.2. Podmnozina {1, —1,7,—i} mnoziny komplexnich ¢isel C' spolu
s operaci nasobeni tvori grupu. Inverznim prvkem k prvku —1 je prvek sam,
inverzni k ¢ je —1

Priklad 3.4.3. Mnozina regularnich matic 2.stupné s operaci ndsobeni matic

se nazyva obecnd linedrni grupa matic 2. stupné nad mnoZinou R a znacime ji

GL(2, R).

GL(2,R) :{(‘CLZ) la,b,c,d € R, ad — be # 0}

Piiklad 3.4.4. Mnozina regularnich matic 2.stupné, jejichz determinant se rovna
1 s operaci ndsobeni matic se nazyva specialni linedrni grupa matic 2. stupné nad

mnoZinou R a znacime ji SL(2, R).
ab
SL(2,R) = {<C d) la,b,c,d € R,ad — bc = 1}

Priklad 3.4.5. Pro pevny bod (a,b) € R? definujeme zobrazeni T, : R* — R?
jako (z,y) = (z 4+ a,y +0b). Pak G = {T,4|la,b € R} se skladdnim zobrazeni
je grupa. Lze ukazat, ze T, 1.4 = Tyicprd, tedy vidime, ze G je uzaviend, ne-
utralnim prvkem je 7p g, inverzni prvek k 75, je ne tvaru 7_, _; a G' je Abelova.

Funkce skladani je asociativni. Prvky grupy G nazveme posunuti.

Piiklad 3.4.6. Celé ¢islo a ma v operaci nasobeni inverzni prvek mod n, praveé
kdyZz a a n jsou nesoudélné. Pro vSechna n > 1 definujeme mnozinu U(n) jako
mnozinu vSech ptirozenych ¢isel mensich, nez n, ktera jsou s n nesoudélnéd. Potom
mnozina U(n) s operaci ndsobeni mod n tvoii grupu. Pro n = 10 je mnozina

U(10) = {1,3,7,9}. Cayleyho tabulka pro U(10) vypadd nésledovné:
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v 1 3 7 9
1 3 7 9
3 3 9 1 7
7 7 1 9 3
9 9 7 3 1

Obrazek 3.7: Nésobeni v U(10) mod 10

GRUPA OPERACE NEUTRALNI TVAR INVERZNI ABELOVA?
PRVEK PRVEU PRVEK '
z séitani 0 k 1)k ANO fl o
. : m/n; LO J
qQ nasobeni 1 / n/m ANO
m,n=>0 L
séitani mod [a b
Z, 0 k n-k ANO J
n LC d],
o e
R* nasobeni 1 X 1/x ANO
1 1 b
2 20— "5 20t
C* nésobeni 1 a+bi wax ANO @b a—b
= 0 e o
nasobeni
GL(2, M) . * ad-bc =0 ook NE d —b
rﬂab:: - ad — be  ad — be
nasobeni k; ; ke
U{n) d 1 d k; =1 : dn=1 ' ANO — =
modn gedik, )= medn= | ad — be ad — be
osunu N 84,870 8n) By, Ty
n o i (0,0..0 ' ) ANO
d —b
nasobeni = =
sL(2, M) ; ad-bc=1 susns NE - a
matic
D, skladani Ra R, L Ragpir L ME

Obrazek 3.8: Piiklady grup (Me {Q, R,C, Z,}; L je osova soumérnost)
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3.5. Zakladni vlastnosti grup

V predchozi ¢asti kapitoly jsme si ukazali ruzné priklady konkrétnich grup. Z
definice grupy plyne nékolik zakladnich vlastnosti, ke kterym je ale nutno dodat
par poznatku.

V kazdé grupé existuje prdvée jeden neutrdlni prvek. Ke kaZdému prvku grupy

existuje inverzni prvek.

Veéta 4. V grupé G existuje prdvé jeden neutrdlni prvek e.

Véta 5 (Zakony o kréceni). Necht G je grupa, a,b,c € G. Pak plati
ba =ca=b=c,ab=ac=b=c.

Véta 6. Pro kazdy prvek a grupy G existuje prdavé jeden prvek a’ € G takovy, Ze

plati aa’ = d'a = e.

Jisté jste si vsimli, ze ve zbytku textu je inverzni prvek znacéen jako a~!. Timto
jsme se dostali k problematice mocnin, kde Vn € N : ™ = aa - - - a (a se v soucinu

vyskytuje nkrat), tedy

Specialné a® = e.

Vlastnosti mocnin

Jestlize je n zaporné celé éislo, pak a™ = (a=')I"l.

Pro v8echna celd ¢isla m, n plati a™a"™ = ™™, (a™)" = a™".

Poznamka. V nekomutativni grupé obecné (ab)™ # a™b™. Rovnost nastdvd pouze

tehdy, je-li grupa Abelova.

Véta 7. Pro vsechny prvky a,b € G plati: (ab)™' = b~ ta™L.
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Cviceni

1. (a) Dokazte(pomoci obrazku), ze slozenim dvou osovych soumérnosti vznikne

rotace;

(b) S vyuzitim GAP slozte symetrie v D, a zjistéte, jaké symetrie dosta-

nete, resp. jaké rotace vzniknou slozenim osovych soumérnostfi;

(c) Sestavte multiplikativni tabulku a ovéfte si spravnost programu.

2. (a) Zvazte, ¢im se stane rotace nasledovana osovou soumérnosti v libovolné
dihedralni grupé;
(b) Ovéite skladéni naopak, tedy pro osovou soumérnost nésledovanou

rotaci. Porovnejte vysledky skladéant;

(c) Pomoci GAP otestujte své tivahy na nékolika piikladech paru rotaci a

soumernosti;

(d) Pro lepsi predstavu si priklad ztvarnéte i pomoci naértu na libovolném

n-thelniku (n > 4)

3. V kapitole Grupy jsme si ukdzali mezi piiklady grup i mnozinu U(n),
ktera obsahuje vSechna kladna celd ¢isla mensi nez n, kterd jsou s n ne-
soudélnd a grupu tvofi spolecné s ndsobenim mod n. K feSeni nasledujicich
prikladu budete vyuzivat funkci, ktera nam pro pozadované n vygeneruje

ji ptislusnou mnozinu U(n).
(a) Zjistéte, kolik prvki ma mnozina U(n) pron € {9,27,81,243, 5,25, 125}.

Rozhodnéte, jaky je vztah mezi velikostmi U(p*), kde p je prvocislo

> 2 a k je kladné celé cislo;

(b) Zjistete, kolik prvku mé mnozina U(n) pron € {18, 54, 162,486, 50, 250, 98, 242}.
Rozhodnéte, jaky je vztah mezi velikostmi U(2p*) a U(p¥), kde p je

prvocislo > 2;

(c) necht r, s jsou nesoudélnd ¢isla. Pomoci GAP urcete zavislost velikosti

U(rs) na velikostech U(r), U(s).
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Kapitola 4

Permutac¢ni grupy

V této kapitole budeme studovat jistou specialni skupinu grup funkei, kterym
se Tika permutacni grupy. V prvni poloviné 19. stoleti byly grupy permutaci
jedinymi grupami vySetfovanymi tehdejsimi matematiky. Teprve kolem roku 1850
byla Arthurem Cayleym predstavena myslenka abstraktni grupy a trvalo dalsiho

ctvrt stoleti, nez se pevné ujala.

4.1. Definice a znaceni

Permutace mnoziny A je zobrazeni z A do A, které je bijektivni. Permutacni
grupa na mnoziné A je mnozina permutaci na A, kterd spolu s operaci skladani
tvori grupu. Ackoliv existuji grupy permutaci pro ruzné neprazdné mnoziny A,
my se zaméfime na piipad, kdy A je konecna neprazdnd mnozina prvku. Dale
budeme ptredpokladat, ze A je pro néjaké kladné celé ¢islo n mnozinou ve tvaru

{1,2,3,---n}. Tedy muzeme definovat jednoduseji:

Definice 3. Necht A = {1,--- ,n}. Bijekci 7 : A — A ifkdme permutace na A.

Reprezentace permutaci

Permutaci 7(1) = 3,7(2) = 4,7(3) = 2,7(4) = 1 zapisujeme jako matici
1234
3421
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Jak jsem jiz na pocatku kapitoly zminila, permutace lze, jako kterdkoli jina
zobrazeni, skladat.

.. (1234 , (1234 ) ) :
Priklad 4.1.1. © = (24 1 3) , = (3 9 4 1) . Na nasledujicim obrazku je

graficky znazornéno, jak slozime tyto dvé permutace.

[1 2 3 a]
[1 2 3 4]
[1 2 3 4]

Obrazek 4.1: Slozeni dvou permutaci

Vyslednd permutace 77’ je ve tvaru nn’ = (; ? g i)

Definice 4. Necht S, je mnozina vsech permutaci na A = {1,--- ,n}. Potom

Sy, = (Sp,0) tvoii grupu zvanou grupa permutaci, nebo symetrickd grupa.

Véta 8 (Cayleyho véta). Kazdd konecnd grupa tdadu n je izomorfni s vhodnou

podgrupou grupy S,,.

4.2. Vlastnosti permutaci

Necht xy,x9 jsou ruzné prvky mnoziny A. Transpozice (11, 2) je takova per-
mutace na A, ze x1 — Ty a 9 — T a ostatni prvky zustavaji na misté.
Dalsim zpusobem zapisu permutacnich grup je pomoci cyklu. Tento zpusob byl
poprvé predstaven francouzskym matematikem Augustinem Louisem Cauchym

v roce 1815.
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Zpusob zapisu pomoci cyklu muzeme nejprve nastinit obrazkem.

1 3 5
b9 ™
T ™
6 4
R \_/
™ m

Obrazek 4.2: Permutace pomoci cyklu

Definice 5. Necht x, - - - , z, jsou navzdjem ruzné prvky A. n-cyklus (z1,- -, ,,)
je permutace

(x1,22) 0 (x1,23) 0 -+ -0 (21, 2)

123456
214654

Priklad 4.2.1. Permutace

je soucin (1,2) 0 (3,4,6) o (5)

Rédem cyklu rozumime pocet jeho prvki. Je-li 7 = 1 o 19 0 - - - o m;, rozklad na

disjunktni cykly, pak fad 7 je nejmensi spolecny nasobek radu 7y, - - - 7.

Veéta 9. Kazdd permutace koneéné mnoZiny muze byt zapsdna jako cyklus nebo

jako produkt disjunktnich cykli.
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Kapitola 5

Konecné grupy, podgrupy

Jak si brzy ukdzeme (ale z predchoziho textu jsme s touto skutecnosti jiz
obeznameni), kone¢né grupy jsou grupy s koneénym poctem prvku. Tento typ
grup ma velmi zajimavé vlastnosti. Nejdiive si vsak musime zavést nékolik pojmu

pro lepsi porozumeéni nasledujicimu textu.

5.1. Zakladni pojmy a vlastnosti

Definice 6. Rddem grupy (konecné i nekonecné) rozumime pocet jejich prvki.

Réd grupy G oznacujeme |G.

Tedy muzeme si na prikladu ukézat, ze grupa Z mnoziny celych ¢isel spolu
se s¢itanim m4 nekonecény fad. Naopak grupa U mnoziny U(10) = {1,3,7,9} s
nasobenim ma koneény rad a je jim cislo 4.
Rddem prvku ¢ grupy G rozumime nejmens{ pfirozené ¢islo n takové, ze plati:
g" = e. V pripadé, ze takové n € N neexistuje, rikame, ze prvek ma nekonecny
fad. Rad prvku g oznacujeme |g|.
V praxi nam tedy staci najit hodnotu exponentu, ktery nam v posloupnosti
g,9%, g%, ... z prvku g vytvoif neutralni prvek e. Jestlize takovy exponent nee-

xistuje, prvek g je nekonec¢ného radu.
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Priklad 5.1.1. Ukazme si hledani fadu grupy a prvku dané grupy na piikladu
s grupou U mnoziny U(15), jejiz prvky jsou {1,2,4,7,8 11,13, 14} s operaci
nasobeni modulo 15. Grupa G ma tad 8. Nyni chceme najit fad prvku 7, tedy
postupné pocitame hodnoty 7", n € N:

7' =7 = 7(modl5),7* = 49 = 4(modl5),7* = 343 = 13(modl5),7* = 2401 =
1(mod15). Zjistili jsme tedy, ze tddem prvku 7 je 4, |7| = 4.

V predchozi kapitole, kde jsme si ukazovali priklady grup jste si mohli vSimnout,
ze nékteré grupy jsou definovany na mnoziné, ktera je podmnozinou jiné mnoziny,
ktera tvori grupu. Napiiklad specidlni linedarni grupa a obecnd linedrni grupa, kdy
s jistotou muzeme fict, ze mnozina SL(2,R) je podmnozinou mnoziny GL(2, R).
Zobecnéme si tento priklad zavedenim pojmu podgrupa.

Tvoii-li podmnozina H grupy G spolu se ztizenou operacl] grupy G samostatnou
grupu, tikdme, ze H je podgrupou grupy G. Skutecnost, ze H je podgrupou G
oznacujeme H < G.

Oveérit, zda je dand podmnozina H mnoziny G podgrupou G muzeme v nékolika

snadnych krocich, ve kterych vyuzivame vlastnosti podgrup.

Véta 10. Necht G je grupa a H je neprdazdnou podmnoZinou mnoZiny G. Jestlize
Va,b € H plati ab=' € H, pak je H podgrupou v G. V pripadé aditivniho zdpisu
plati, Ze H je podgrupou G prdvé tehdy, kdyzVa,b € H:a—b¢e H.

Piiklad 5.1.2. Méjme Abelovu grupu G = (G,-) s neutrdlnim prvkem e. Pak
podmnozina H, pro kterou plati H = {z?|r € G} je podgrupou grupy G pravé
tehdy, kdyz neutralni prvek e lezi v H a pro vSechny dvojice prvku a, b plati, ze
a*(b*)"' € H. Vime, 7e e¢* = e, tedy prvni{ podminka je splnéna. Nyni musime
dokézat, ze a*(b*)~! je druhou mocninou néjakého prvku. Vime, 7ze G je Abelova,
muzeme tedy zapsat a?(b?)~! jako (ab™1)?, coZ je regulérni zdpis prvku leziciho v

mnoziné H. Tedy jsme dokazali, ze H je podgrupou G.

Véta 11. Necht G je grupa a H je neprdzdnd podmnozina mnoziny G. Jestlize

Va,b € H plati ab € H,a™' € H, H je podgrupou grupy G.

Lrestrikce zobrazeni:=zobrazeni, které ms mens{ definiéni obor, nez ptivodni zobrazeni
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Priklad 5.1.3. Necht G = (G,-) je grupa, kde G je mnozinou redlnych ¢isel
bez nuly s operaci nésobeni. Déle méjme podmnoziny H, K, H = {x € G|z =1
nebo z je iraciondlni}, K = {z € G|xr > 1}. Pak H neni podgrupou G, protoze
V2 € H, ale v/2-v/2 ¢ H. Také o K musime fici, Ze nen{ podgrupou v G. 2 € K,
ale 27! ¢ K.

Véta 12. Necht H je neprdzdnd konecnd podmnoZina grupy G. Je-li H uzaviena

na operaci grupy G, pak je podgrupou v G.

Definice 7. Necht H je podmnozinou grupy G. Symbolem (H) ozna¢ime prunik
v8ech podgrup grupy G obsahujicich mnozinu H. (H) je nejmensi podgrupou
grupy G obsahujici mnozinu H. Nazyvame ji podgrupa generovand mnoZinou H.

Mnozinu H pak nazyvame mnozinou generdtori grupy (H).

Véta 13 (Lagrangeova véta). Necht H je podgrupou koneéné grupy G. Potom
plati:
G| =G H] - |H|.

7 Lagrangeovy véty plyne, ze fad podgrupy H déli rad grupy G.

vvvvvv

Jednd se o podgrupu v G, jejiz kazdy prvek komutuje s kazdym prvkem v G. Tedy
symbolicky
Z(G) ={a € GVx € G : ax = za}.

Piiklad 5.1.4. Pron > 3,

Z(D,) = {Ro, Riso} pokud n je sudé
" {Ry} pokud n je liché
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1. Vysetiete vlastnosti dihedralni grupy Dyg;

Resen{

gap> G:=DihedralGroup (IsPermGroup, 16);

Group ([ (1,2,3,4,5,6,7,8), (2,8)(3,7)(4,6) 1)

gap> Elements (G);

[ O, (2,8)(3,7)(4,6),(1,2)(3,8)(4,7)(5,6),
(1,2,3,4,5,6,7,8),(1,3)(4,8)(5,7),(1,3,5,7)
(2,4,6,8),(1,4)(2,3)(5,8)(6,7),(1,4,7,2,5,8,3,6),
(1,5)(2,4)(6,8),(1,5)(2,6)(3,7)(4,8),(1,6)
(2,5)(3,4)(7,8),(1,6,3,8,5,2,7,4),(1,7)(2,6)(3,5),
(1,7,5,3)(2,8,6,4),(1,8,7,6,5,4,3,2),(1,8)(2,7)
(3,6)(4,5) 1

gap> a:=G.1;

(1,2,3,4,5,6,7,8)

gap> b:=G.2;

(2,8)(3,7)(4,6)

gap> H:=Subgroup(G, [al);

Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8) 1)

gap> Elements (H);

t O, (1,2,3,4,5,6,7,8), (1,3,5,7)(2,4,6,8),
(1,4,7,2,5,8,3,6), (1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,6,3,8,5,2,7,4),(1,7,5,3)(2,8,6,4),
(1,8,7,6,5,4,3,2) 1]

gap>

e V prvnim fadku programu ptitazujeme identifikatoru G jako hodnotu
dihedralni grupu fadu 16. Z nasledujiciho fadku - odpovédi programu
- vidime, ze prvky (1,2,3,4,5,6,7,8),(2,8)(3,7)(4,6) jsou generatory
dané grupy.

e V dalsim piikazu jsme po GAP chtéli vypsani prvka grupy G na ob-
razovku. Vidime, ze oba generatory jsou obsazeny mezi prvky.

e Na dalsich tadcich pfifazujeme identifikdtorum a,b generatory nasi
grupy GG a do hodnoty H navazujeme podgrupu grupy GG generovanou

pomoci diive zavedeného a.

e Posledni piikaz ndm na obrazovku vypsal prvky podgrupy H.
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gap> K:= Subgroup (G, [a, Dbl);

Group ([ (1,2,3,4,5,6,7,8), (2,8)(3,7)(4,6) 1)

gap> Size(K);

16

gap> Elements (K);

[ O,(2,8)(3,7)(4,6),(1,2)(3,8)(4,7)(5,6),
(1,2,3,4,5,6,7,8),(1,3)(4,8)(5,7),(1,3,5,7)
(2,4,6,8),(1,4)(2,3)(,8)(6,7),(1,4,7,2,5,8,3,6),
(1,5)(2,4)(6,8),(1,5)(2,6)(3,7)(4,8),
(1,6)(2,5)(3,4)(7,8),(1,6,3,8,5,2,7,4),
(1,7)(2,6)(3,5),(1,7,5,3)(2,8,6,4),
(1,8,7,6,5,4,3,2),(1,8)(2,7)(3,6)((4,5) 1

gap~>

e Na prvnim fadku uvedeného programu jsme identifikatoru K priradili
podgrupu G generovanou prvky a,b. Z piikazu Elements(K), Size(K)

vidime, ze K = G.

e Nisledujici ptikazy je dobré znat pii praci s GAP:
(
(

a) chceme-li najit centrum grupy G:Center(G);

chceme-li zjistit, zda je grupa G Abelova: [sAbelian(G);

(c

)
b) chceme-li najit fad prvku a grupy G: Order(a);
)
(d) chceme-li zjistit, zda je grupa G cyklicka: IsCyclic(G).

Cviceni

2. S pomoci GAP urcete tad prvku 3,7,13 a 97 v U(100). Urcete také rad

prvku k nim inverznich;

3. S pomoci GAP urcete fad prvku 3,13,153 a 317 v U(430). Urcete také rad

prvku k nim inverznich;

4. Urcete, jaky je vztah mezi fddem prvku a fadem prvku k nému inverznim.
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Kapitola 6

Cyklické grupy

S védomostmi z predchozi kapitoly muzeme definovat grupu cyklickou. Grupa
G se nazyva cyklickd, pokud v nf existuje prvek a takovy, ze G = {a"|n € Z}.
Dany prvek a se nazyva generdtor grupy G. Diky zavedené notaci muzeme zapsat

G = (a) a ¢ist, ze cyklickd grupa G je generovana prvkem a.

6.1. Vlastnosti cyklickych grup

V této casti kapitoly shrneme zdkladni vlastnosti cyklickych grup. Jak takova

cyklicka grupa vypada si muzeme ukazat na ptikladu.

Priklad 6.1.1. Mnozina celych ¢isel Z s operaci scitani tvoii cyklickou grupu
generovanou prvky {—1,1} a plati, ze 1" = 14+ 1+ --- + 1, pro n kladné a
1"=(-1)+(=1)+--- 4+ (—1) pro n zdporné.

Piiklad 6.1.2. Zg = (1) = (3) = (5) = (7) =. Skutecnost ovéiime pro Zg = (3),
kde (3) = {3,3+ 3,3+ 3+ 3,---} urCuje mnozinu {3,6,1,4,7,2,5,0}, kterd se
rovna Zsg.

Naopak prvek 2 nenf generdtorem grupy Zs, protoze (2) = {0,2,4,6} # Zs.

Véta 14. Necht G je grupa, a € G. Jestlize md prvek a nekoneény vdd, pak
a’ = a’ tehdy a jen tehdy, kdyZ i = j. Pokud md a konecény vdd (ozn. n), pak
(ay ={e,a,a® -+ ,a" '} aa' = d’ tehdy a jen tehdy, kdyzn délii— j.
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Zde si uvedeme nékolik dusledku spojenych s fady prvku cyklické grupy:
e Pro kazdy prvek a grupy plati, ze |a| = |{a)];
e Necht G je grupa, a € G, |a| = n. Pokud a* = e, pak n délf k.

Véta 15. Necht a je prvek fddu n v grupé G a necht k je kladné celé cislo. Pak

plati (a*) = (a9°"P)) o |a"| = sed(n)

Vyhodou vyslovené véty je, ze ndm umoznuje nahradit jeden generator cyklické
podgrupy jinym. Napiiklad pro |a| = 30 mdme (a®0) = (a?), (a**) = (a), (a*') =
(a®). Opét nam vyplyvaji nékteré dusledky tykajici se spojitosti mezi Fadem

konecné cyklické grupy a fadem jejitho prvku:

e Necht |a| = n. Pak (a') = (a’) pravé tehdy, kdyz ged(n,i) = ged(n,j) a
soucasné plati, ze |a’| = |a’| pravé tehdy, kdyz ged(n,i) = ged(n, j).

e Necht |a|] = n. Pak (a) = (a’) pravé tehdy, kdyz ged(n,j) = 1 a |a| = |(a’)]
prave tehdy, kdyz ged(n, j) = 1.

e Cislo k je generatorem v Z, tehdy a jen tehdy, kdyz ged(n, k) = 1.
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1. Vysetiete vlastnosti cyklické grupy Cg
Resent:
Cyklickou grupu fadu n si muzeme jednoduse predstavit jako grupu vsech
mocnin n-cyklu (1,2, ...,n). Na nésledujicim prikladu si ukazeme, jak GAP
sestavi cyklickou grupu pron =6 :

gap> c6:=CyclicGroup (IsPermGroup, 6);

Group([ (1,2,3,4,5,6) 1)

gap> Elements (c6);

[ O, (1,2,3,4,5,6), (1,3,5)(2,4,6), (1,4)(2,5)(3,6),
(1,5,3)(2,6,4), (1,6,5,4,3,2) 1

gap> a:=c6.1;

(1,2,3,4,5,6)

gap> Elements (Subgroup(c6, [a"2]));

[ O, (1,3,56)(2,4,6), (1,5,3)(2,6,4) ]

gap>

e Prvni dva tadky jiz neni tieba komentovat. Na tretim fadku jsme opét
ur¢itému identifikatoru (a) prifadili jako hodnotu jeden z prvku grupy

cb.

e Na ¢tvrtém radku je GAP predan piikaz pro vypsani prvku podgrupy

grupy c6 generované prvkem a?.

e 7 predchozi kapitoly vime, ze GAP zvladne sestavit podgrupu z vice
prvku, nez z jednoho:

gap> Elements (Subgroup(c6, [a"2, a~3]));

[ O, (1,2,3,4,5,6),(1,3,5)(2,4,6),
(1,4)(2,5)(3,6),(1,5,3)(2,6,4),(1,6,5,4,3,2) ]
gap>

e Vidime, 7Ze podgrupa generovand prvky a?,a® je rovna grupé c6.
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Cviceni

2. S pomoci GAP najdéte vSechny podgrupy nasledujicich grup:
(a) D4
(b) cyklicka podgrupa grupy Dg generovand (1,2,3,4,5,6,7,8)

3. Napiste funkci, ktera bere jako vstup cyklickou grupu a jako vystup vraci

¢etnost jednotlivych fadu prvkua v grupé.
(a) Najdéte pocet prvku jednotlivych radu v cyklickych grupach fadu 75
a 90;

(b) Najdéte pocet prvku jednotlivych fadu v dihedralnich grupéch Dy7, Das, D33
a D4g. Rozhodnéte, zda plati néjaky vztah pro pocet prvku radu 2 v
grupé D,;

(¢) Najdéte pocet prvka Fadu 2 v dihedralnich grupach Dig, Dag, D3y a
Dsy. Rozhodnéte, zda plati néjaky vztah pro pocet prvku fadu 2 v
grupé D,;

4. Rozhodnéte, jaky vztah plati mezi fddem grupy a tady jejich prvku.
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Reseni uloh

Uvod do programu GAP
1. Zakladni funkce GAP

Poznamka. Pro vypocet jednoduchych hodnot vyraziu ¢i jejich porovndni
nent treba v GAP definovat funkce, poZadovany vyraz staci programem pouze

vyhodnotit. Pri srovndvdni hodnot vraci GAP pravdivostni hodnotu.
(a) Vypoctéte hodnotu 312
(b) Zjistéte, zda 225 + (45 x 51777) je vétsi, nez 34 miliont;

gap> 37121;
5391030899743293631239539488528815119194426882613553319203

gap> ((2725) + (45%51777)) > 34%10°6;
true

2. Piikaz pritazeni v GAP

Poznamka. Operace s identifikdtory probihaji stejné, jako v predchozim

cuicent, jen misto konkrétnich hodnot pouZivame navdzané symboly. Toto

vvvvvv

(a) Prifad'te hodnotu 14 identifikitoru b
(b) Prirad'te hodnotu 123456789 identifikdtoru BigNUM BER

(¢) Vypoctéte b+ BigNUM BER
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gap> b:=14;;

gap> BigNUMBER :=123456789; ;
gap> b+BigNUMBER;

123456803

Uvodni pojmy
1. Vlastnosti celych cisel

Poznamka. K vypoctu Nsd (Ged) a nsn (Lem) opét vyuzivime pouze preddefinované

funkce, které jsme si ukdzali v dvodnim manudlu programu.

(a) Vypocitejte nejvétsiho spoleéného délitele a nejmensi spolecny nasobek:
i. Cisel 25646 a 68185
ii. ¢isel 9245 a 325

gap> Gcd (25646, 68185);
1

gap> Lcm (25646, 68185);
1748672510

gap> Gcd (9245, 325);

5

gap> Lcm (9245, 325);
600925

Poznamka. Jak jsem jiz v textu uvedla, funkce Gedex(x,y) nam vraci
celkem ctyri koeficienty, z nichz:

i. coeffl=3s,s - x+1t-y=Ged(z,y);

it. coeff2=t,s-x+t-y=_Ged(x,y);
1i. coeff3=m, m-x+n-y=0;

w. coeffd=n, m-x+n-y=0;
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(b) Pouzijte funkci Gedex k nalezeni koeficientu s, t pro které plati, ze

gcd(8701,10057) = 8701s + 10057¢

gap> Gcdex (8701, 10057);
rec( coeffl := 37, coeff2 := -32, coeff3 := -89,
coeffd := 77, gcd := 113 )

Hledané koeficienty jsou s=37, t=-32;
. Funkce

(a) Vytvorte funkei, kterd ptijimé jako argument kladné celé ¢islo n a vraci
hodnotu sou¢tu 1 + 2 + - - - + n. Poté vyuzijte tuto funkci pron =6 a
n = 2584.

Poznamka. K reseni vyuZijeme vzorec pro soucet aritmetické posloupnosti:

5n = 5 (a1 + an)

gap> newfunction:=function(n)
> local x;

> x:=(n*(n+1))/2;

> return Xx;

> end;

function( n ) ... end
gap> newfunction (6);

21

gap> newfunction (2584);
3339820
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(a) Vytvorte funkci, kterd prijima jako argument libovolné celé ¢islo ¢ a

vraci hodnotu

ft)y=1t+3-2t

Poznamka. Opét k vyreseni nepotrebujeme nic jiného, nez dany predpis
pro funkci. Vyraz jednoduSe zapiseme do hodnoty promenné ve funkci a ta
st jej sama vypocita thned po tom, co bude zavoldna s néjakou konkrétni

hodnotou t.

gap> newfunction2:=function(t)
> local x;

> x:=(t"3)+3-(2%t);

> return Xx;

> end;

function( t ) ... end
gap> newfunction2(6);
207

gap> newfunction2 (2584);
17253507539

(a) Vytvorte funkci, kterd ovéii validitu zadaného rodného ¢isla;

i. pouzijte Vami vytvorenou funkei pro zkontrolovani Vaseho rodného
cisla;
ii. zménte v zadaném ¢isle jednu ¢islici. Dokazala Vami napsana

funkce rozeznat chybné zadani?

Poznamka. Priklad Tesime s vyuzZitim znalosti moduldrni aritmetiky. Hod-
notu rodného ¢isla modulo 11 poloZime rovnu nule a tim padem ndm funkce

vraci pravdivostni hodnotu, zda je vloZené cislo validni, ¢i nikoliv,
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gap> RCvalidity:=function(r)
> local x;

> x:= r mod 11 = 0;

> return Xx;

> end;

function( r ) ... end

gap> RCvalidity (9555315649);
true

gap> RCvalidity (9555305649) ;
false

Uvod do teorie grup

1. (a) S vyuzitim GAP slozte symetrie v D, a zjistéte, jaké symetrie dosta-

nete, resp. jaké rotace vzniknou slozenim osovych soumérnosti;

(b) Ovéite skladdni naopak, tedy pro osovou soumérnost nasledovanou

rotaci. Porovnejte vysledky skladént;

(c) Pomoci GAP otestujte své tivahy na nékolika piikladech paru rotaci a

soumernosti;

(d) Sestavte multiplikativni tabulku a ovérte si spravnost programu.

Poznamka. Pro prehlednéjsi a jednodussi manipulaci si symetrie ve forme
zavorek (permutact) mizZeme navdzat na identifikdtory a operovat s nimi;
V druhé cdsti prikladu jsem symetrie ponechala ve formé permutaci a sami

vidite, Ze prdce s identifikdatory je opravdu jednodussi.

gap> d4:= DihedralGroup (IsPermGroup,8);

Group ([ (1,2,3,4), (2,4) 1)

gap> Elements (d4);

[ O, (2,4), (1,2)(3,4), (1,2,3,4), (1,3), (1,3)(2,4),
(1,4,3,2), (1,4)(2,3) ]

20



gap> ol1:=(1,2)(3,4);;
gap> 02:=(1,4)(2,3);;
gap> ol*02;

(1,3)(2,4)

gap> ()*(2,4);

(2,4)

gap> (2,4)*(1,2)(3,4);
(1,2,3,4)

gap> (1,2,3,4)%*(1,4,3,2);
O

gap> (1,4)(2,3)*x(1,3);
(1,4,3,2)

Poznamka. V GAPem wvygenerované multiplikationi tabulce vidime, jak

by program dopadl pro ostatni symetrie, neni tedy treba je zde v resent

rozepisovat.

2. (a) Zjistéte, kolik prvka md mnozina U(n) pron € {9,27,81,243,5,25,125}.
Rozhodnéte, jaky je vztah mezi velikostmi U(p*), kde p je prvocislo

> 2 a k je kladné celé cislo;

(b) Zjistéte, kolik prvku méd mnozina U(n) pron € {18, 54,162,486, 50, 250, 98, 242}.
Rozhodnéte, jaky je vztah mezi velikostmi U(2p*) a U(p¥), kde p je

prvocislo > 2;

(c) necht r, s jsou nesoudélnd ¢isla. Pomoci GAP urcete zavislost velikosti

U(rs) na velikostech U(r), U(s).
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Poznamka. Vytvdrime funkci, kterd pro vstupni hodnotu (n) hledd a filtruje

vsechna prirozend cisla, kterd jsou mensi nezZn a plati, Ze nejvétsi spolecnyy délitel

daného cisla a n je roven jedné, tedy, Ze cisla jsou nesoudélnd.

Poté jiz staci vyuzit preddefinovanou funkci Size.

gap> ulist:=function(n)

> local s,i,o;

> o:=0ne(Integers mod n);

> s:=n->Filtered([1..n-1], i->Gcd(i,n)=1);
> return s(n)*o;

> end;

function( n ) ... end

gap> ulist (60);

[ ZmodnZObj( 1, 60 ),ZmodnZ0bj( 7,

ZmodnZ0bj ( 13, 60 ),ZmodnZ0bj (
ZmodnZ0bj ( 23, 60 ),ZmodnZ0bj (
ZmodnZ0bj ( 37, 60 ),ZmodnZ0bj (
ZmodnZ0bj ( 47, 60 ),ZmodnZ0bj (
ZmodnZ0bj ( 59, 60 ) 1]

gap> Size(ulist(5));

4

gap> Size(ulist (25));

20

gap> Size(ulist (125));

100

Poznamka. Ze ziskangch hodnot odvodime:

e U3 =n*n*m
e UnY)=nxnxnxm

o ~Un") =mxnlk—1)

52

17,
29,
41,
49,

60
60
60
60

60 ),ZmodnZ0bj( 11,

), ZmodnZ0bj (
), ZmodnZ0bj (
) ,ZmodnZ0bj (
) ,ZmodnZ0bj (

60 ),
19, 60
31, 60
43, 60
53, 60

N N N

-



gap> Size(ulist (18));
6
gap> Size(ulist (54));
18
gap> Size(ulist (162));
54

Poznamka. Odvodime: U(2n)=U(n)

gap> Gcd (17, 26);

1

gap> Size(ulist (17));

16

gap> Size(ulist (26));

12

gap> Size(ulist (17%26));
192

Poznamka. Ze ziskangch hodnot odvodime:
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Konecéné grupy, podgrupy

1. S pomoci GAP urcete fad prvkua 3,7,13 a 97 v U(100). Urcete také fad

prvku k nim inverznich;

2. Urcete, jaky je vztah mezi fadem prvku a fddem prvku k nému inverznim.

Poznamka. VyuZivame jiZ drive definovanou funkct ulist a posléze preddefinovanou
funkci GAP Order a Inverse.

Ctendr si musi ddt pozor na to, e GAP vnimd jako uréujici hodnotu proku jeho
poradi mezi prvky. Tedy pro nalezeni tddu ¢éisla 7 nehleddme Order(e[7]), ale

Order(e[3]).

gap> e:=ulist (100);
[ ZmodnZObj( 1, 100 ), ZmodnZObj( 3, 100 ),
ZmodnZObj ( 7, 100 ), ZmodnZObj( 9, 100 ),
ZmodnZ0bj ( 11, 100 ), ZmodnZObj( 13, 100
ZmodnZ0bj ( 17, 100 ), ZmodnZObj( 19, 100
ZmodnZ0bj ( 21, 100 ), ZmodnZ0bj( 23, 100
ZmodnZ0bj ( 27, 100 ), ZmodnZObj( 29, 100
ZmodnZ0bj ( 31, 100 ), ZmodnZObj( 33, 100
ZmodnZ0bj ( 37, 100 ), ZmodnZObj( 39, 100
ZmodnZ0bj ( 41, 100 ), ZmodnZObj( 43, 100
ZmodnZ0bj ( 47, 100 ), ZmodnZ0Obj( 49, 100
ZmodnZ0Obj ( 51, 100 ), ZmodnZ0Obj( 53, 100

),

),

),

),

),

),

),

),

),

-

-

-

-

-

-

-

-

ZmodnZ0bj ( 57, 100 ZmodnZ0bj ( 59, 100
ZmodnZ0bj ( 61, 100 ZmodnZ0bj ( 63, 100
ZmodnZ0bj ( 67, 100 ZmodnZ0bj ( 69, 100
ZmodnZ0bj ( 71, 100 ZmodnZ0bj ( 73, 100
ZmodnZ0bj ( 77, 100 ZmodnZ0bj ( 79, 100
ZmodnZ0bj ( 81, 100 ZmodnZ0bj ( 83, 100
ZmodnZ0bj ( 87, 100 ZmodnZ0bj ( 89, 100
ZmodnZ0bj ( 91, 100 ZmodnZzZ0bj ( 93, 100 ),
ZmodnZ0bj ( 97, 100 ZmodnZ0bj ( 99, 100 ) 1]

- - - - - -

-

N N N N N N N N N N N N N N N N N
-
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gap> e[2];
ZmodnZ0bj ( 3, 100 )

gap> e[3];
ZmodnZ0bj ( 7, 100 )
gap> el[6];
ZmodnZ0bj ( 13, 100 )
gap> e[39];

ZmodnZ0bj ( 97, 100 )

gap> Order(e[2]);

20

gap> Order(e[3]);

4

gap> Order(e[6]);

20

gap> Order (e[39]);
20

gap> Inverse(e[2]);
ZmodnZ0bj ( 67, 100 )
gap> Inverse(e[3]);
ZmodnZ0bj ( 43, 100 )
gap> Inverse(e[6]);
ZmodnZ0Obj ( 77, 100 )
gap> Inverse(e[39]);
ZmodnZ0Obj ( 33, 100 )
gap> e[27];
ZmodnZ0bj ( 67, 100 )
gap> Order (e[27]);
20

gap> e[18];
ZmodnZ0Obj ( 43, 100 )
gap> Order(e[18]);

4

Poznamka. Odvodime: Rad prvku se rovnd rdadu prvku k nému inverznimu.
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Cyklické grupy
1. S pomoci GAP najdéte vSechny podgrupy nasledujicich grup:
(a) Dy
(b) cyklickd podgrupa grupy Dg generovana (1,2,3,4,5,6,7,8)

Poznamka. Na reseni prikladu je ukdzdano jednak jak ziskat podgrupu ge-
nerovanou prvkem grupy, tak i jak si diky GAP ukdzat jeji prvky; Pomoct

d4.1, d4.2 pristupujeme k pronimu a druhému generdtoru grupy.

gap> d4:=DihedralGroup(IsPermGroup,8);
Group ([ (1,2,3,4), (2,4) 1)
gap> a:=d4.1;

(1,2,3,4)
gap> b:=d4.2;
(2,4)

gap> Subgroup(d4,[al);

Group ([ (1,2,3,4) 1)

gap> Elements (Subgroup(d4, [b]));
[ O, (2,4 ]

Poznamka. Podgrupy v grupé je mozné si zndzornit pomoci grafu;

Ve wvrcholech nalezneme tzv. trividlni podgrupy, tedy ty podgrupy, které ob-
sahuji bud viechny prvky grupy, nebo pouze neutrdlni prvek - identitu;
Dwojice vrcholu, které jsou v tomto grafu spojeny hranou, predstavuji grupu
a jeji podgrupu,

Takovyto graf nam v paméti programu vytvori prikaz LatticeSubgroups.
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Obrazek 6.1: Podgrupy dihedrélni grupy D4

Poznamka. Na obrazku jsou symetrie v Dy zndzornény pomoci transfor-

maci pismene F;

Zdroj: https: //cs. wikipedia. org/ wiki/ Grupa

gap> d8SUB:=Subgroup(d8, [(1,2,3,4,5,6,7,8)1);
Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8) 1)
gap> L:=LatticeSubgroups (d8SUB);
<subgroup lattice of Group([ (1,2,3,4,5,6,7,8) 1),
4 classes, 4 subgroups>
gap> ConjugacyClassesSubgroups (L);
[ Group( [ O 1 )°G, Group( [ (1,5)(2,6)
(3,7)(4,8) 1 )G,
Group( [ (1,3,5,7)(2,4,6,8) 1 )°G,
Group( [ (1,2,3,4,5,6,7,8) 1 )°G ]

. Napiste funkci, kterd bere jako vstup cyklickou grupu a jako vystup vraci

¢etnost jednotlivych fadu prvku v grupé.

Poznamka. Opét tvorime funkci pomoct funkci, které jsou jizZ v GAP preddefinovany
- Elements, Order; Stejné jako v predchozi funkci ndm program vraci se-

znam usporddanych dvojic ve tvaru Rdd proku : Pocet proki daného vddu.
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gap> orderFreq:=function(g)

> local h,w;

> w:=[];

> w:=h->Collected(List (Elements (h),0Order));

> Print (" [Order of element , Number of that order]l=");
> return w(g);

> end;

function( g ) ... end

(a) Najdéte pocet prvku jednotlivych tadu v cyklickych grupach fadu 75
a 90;

gap> c75:=CyclicGroup(IsPermGroup ,75);

Group ([
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,
20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,
36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,
52,53,54,55,56,57,58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,
68,69,70,71,72,73,74,75) 1)

gap> orderFreq(c75);

[Order of element, Number of that order]=[
(1,11, 03,21, [5,41, [ 15, 81,
L 256, 201, [ 75, 40 1 ]

gap> c90:=CyclicGroup(IsPermGroup ,90);

Group ([
(1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,
20,21,22,23,24,25,26,27,28,29,30,31,32,33,34,35,
36,37,38,39,40,41,42,43,44,45,46,47,48,49,50,51,
52,53,54,55,56,57,58,59,60,61,62,63,64,65,66,67,
68,69,70,71,72,73,74,75,76,77,78,79,80,81,82,83,
84,85,86,87,88,89,90) 1)

gap> orderFreq(c90);

[Order of element, Number of that order]=[ [ 1, 1 1],
(2,11, (3,21, [5, 41, [6, 21,19, 61,
([ 10, 41, [ 15, 81, [ 18, 6 1, [ 30, 8 1],
[ 45, 24 1, [ 90, 24 ] 1]
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(b) Najdéte pocet prvku jednotlivych fadu v dihedralnich grupéach Dy7, Dos, D33
a Dyg. Rozhodnéte, zda plati néjaky vztah pro pocet prvkua fadu 2 v
grupé Dy;

gap> d17:=DihedralGroup (IsPermGroup ,34);;

gap> d25:=DihedralGroup (IsPermGroup ,50);;

gap> d33:=DihedralGroup (IsPermGroup ,66) ;;

gap> orderFreq(d17);
[Order_of_element , _Number_of_that_order]=[ [ 1, 1 ],
[ 2, 171, [ 17, 16 1 1]

gap> orderFreq(d25);
[Order_of_element , _Number_of_that_order]=[ [ 1, 1 ],
(L 2,25 ], [ 5, 41, [ 256, 20 ] ]

gap> orderFreq(d33);
[Order_of_element , _Number_of_that_orderl=[ [ 1, 1 1],
(2,331, [ 3, 21, [ 11, 10 1, [ 33, 20 1 1

Poznamka. Pro dihedrdlni grupy D, plati, Ze pocet prvku radu 2 je

roven n;

(c¢) Najdéte pocet prvka fadu 2 v dihedralnich grupach Dig, Daog, D3y a
Dsy. Rozhodnéte, zda plati néjaky vztah pro pocet prvka radu 2 v
grupeé Dap;

3. Rozhodnéte, jaky vztah plati mezi fadem grupy a tady jejich prvk.

gap> d34:=DihedralGroup (IsPermGroup ,68);;
gap> d26:=DihedralGroup (IsPermGroup ,52);;
gap> d18:=DihedralGroup (IsPermGroup,36);;
gap> orderFreq(d34);

[Order_of_element , _Number_of_that_order]=[ [ 1, 1 ],
(2,3 1, [ 17, 16 1, [ 34, 16 ] ]

gap> orderFreq(d26);
[Order_of_element , _Number_of_that_order]=[ [ 1, 1 ],
L 2, 27 1, [ 13, 12 1, [ 26, 12 1 ]

gap> orderFreq(di18);

[Order_of_element , _Number_of_that_order]=[ [ 1, 1 1,
(2, 191, (3, 21, (6, 21, [9, 61, [ 18, 611

Poznamka. Pro dihedrdlni grupy D, plati, Ze pocet prvki rddu 2 je roven 2n+1;
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Zaver

Cilem mé bakalarské prace bylo sepsat struény manual k programu GAP a
demonstrovat jeho funkce na ptikladech zamérenych na problematiku konecnych
grup.

V préci jsem se snazila zuzitkovat vétsinu znalosti nabytych studiem nejen konecnych
grup, ale teorie grup celkové a v neposledni fadé zaklady programovéani. Zakladni
znalosti z této oblasti informatiky pro mé byly pii vypracovavani textu velkou
vyhodou.

Po dokonceni prace mohu zhodnotit, Ze informace a znalosti, které jsem pfi jejim
zpracovavani ziskala, byly a jsou pro mé velmi zajimavé a prinosné. Doufam, ze

zajimava a prinosna bude pro ¢tenafe i méa bakalarska prace.
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