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Uvod

V bézném zivoté se miizeme setkat s fadou problém, které lze velmi jednoduse
vyTesit tak, ze je reprezentujeme konkrétnimi matematickymi modely, jenz jsou
popsany tzv. elementarnimi funkcemi. Elementarni funkce je kazda funkce, ktera
vznikne jako vysledek konec¢ného poc¢tu operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni, déleni
a skladani zakladnich elementarnich funkci. Tyto zékladni elementarni funkce se
déli na konstantni, mocninné, exponencialni, logaritmické, goniometrické, cyklo-
metrické, hyperbolické a hyperbolometrické.

Vypocty funkénich hodnot nékterych téchto funkci jsou snadné a staci nam
k tomu jednoduché binarni operace. Pro vypocet funkcénich hodnot nékterych
urc¢it hodnotu thlu sinus, ¢i logaritmovat, coz ne kazdy sdm zvladne. Jak ale
jednoduse zjistit hodnoty funkci sin(«), ¢i log(z), aniz bychom toto uméli?

V této bakalarské praci se dozvime, ze to ani neni zapottebi. Staci, kdyz nahra-
dime funkci f(z) néjakou jednodussi funkci, a to mnohoclenem nejvyse n-tého
stupné. Chybu vzniklou touto aproximaci se pokusime minimalizovat s danou
pfesnosti. Jednim z algoritmt pro aproximaci funkce je CORDIC (COordinate
Rotation DIgital Computer), ktery blize popisu v druhém bloku pro vypocet hod-
not sin(«) a cos(a). K jejich vypoctu vsak potfebujeme hodnoty arctg(a), které

si spocitame v prvnim bloku pomoci Taylorovych polynomii.



1. Taylorovy polynomy

V matematice se pro vypocet hodnot funkci mtze vyuzit Taylorova fada. Je
to zvlastni mocninné fada, ktera byla pojmenovana po anglickém matematikovi
Brooku Taylorovi. Ten ji publikoval roku 1712, i kdyz metoda aproximace funkce
mocninou fadou je znama jiz od roku 1671. Informace pro tuto kapitolu jsem
cerpal z [1], [2], [3], [4], [5], [6] a [8].

Za jistych predpokladu 1ze funkei f(x) v okoli bodu a vyjadfit (neboli rozvi-
nout) jako mocninnou fadu.

Chceme-li v8ak vyjadiit pouze ptiblizné hodnoty funkce (naptiklad s presnosti
na predem stanoveny pocet desetinnych mist), nemusime vyjadfovat vSechny
¢leny této nové vzniklé Taylorovy fady, avsak miizeme se omezit pouze na ¢leny
s niz§imi derivacemi, az do pfislusného fadu (napi. n). Tim ziskdme tzv. Taylortv
polynom tadu n. V dalSim textu predpokladejme, ze n, k € Ny.

Tayloriv polynom tedy aproximuje hodnoty funkce, kterd ma v daném bodé
vsechny derivace az do tfadu n, pomoci polynomu, jehoz koeficienty zavisi na
derivacich funkce v tomto bodé. V pripadé existence vsech derivaci funkce f
v bodé a lze Taylorovu fadu zapsat jako:
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Ma-li funkce f v bodé a derivace az do radu n, pak Taylortiv polynom radu

n funkce f v bodé a je polynom:
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kde nultou derivaci je myslena samotné funkce, tzn. f(© = f.
Pro vypocet hodnot Taylorovy fady v okoli bodu a, kdy a = 0, se bavime

o Maclaurinové radé, ktera ma tvar:

+Zf(k) .




1.1. Arkustangens

Nyni pouzijeme poznatkii Taylorova polynomu pro vypocet hodnot funkce ar-
kustangens, abychom je mohli nasledné pouzit pii konstrukei algoritmu CORDIC.

Jelikoz vime, ze derivace dané funkce je

te(t) = ——
arcte(t) = T

coz je soucet geometrické fady s kvocientem —t2, tj. plati

1

1+t2:1—t2—|—t4—... pro || < 1.

Podle véty o integraci fady dostaneme pro x € (—1,1)

arctg(x):/x(l—t2+t4— )dt:x—x—3~|—m—5— :i(—l)kx
; 3 5 2% + 1

Interval (—1,1) je interval absolutni konvergence se stfedem v bodé 0. Pomoci

k-tého ¢lenu posloupnosti by, = (b

vl v 1
Sit1 spocitame polomér konvergence r = 3, kde

A odpovida limité:
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Nyni musime jesté vySetfit konvergenci v krajnich bodech {—1, 1} funkce arctg(x):
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Necht a,, je n-ty ¢len Taylorovy fady, n € N. Obé tyto vysledné alternujici fady
provéfime pomoci Leibnizova kritéria. Zkontrolujeme, zda vyhovuji zakladnim

podminkam:

e a,>0,VYn eN,



o lim, o ap, = 0,

e a, musi byt nerostouci.

Jelikoz obé tfady splnuji vSechna kritéria, konverguji relativné. Z tohoto di-
vodu je muzeme zahrnout do oboru konvergence, ktery je (—1,1).
Nyni se pokusime urcit obecny vzorec. Obecny tvar Maclaurinovy fady funkce

arctg(x)

to to to to!
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porovname s nami spoc¢itanou Maclaurinovou fadou
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odkud je zfejmé, Ze viechny sudé derivace jsou nulové (arctg®)(0) = 0) a pro
liché derivace plati vztah: arctg®+1)(0) = (—1)¥(2k)!, ktery si miizeme spocitat:

aI‘Ctg(2k+1)(O)w2k+1 _ (—1)kp2htt ‘ L2k
(2k +1)! 2k +1 '

arctg®* TV (0) (1)
(2k+1)! 2k+1

-(2k +1)!
arctg@* ) (0) = (—=1)k(2k)!

1.1.1. Vypocet funkénich hodnot

Pro vypocet hodnot Maclaurinova polynomu fadu n mtzeme vyuzit nasledu-

jiciho predpisu, jenz secte vSechny jeho ¢leny az do n-tého radu:

function v= tay(x,n)

for i=0:n
c(i+1)=((-1)"i*x~(2*i+1)/(2*i+1));

end;

v=sum(c) ;

end;



Tento predpis nam vSak spocitd pouze hodnotu v jednom bodé (pravdépo-
dobné s velmi zna¢nou nepfesnosti, zavislou na parametru n). Abychom si vSak
dokéazali predstavit, jak vysledna aproximovana funkce vypadd, pouzijeme nize
uvedeny predpis, jenz nam zobrazi ¢ervené graf funkce arkustangens (hodnoty
spo¢itané pomoci MATLABu) a také nami spoéitané hodnoty Maclaurinova po-

lynomu fadu 1 na intervalu (—1,1) s krokem 0, 001:

function v= tayll(n)

t=[-1:0.001:1];

v= zeros(size(t));

for i=1:length(t);
result = tay(t(i),n);
v(i)=result;

end;

plot(t,atan(t),’r’)

hold on

plot(t,v,’b’);

Na Obrazku 1. vidime, ze hodnoty blizko nuly jsou velmi dobfe aproximované,
coz se nedé Fict o hodnotéch blizko krajnich bodu {—1, 1}. Jak si vSak mizeme

vSimnout na Obrazku 2., derivacemi vyssich fadu ziskdme presnéjsi hodnoty:



Obrazek 1: Arkustangens Taylorova polynomu fadu 3

Obrazek 2: Arkustangens Taylorova polynomu fadu 13

Tyto aproximované hodnoty se budou rovnat hodnotam funkce arctg(x) pouze
pro lim,, o, T%(x). Pro vSechna n budou hodnoty Taylorova polynomu vychazet
vzdy s n&jakou chybou vyjadienou jako R{*“(z), pro kterou plati:

lim R/*(z) = 0.

n—0o0



1.1.2. Taylorova véta

Pro urceni velikosti chyby, které jsme se dopustili pfedc¢asnym ukoncenim

Taylorova rozvoje, pouzijeme Taylorovu vétu:

Véta 1. Necht ma funkce f v okoli bodu a vlastni derivace aZ do tadu (n+ 1).

Pak pro vsechna x # a z tohoto okoli plati:
f(a) = Pl*(2) + Ry (),
kde

f//a 9
(a:—a)—l—#(x—a) + ...+

f'(a)

() (4
( S

Pl%(x) = f(a) + =

Chyba Rﬁjl(x) se nazyvd Tayloriv zbytek. Necht je funkce o(t) spojitd na inter-
valu (x,a) a md v kazZdém jeho vnitinim bodé derivaci riznou od nuly, potom
ezistuje uvniti tohoto intervalu bod & zdvisly na a,x,n a na tvaru funkci f,p

takovy, Ze:

Bl (o) = Gt A o),

Volba ¢(t) = (x — t)" ™! ddvd specidlné
(.Z' . a)nJrl

m ’ f(n+1)(§)

Riil@) =

takzvany Lagrangetiv tvar zbytku. Volba ¢(t) =t ddvd

(x—8)"-(x—a)

n!

RM (z) = ARty

takzvany Cauchyiv tvar zbytku.

Poznamka 1. Cislo = je od pocdtku ddno, vystupuje zde tedy jako konstanta,

proto jsme proménnou ve funkci ¢ znacili t.
Dukaz: viz [1].
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Ptesnou hodnotu chyby nejsme schopni jednoznac¢né spocitat. Mizeme vsak
pomoci Taylorova vzorce urcit maximalni hranici, kterou chyba nemiize prekrocit,
tedy zjistit, o kolik se maximalné miize nase aproximace lisit od funkéni hodnoty.
To je pro nas dostacujici pro urceni presnosti aproximace na nami predem sta-
noveny pocet desetinnych mist.

Vyuzijeme-li vztahu pro (n + 1)-ni derivaci uvedenou v [12] ve tvaru

(=" n!1 -sin[(n + 1) - arccotg(x)],

arct (nt+1) r) = ———————

miizeme si spoc¢itat maximéalni velikost chyby:

—1)"n! .
arctg™+ (€) B —1—(1(%2))% -sinf(n + 1) - arccotg(€)] »
| (n+1) v (n+1)! v -
S E— 41 41
(1+62) " ) |wn+1| < n!-|z|" |z["
(n+1)! ~ (n+1)! T on+1’

odkud vidime, Ze lim,, .., R>%(x) = 0.

1.1.3. Odhad velikosti chyby

Jelikoz vime, ze sudé derivace arctg(z) jsou nulové, tedy pro liché n plati
T (z) = Thy1(x) = Ryii(x) = Ryio(x), staci ndm spocitat chybu pouze pro R,
liché, tedy ve vztahu
n (_1)k . 2kl f(2k+3)(§) . ($>2k+3

tg(z) = P re () =

n (_1)k . 2kl |x|2k+3
arctg(x) %Z 1 + k13
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Hodnoty Lagrangova tvaru zbytku jsou uvedeny v nasledujici tabulce:

k| n|n+1| Lagrangtv tvar zbytku
0 1 3 0,333333333
1] 3 5 0,2
21 5 7 0,142857143
3| 7 9 0,111111111
41 9 11 0,090909091
5111 13 0,076923077
6|13 15 0,066666667
7115 17 0,058823529
8|17 19 0,052631579
9119 21 0,047619048

Hodnota k predstavuje poradi ¢lenu Maclaurinova polynomu, n predstavuje
rad Taylorova polynomu, tedy n = 2k + 1 a n 4+ 1 predstavuje fad Lagrangova
tvaru zbytku, tedy n + 1 = 2k + 3.

Jak vidime, tak fada konverguje velmi pomalu. Abychom dosahli pfesného
vypoctu arctg(1), napt. na Sest desetinnych mist, museli bychom spocitat obrov-
ské mnozstvi ¢lentt v fadech stovek tisic, az milionti derivaci, coz je vypocetné
velmi naro¢né. To vSak neni viibec nutné, jelikoz vime, ze arctg(l) je §. Pro
vypocet hodnoty 7 existuje nespocet riznych algoritmi s rozdilnou pfesnosti a
¢asovou 1 vypocetni narocnosti. Uvedme si jeden z modernich algoritmii zvany

Gauss—Legendre.

1.1.4. Gauss—Legendruv algoritmus

Gauss—Legendriiv algoritms je algoritmus k vypoctu ¢islic 7, ktery je pozoru-
hodny pro jeho rychlou konvergenci. Pouzitim pouze 25 iteraci ziskame 45 milionti
spravnych cislic ¢isla .

Metoda je zalozena na individulnich pracich Carla Friedricha Gausse (1777-1855)
a Adriena-Marie Legendre (1752-1833) v kombinaci s modernimi algoritmy pro
nasobeni a odmocniny. Opakované nahrazuje dvé ¢isla podle jejich aritmetického
a geometrického priméru, abychom aproximovali jejich aritmeticko-geometricky
pramer.

12



Verze uvedend nize je také znama jako Gauss-Eulertiv, Brent-Salamintv al-
goritmus. Byl nezavisle objeven v roce 1975 Richardem Brentem a Eugene Sala-
minem. Byl pouzit k vypoctu prvnich 206 158 430 000 desetinnych ¢islic m v zari
roku 1999 a vysledky byly zkontrolovany Borweinovym algoritmem.

Algoritmus:

e Nastaveni pocatecnich hodnot:

CL():]_ b():— to p():]_

V2

e Opakujeme nasledujici pokyny, dokud rozdil a,, a b, nebude mensi nez poza-

1
4

dovana presnost

an + by,
Apn4+1 = 9 ;
bn+1 - Qp, bna

e 7 je aproximovano jako:

~ (an+1 + bn+1)2
4. tn—i—l

Muzeme pouzit predpis pro MATLAB,

function pee = Gauss_euler(n)
a(1)=1; b(1)=1/sqrt(2); t(1)=1/4; p(1)=1;
for i=1:n
a(i+1)=(a(i)+b(i))/2;
b(i+1)=sqrt(a(i)*b(i));
t(i+1)=t(i)-p(i)*(a(i)-a(i+1))"2;
p(i+1)=2*p(i);
pee=(a(i+1)+b(i+1)) 2/ (4%t (i+1));
end

13



ktery nam po pouziti prvnich tii iteraci dava hodnotu 7 presnou na 19 desetinnych
mist, avSak kvili zaokrouhlovani v matlabu dostaneme i pro vice iteraci pouze

14 spravnych desetinnych mist. Pro nase tucely bude stacit 8 desetinnych mist:

Pocet iteraci | Gauss-Legender
1 3,140579250522169
2 3,141592646213543
3 3,141592653589794

Odkud ziskdme hodnotu arctg(1) = 7 = 0, 7853981633974485.

Pro vypocet hodnot funkei sin(a) a cos(a) pomoci algoritmu CORDIC po-
tfebujeme spocitat hodnoty arctg(2™") pro i = {0,1,...,59}. Vypodet hodnoty
arctg(271), ktera je druhd nejvyssi (vechny ostatni jsou bliZe bodu a = 0, a jsou
lépe aproximovany, tedy presnéjsi) s presnosti na 8 desetinnych mist, je vSak uz
snazsi a staci nam secist pouze nékolik ¢lenit Maclaurinova polynomu. Kolik jich

bude, zjistime pomoci obecného tvaru vzorce:

’2k+3

Rf,a < |x
n—l—l(x) = 2]€—|—3’

kde hleddme takové k (pofadi ¢lenu Maclaurinova polynomu), pro které plati

2%h+3
|21;s| +3 <107
Pro jednotlivé x = 27% i = 1,2, ...,59 ziskdme ze vztahu
|x’n+1 |I‘|2k+3
R (2)] < _
@)l < 77 = oS53

po dosazeni x = 0,5, x = 0,25 a x = 0, 125 nejen velikost chyby, ale také pocet

¢lenu:

2k+3 23

= 5.183012589164402 - 10 ° = k =1
< 253 S o3 5.183012589164402 - 10~ = 0

14



| B 41(0,25)] <

|R,+1(0,125)| <

Pro kontrolu pouzijeme nami vytvoreny predpis pro vypocet funkénich hodnot

’07 25’2k+3 _ ‘O, 25’13

2k+3 — 13
10,1251 _ 10,125)°
2k+3 — 9

= 1.146243168757512 - 10 = k =5

= 8.278422885470920 - 10710 = k = 3

arkustangens a porovname je s hodnotami spoc¢itanymi pomoci MATLABu.

X

Taylortv polynom

MATLAB

Rozdil

0,5
0,25
0,125

0,463647613215610
0,244978662039466
0,124354993729364

0,463647609000806
0,244978663126864
0,124354994546761

0,000000004214804
0,000000001087398
0,000000000817397

Hodnoty arctg(z), pro ucel algoritmu CORDIC, lze také spocitat pomoci
MATLABu nésledujicim pfedpisem doplnénym o tabulku s vyslednymi hodno-

tami:

function v= tayl(n) ’vstupnim parametrem je polet &lend polynomu
j=1:31; t=[2.7-j]; v= zeros(size(t));
for i=1:length(t);

result = tay(t(i),n);

v(i)=result;

end;

arctg(27") | i
0,78539816 | 8
0,46364761 | 9
0,24497866 | 10
0,12435499 | 11
0,06241881 | 12
0,03123983 | 13
0,01562373 | 14
0,00781234 | 15

arctg(27") | i
0,00390623 | 16
0,00195312 | 17
0,00097656 | 18
0,00048828 | 19
0,00024414 | 20
0,00012207 | 21
0,00006104 | 22
0,00003052 | 23

arctg(27") | i

0,00001526 | 24
0,00000763 | 25
0,00000381 | 26
0,00000191 | 27
0,00000095 | 28
0,00000048 | 29
0,00000024 | 30
0,00000012 | 31

arctg(27")
0,00000006
0,00000003
0,00000001
0,00000001
0,00000000
0,00000000
0,00000000
0,00000000

N O U W N~ O

Hodnoty arctg(27%) < 107 pro ¢ > 28, tedy pro nase potieby zanedbatelné.
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1.2. Exponencialni funkce

Nyni pouzijeme vSech poznatkt z prvni kapitoly a aplikujeme je pro vypocet
funkcénich hodnot exponencialni funkce e¢* pomoci Maclaurinovy fady. Hodnota
e se nazyva Eulerovo ¢islo a je nejprirozenéjsim zakladem exponencialni funkce.
Plati pro néj vztah (1 + %)n <e< (1 + %)nﬂ, pro Vn € N. Specialné pro n = 1
ziskame 2 < e < 4. Této vlastnosti vyuzijeme v kapitole 1.3.3. Dale o této funkci
vime, Ze jejim defini¢énim oborem jsou vSechna realna ¢isla, tedy D(e*) = R, a
7e méa derivace vSech Tadl pro vSechna x, proto miizeme vyuzit obecného tvaru
Taylorovy tady:

f'(a)

1) = f@+ 2 a1 T (o )"

(r—af+ g P a—a)+. =

Jelikoz vSechny derivace funkce e” jsou opét rovny e” a provérujeme derivace
v bodé a = 0, tedy f*(a) — (e?) = e* = " = 1, ziskAme nasledujici tvar

Maclaurinovy fady:

1)

_ /"(0) 2, ["(0) R WA () K
fz) = f(0)+ T (x—O)+T(x—O) +T($—O) +...= Z o (x—0)",
k=0
. 1 1 = z*
f(x) = +F$+§$ +§x+ ZH’
k=0
pripadné Maclaurintiv polynom tadu n:
RS DN DS 1, =
f(z) = +ﬁx+§x +§x —i—...—i-ﬁx —k =
=0

a také Taylorovu vétu vyjadienou pomoci Lagrangova tvaru zbytku jako:

fx) =T (2) + Ry, (2),

") (g (n+1)
fo) =X I - o T - o,
—~ " ct +1
flx) = ;H—F (n+1)‘xn



1.2.1. Obor konvergence

C o NN K . .
Nyni uréime obor konvergence nové vzniklé fady )~ 77 se stiedem v bodé

nula. Nejprve ur¢ime n-ty ¢len posloupnosti b, = %, pomoci néhoz spocitame
polomér konvergence r = %, kde A\ odpovida limité:
b T 1 k+1
A= lim [ = fim | B = g | — = = lim |22
poe| by | koo | T kbmlkr1] T X T kb 1 ’

coz znamena, ze funkce e* konverguje pro Vx € R.

1.2.2. Hornerovo schéma

V této kapitole si ukazeme, jak jednoduse upravit vypocet hodnoty polynomu,
aby byl prehlednéjsi a pohodInéjsi, uzitim Hornerova schémata. Méjme napt.

polynom:

1 1 1 1 1
Ps(x )—1+ﬂx+§x —1—335 +4x —1—535

ve kterém chceme zjistit jeho hodnotu x = 2. Nejprve sefadime jeho cleny se-

stupné od nejvyssi mocniny po nejnizsi:

1 1 1 1 1

Vypocet mizeme provést bud pfimym dosazenim x = 2 do pravé strany rov-

nice, tedy:

1 1., 1 1, 1
P5(2) = 5!2 +Z2 +§2 +§2 +FQ+1

32 16 8 4 2
P2)=—+—+=-4+=-+-+1
5(2) 20 T tegta 1Tl

4 2 4
Py(2) = oo+ 5+ 5 T2+2+1 27,2667
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Dalsi moznosti je upravit polynom Ps(z) na tvar:

1 1 1 1 1 1
gaﬁLE x—l—gl 1:4—2‘ 1' x4+

a pocitat postupné vyrazy v jednotlivych zavorkach (vysledky zaokrouhlené na 4

desetinna mista):

2 1 1 1
ot = 0,083 0,0583-24 5 =0,2833; 0,2833 -2+ ; = 1,007,

1,0667 -2+ 1= 3,1333; 3,1333-2+4+1=7,2667.

Celkovy vypocet mizeme zapsat prehlednéji do tabulky,

(

) || 0,0083 | 0,0417 | 0,1667 | 0,5 1 1
20,0083 | 0,0583 | 0,2833 | 1,0667 | 3,1333 | 7,2667

kde v prvnim fadku jsou sestupné uspotadany koeficienty polynomu. Ve druhém
fadku je v prvni bunice hodnota argumentu a ve druhé bunce hodnota rovna druhé
buiice prvniho Fadku (tj. & = 0,0083). Hodnotu kazdé dalsi butiky druhého fadku
(napt.: 0,2833) ziskdme z predchozi buiiky (tj. 0,0583), vynasobime-li ji hodnotou
argumentu z (tj. 20,0583 = 0,1166) a nasledné k ni pfi¢teme hodnotu prvniho
fadku nejblize vpravo (tj. 0,1166 + 0,1667 = 0,2833). Posledni buiika druhého
fadku ndm dava hodnotu polynomu Ps(z).

V obecném pripadu polynomu
Puz)=ap-2"+ay- 2" " tay- 2" P+ T+ ay, ag # 0,

bude Hornerovo schéma pro vypocet hodnoty P,(z) vyjadieno ve tvaru,

P.(x) |ay|ar|as]| ... | ans1 | an
T bo b1 b2 C bn+1 bn
kde
b():ao, b1:b0~x+a1, bgzbl'l'—i-CLQ, ceey bn:bn,l-x—i—an:Pn(x).

Nami spocitana hodnota Ps(2) je rovna hodnoté T/4(z) = T °(2).
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Pro vypocet mizeme také vyuzit nasledujiciho predpisu:

function v = expo(x,n) %»x = argument; n=fad polynomu
for i=0:n

c(i+1)=(x"1)/(factorial(i));

v=sum(c) ;
end

end

Vyvolanim funkce expo(2,5); ziskdme opét vysledek 7, 266666666667 .

1.2.3. Odhad velikosti chyby

Pro vypocet hodnoty e? pomoci Maclaurinova polynomu vsak musime spo¢i-
tat jesté chybu R, (z) = R§ *(2), které jsme se dopustili pfedéasnym ukonéenfm

Maclaurinova rozvoje. K tomu vyuzijeme Lagrangeova tvaru zbytku:

f,a f(n+1) (€> n+1
Rnﬂ(x):m(x—a) : Vne N,Vz e R, kdel¢| < |z|.

Navic vyuzijeme vlastnosti, ze

k k
N
ex:(eb)k:eb—i—...—i—b:eb e,
tj. specialné pro x = 2 ziskame:
2 =2l =t — ol ol

z ¢eho? plyne, Ze nam staci spocitat pouze hodnoty e® pro b € (—1,0) U (0,1).
Pomoci nich mtizeme nasledné spocitat hodnoty e* pro Vo € R.

Abychom nezapomnéli na zavislost £ na = a n, budeme pouzivat znaceni
E=6,Jeli0<b<1,jetés &, < 1, tedy e < el. Vyuzitim vlastnosti e < 4

z kapitoly 1.3. spocitame velikost chyby:

ebbn . pntl . el . pntl . 4. pnt! . 4
n+1)! "+ T (1) T (e
19
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v v v , vs v 2 no. ..
7 &eho plyne, Ze nahrazenim ¢isla e® ¢islem 1+2 +2 +. . . +2 jsme se dopustili
plyne, 2 l J P

4.bn+1

chyby mensi nez CENIE

coz nikdy nebude vétsi nez

4

(n41)!"

Je-li =1 < b <0, je

vypocet jesté priznivejsi, protoze &, < 0, tedy e**» < ¢ =1 a proto:

0<

egb,n . bn+1

60 . |b|n+1 |b|n+1

1

(n+1)!

Pocet krokt (n) potfebny k dosazeni ndmi zvolené maximélni chyby oy

(n+1)!

(n+1)! —

(n+ 1)

4
n+1)!

(resp. m) pro b € (0,1) (resp. (—1,0)) zjistime z nésledujici tabulky:

4

(n+1)!

1

(n+1)!

n (n+1)!

0 1

1 2

2 6

3 24

4 120

) 720

6 5040

7 40320

8 362880

9 3628800

10 39916800

11 479001600

12 6227020800

13 87178291200

14 1307674368000
15 20922789888000
16 355687428096000
17 6402373705728000
18 | 121645100408832000
19 | 2432902008176640000
20 | 51090942171709400000

4,00000000000000000000
2,00000000000000000000
0,66666666666666700000
0,16666666666666700000
0,03333333333333330000
0,00555555555555556000
0,00079365079365079400
0,00009920634920634920
0,00001102292768959440
0,00000110229276895944
0,00000010020843354177
0,00000000835070279515
0,00000000064236175347
0,00000000004588298239
0,00000000000305886549
0,00000000000019117909
0,00000000000001124583
0,00000000000000062477
0,00000000000000003288
0,00000000000000000164
0,00000000000000000008

1,00000000000000000000
0,50000000000000000000
0,16666666666666700000
0,04166666666666670000
0,00833333333333333000
0,00138888888888889000
0,00019841269841269800
0,00002480158730158730
0,00000275573192239859
0,00000027557319223986
0,00000002505210838544
0,00000000208767569879
0,00000000016059043837
0,00000000001147074560
0,00000000000076471637
0,00000000000004 779477
0,00000000000000281146
0,00000000000000015619
0,00000000000000000822
0,00000000000000000041
0,00000000000000000002

Pro vypocet hodnot ¢ pro b € (—1,0) U (0,1) si nadefinujme tabulku pro

kladné a zadporné hodnoty 107" a €'® " s chybou mensi nez 107° < (n = 11). Obé

tyto hodnoty se pro r — oo blizi nule:
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r 10" et —(1077) e~ (1077)
0 | 1,0000000000 | 2,7182818262 || -1,0000000000 | 0,3678794392
1 || 0,1000000000 | 1,1051709181 | -0,1000000000 | 0,9048374180
2 | 0,0100000000 | 1,0100501671 | -0,0100000000 | 0,9900498337
3 || 0,0010000000 | 1,0010005002 || -0,0010000000 | 0,9990004998
4 || 0,0001000000 | 1,0001000050 || -0,0001000000 | 0,9999000050
5 | 0,0000100000 | 1,0000100001 | -0,0000100000 | 0,9999900001
6 | 0,0000010000 | 1,0000010000 | -0,0000010000 | 0,9999990000
7 1 0,0000001000 | 1,0000001000 | -0,0000001000 | 0,9999999000
8 || 0,0000000100 | 1,0000000100 || -0,0000000100 | 0,9999999900
9 || 0,0000000010 | 1,0000000010 || -0,0000000010 | 0,9999999990
10 || 0,0000000001 | 1,0000000001 || -0,0000000001 | 0,9999999999
Napt.: hodnotu 23924 tedy mtizeme spocitat jako:
(2. 01, 003 L0,0002  0,00004 _
ol gl O, 001 001 001 00001 00001 000001 000001  ,0,00001 000001 _
= 2, 7182818262 - 2, 7182818262 - 1,1051709181 - ... - 1,0000100001 =
~ 8 4168366078,
¢imz jsme se dopustili chyby mensi nez:
2130246, . it 213024, gl 4213024 gl 42,13024
0< S ¢ < < 0, 0000000400124.
CEm] CES CES 12
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2. Cordic

Algoritmus CORDIC se pouziva k vypoc¢tu funkénich hodnot elementarnich
funkei sinus a kosinus. Informace pro tuto kapitolu jsem ¢erpal z [7], [8], [9], [10].
Je nékolik zpiisob1, jak se da na tento algoritmus nahlizet, pracovat s nim a vy-
uzivat jeho vlastnosti. Ve stru¢nosti CORDIC funguje tak, ze pouzijeme nékolik
zjednoduseni pro snadné€jsi vypocty. V praxi nasledné vyuzivame rotaci vektoru
po jednotkové kruznici okolo poc¢atku o predem stanovené tihly nabyvajici hod-
not 27 pro i € Ny. Tyto hodnoty mtiZeme pro usnadnéni zjistit velmi rychlym a
jednoduchym bitovym posunem.

Velikou vyhodou je, Ze tento algoritmus je variabilni vzhledem k naroc¢nosti
vypoctu, ale tim bohuzel také k pfesnosti vysledku. Mtzeme pouzit malého poctu
iteraci (opakovani urcitého procesu), coz bude velmi nenaroéné a rychlé pro vy-
pocet, ale na druhou stranu dostaneme nepiesny vysledek. Cim vice iteraci, tim
presnéjsi vysledek, ale zaroven pomalejsi pribéh. V dnesni dobé, kdy 3GHz ¢ty-
fjadrové procesory, ani 4GB RAM operac¢nich paméti, nejsou zadnou zasadni
vyjimkou ¢i pfepychem, neni problém pocitat s velmi vysokym poctem iteraci a
zaroven dosahnout vysledku béhem zlomku vtefiny, avsak pfi pouziti elementar-
nich zafizeni, jako jsou kalkulacky, které maji omezené relativné malé moznosti
operacni paméti, mize byt CORDIC vhodnou volbou.

Jak ale urcit nejvhodnéjsi pocet iteraci? Tento problém budu fesit nasledné
v kapitole 2.5. Abychom vsak mohli CORDIC spravné implementovat, je zapo-
tfebi pfedem znat nékolik dilezitych informaci. Napt.: Musime znat a rozumét

jednotkové kruznici a také umét v ni ¢ist.
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2.1. Jednotkova kruzZnice

Obrazek 3: Jednotkova kruznice

Jednotkova kruznice ma polomér 1, stfed v bodé O = [0,0]. Jeji rovnice je
z? +y? = 1. Uvazujme bod B se soufadnicemi [1,0]. Bod A vznikne rotaci bodu
B v kladném sméru okolo pocatku O o thel a. Vzdélenost bodu A od osy x je
rovna hodnoté sin(«) a vzdalenost bodu A od osy y je rovna hodnoté cos(«).
Hodnoty v druhém (resp. tfetim) kvadrantu jsou rovny zépornym hodnotam ve

¢tvrtém (resp. prvnim) kvadrantu. Napf.:

sin(f) = —sin(a).

2.2. Rotace vektoru okolo pocatku
Nejprve pouzijeme vzorce pro vypocet souctu thli, ¢imz dostaneme:
cos(p + d) = cos(y) - cos(d) — sin(y) - sin(d),
sin(p + ) = sin(p) - cos(d) + cos(y) - sin(d),
kde ¢ je ptivodni tihel a ¢ je velikost thlu o ktery rotujeme.
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Bod A si prevedeme na kartézské souradnice, jejichz hodnotu ziskdme pomoci:
r =r-cos(p),

y =r-sin(p),

kde 7 je polomér kruznice, neboli vzdalenost bodu od stiedu kruznice, a ¢ je thel,
o ktery rotujeme.

V ramci zjednoduseni budeme pouzivat pouze jednotkovou kruznici (r = 1).
Néasledné si muzeme urcit souradnice poc¢atku, od kterého budeme provadét jed-
notlivé rotace, tedy:

g =1-cos(0) =1,
Yo = 1 -sin(0) = 0.

Pro tcel nasich vypoc¢ti v MATLABu budeme pouzivat vektor pocatku:

o= ()= (0)

2.3. Souradnice rotovaného uhlu

Néasledné nam stac¢i pouze zjistit soutfadnice poc¢ate¢niho tthlu ¢ rotovaného
o thel 6:
x. =1 -cos(p+9),

yr =1 -sin(p + 9).

Pouzijeme-li vzorce pro soucet thla, ziskame:
x, =1 - (cos(p) - cos(d) — sin(p) - sin(d)) = g - cos(d) — yo - sin(J),

yr =1 (sin(yp) - cos(d) — cos(ip) - sin(d)) = o - sin(d) — yo - cos(d).

Ve vyslednych vztazich se nevyskytuje ani hodnota r, ani thel ptvodniho
vektoru ¢. Z toho plyne, Ze prevod na polarni soufadnice byl pro nas pouze

matematickou pomiickou pfi odvozovani vzorce pro rotaci.
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Pro ucely algoritmu CORDIC se tento vztah dale upravuje. Prvni tprava

spoCiva v tom, ze obé rovnice vydélime hodnotou cos(d), takze dostaneme vztahy:

Ty o cos(d) o - sin(d)
cos(9) cos(9) cos(d)

Yo xo-sin(d)  yo - cos(d)

cos(8)  cos(d) cos(9)
Vyuzitim vlastnosti, Ze Z;I;E?) = tg(d), mizeme pokracovat v nasledujicich
upravach:
T
“— =19 — yo - tg(d),
cos(0) 0~ Yo t8(0)
Yr
= x0 - tg(d) — Yo,
cos(0) 0 - tg(0) — vo

coz muZeme vynasobenim cos(d) upravit na:
= cos(0) - (zo — yo - t&(0)),

yr = cos(0) - (yo + 2o - tg(9)).

Nyni prichazi hlavni myslenka, na které je CORDIC postaven. Pokud budeme
volit tithel § tak, aby jeho tangenta nabjvala hodnot 27¢ pro i € Ny, je mozné
tangentu ve vzorci nahradit niasobenim zvolenou hodnotou 27¢, navic mfizeme
nasobeni nahradit jednoduchym a rychlym bitovym posunem.

Toto omezeni vsak znamend, ze vektor nemiizeme rotovat o libovolny thel,
ale pouze o thel odpovidajici tangenté z dané sady. Pro nase ucely bude stacit

pouze 28 iteraci, tedy i = {0,1,...,27}, protoze hodnota 2727 < 107°.
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Vzhledem k tomu, ze
tg(d) =27" = §=arctg(27),

vyuZijeme nami vypocitané hodnoty funkce arctg(z) pomoci Taylorova polynomu
ze strany 16. Tyto hodnoty jsou vSak pfesné pouze na 8 desetinnych mist a proto
i vysledky algoritmu CORDIC budou presné pouze na osm desetinnych mist.
Abychom dosahli vétsi presnosti, museli bychom spocitat vice ¢lenii Taylorova po-
lynomu! Nahrazenim hodnot tg(d) hodnotami 27 ve vzorcich z predchozi strany
ziskame:
w, = cos(8) - (xo — yo - 27),
Yy = cos(d) - (yo + o - 277).
Jelikoz vSak potfebujeme ziskat presné hodnoty thlu J, a k tomu budeme
vyuZivat pouze rotace o pfedem stanovené uhly §; pro i = {0, 1,...,27}, musime
pridat i moznost, ze thly budeme nejen pricitat, ale také odecitat. Pozadovany

uthel ¢ tak ziskdme s¢itanim jednotlivych thlu §;, tedy napt.:
0=01—0s+0d3+....

K tomu je zapotiebi pfidat novy parametr. Ten si muzeme oznacit jako S,

ktery bude nabyvat pouze hodnot {—1, 1}, proto:
z, = cos(8) - (xg —yo - S -27"),
Yr = cos(6) - (yo + w0 -5 - 277),

Nyni je nasim jedinym problémem cos(9), jelikoZ jeho hodnoty nezname. Vy-

uzijeme vsak toho, ze funkce kosinus je symetricka a plati:
cos(d) = cos(—0),

a navic nepotiebujeme rotovat o vSechny tihly, ale pouze o nami predem stanovené

uhly 6;. Na zakladé téchto vlastnosti mizeme nahradit cos(d) konstantou Z;:
wp =2 (x0—yo-S-277),
Yr = Zi- (Yo + x-S -277).
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Hodnoty, kterych tato konstanta nabyva, zjistime pomoci néasledujicich rovnic:
Z; = cos(0),

tg(d) =27" = d=arctg(2”)) = Z; = cos(arctg(27)).
Nasledné mtzeme ze vztahu:

1

COS(é) = Tgﬁ(d)

vyjadrit hodnotu konstanty Z; pomoci:

1 1

/1t tgi(arctg(27) V142020

Z; = cos(arctg(27"))

Timto jsme upravili ptivodni vzorce na:

1 —i
T, = ————-(T0— Y- S-27"),

V14 2(=2)
B 1
YT

(yo + 0 - S -277),

coz jsou nase vysledné rovnice, s nimiz budeme pracovat. Pro potfeby MATLABu

si je vSak mizeme prevést na matice:

Tr) - 1 —5’12_1 ) T
()=l ) ()

(x) _ 1 - ( 1 =5 2—1’) . (xo)
Yr V1t 22y \Si-27 1 Yo )

Nyni vSak potifebujeme zjistit hodnoty Z; a také hodnoty proménné W,,, pro
které plati:
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Pro jejich vypocet jsem vyuzil nasledujiciho predpisu:

format long
n=26;

i=0:n-1,;

hzobrazime visledky na 15 desetinnjch mist

hpocet iteraci

Z=1./sqrt (1+2.7(-2%1));

for y=1:n;

W(y)=prod(Z(1:y));

end

disp([i’,Z2’,W’]);

%funkce prod vyndsobi vSechny ¢leny od 1 do n

hodnoty Z

hodnoty W

B NGV N e =IESE

20
21
22
23
24
25

0,707106781186547
0,894427190999916
0,970142500145332
0,992277876713668
0,998052578482889

0,999999999999545
0,999999999999886
0,999999999999972
0,999999999999993
0,999999999999998
1,000000000000000

0,707106781186547
0,632455532033676
0,613571991077896
0,608833912517752
0,607648256256168

0,607252935008973
0,607252935008904
0,607252935008887
0,607252935008883
0,607252935008882
0,607252935008881

Nyni jiz méame veskeré informace k tomu, abychom mohli sestavit algoritmus

CORDIC a vypocitat pomoci néj funkéni hodnoty funkei cos(¢) a sin(y).
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2.4. Sestaveni predpisu pro algoritmus CORDIC

Nejprve prevedeme thly z druhého a ttfetiho kvadrantu do prvniho a ¢tvrtého

s prislusnymi zapornymi znaménky:

function vektor = cordic(delta,n) J%vstupni argumenty jsou dhel a pocet
hiteraci, které chceme provést
if delta < -pi/2 || delta > pi/2
if delta < 0

vektor = cordic(delta + pi, n);
else

vektor = cordic(delta - pi, n);
end
vektor = -vektor;
return

end

Néasledné si nadefinujeme jednotlivé parametry potiebné k vypoctu, jako jsou
uhly, o které budeme rotovat, hodnoty konstanty Z;, pocatecni vektor v a kon-

stantu pro déleni dvéma, neboli na$ zminovany bitovy posun.

uhly = [ ...

0.78539816 0.46364761 0.24497866 0.12435499
0.06241881 0.03123983 0.01562373 0.00781234
0.00390623 0.00195312 0.00097656 0.00048828
0.00024414 0.00012207 0.00006104 0.00003052
0.00001526 0.00000763 0.00000381 0.00000191
0.00000095 0.00000048 0.00000024 0.00000012
0.00000006 0.00000003 0.00000001 0.00000001] ;
i=0:n-1;

t=1;

Zi=1./sqrt(1+2.7(-2*i));
for y=1:n;
29



Zn(y)=prod(Zi(1:t));
if t < n; t=t+1;
end;
end;
Zk = Zn(min(n, length(Zn)));
vektor = [1;0];
hodnoty = 1;
uhel = uhly(1);

Nyni uz ptidame cely zbytek, ktery obsahuje vyse zminované parametry véetné

parametru S oznacujicitho smér rotace thlu, a nadmi vypocitanou matici A.

for i = 0:n-1;

if delta < O
S =-1;
else
S =1;
end

faktor = S * hodnoty;

R = [1, -faktor; faktor, 1];
vektor = R * vektor;

delta = delta - S * uhel;
hodnoty = hodnoty / 2;

if i+2 > length(uhly)

uhel = uhel / 2;

else

uhel = uhly(i+2);
end

end;

vektor = vektor * Zk;

return
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2.5. Urceni poctu iteraci

Jak si vSak muzeme vSimnout, pro vypocet thlu pomoci tohoto algoritmu
je zapotiebi dvou argumentii. Prvnim je thel, ktery chceme spocitat, a druhym
je pocet iteraci, které chceme provést, abychom se s néjakou urcitou namahou
dostali k néjakému urcitému vysledku.

Tato moznost vSak pro nas muze byt v praxi nevyhodna a zbyte¢né kompli-
kovana. Pokud s timto algoritmem zacindme, nemusime byt schopni jednoznacné
ur¢it vhodny pocet iteraci. Pouzijeme-li jich méalo, dostaneme nepiesny vysledek.
Pouzijeme-li jich naopak mnoho, budeme zbytecné zatézovat hardware, ktery
miize mit pouze omezenou kapacitu.

Tomu mtzeme jednoduse predejit tim, Ze si vytvorime funkci, kterda nam urci,
kolik musime pouzit iteraci, abychom doséhli pfesnosti na ndmi pfedem zvoleny
pocet desetinnych mist, maximalné vsak 8, jelikoz mame hodnoty arctg(x) pfesné
pouze na 8 desetinnych mist. Nejprve si do funkce (jesté pred for cyklus) nadefi-

nujeme dalsi parametry:

n=100; Jmaximdlni polet iteraci

vn = 0;
a primo do for cyklu:

Kn = Zn(min(i+1, length(Zn)));

Vp= vn;

vn = vektor * Kn;

if j>0 && abs(vp(1)-vn(1))<10~(-r) && (vp(2)-vn(2) < 107(-r))
break;

end;

Tento predpis funguje tak, ze nejprve nacte prvni konstantu vn = 0 a ulozi si
ji jako prvni vysledek vp. Nasledné probéhne CORDIC s jednou iteraci a vysledek
ulozi jako vn. Pokud bude splnéna podminka, Zze probéhne alespon jedna iterace

a zaroven absolutni rozdil téchto hodnot je mensi, nez 107", kde r predstavuje
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pocet desetinnych mist, CORDIC se zastavi a vypiSe vysledné hodnoty sinu i
kosinu a pocet iteraci, které jsou nutné zadat, abychom dosahli daného vysledku.
Pokud vsak jedna z téchto podminek splnéna nebude, ulozi si nové spocitanou
hodnotu vn jako nové vp a znovu spocitd hodnotu vn a to tak dlouho, dokud

podminky splnény nebudou. Pro zobrazeni vysledku pouzijeme:
disp(sprintf (’Poet iteraci = %d’,i+1));
Cely predpis pak bude vypadat nasledovné:

function vektor = cordicp(delta,r) %vstupni argumenty jsou thel a pocet

n=100;
if delta < -pi/2

hiteraci, které chceme provést
|| delta > pi/2
if delta < 0

vektor = cordicp(delta + pi, 1);
else
vektor = cordicp(delta - pi, 1);
end
vektor = -vektor;
return
end
uhly = [ ...
0.78539816 0.46364761 0.24497866 0.12435499 ...
0.06241881 0.03123983 0.01562373 0.00781234 ...
0.00390623 0.00195312 0.00097656 0.00048828 ...
0.00024414 0.00012207 0.00006104 0.00003052 ...
0.00001526 0.00000763 0.00000381 0.00000191 ...
0.00000095 0.00000048 0.00000024 0.00000012 ...
0.00000006 0.00000003 0.00000001 0.00000001];
i=0:n-1;
t=1;

Zi=1./sqrt(1+2.7(-2*i));
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for y=1:n;
Zn(y)=prod(Zi(1:t));

if t < n; t=t+1;

end;

end;

vektor = [1;0];

hodnoty = 1;

uhel = uhly(1);

vn = 0;

for i = 0:n-1;

if delta < O
S = -1;
else
S =1;
end
faktor = S * hodnoty;

R = [1, -faktor; faktor, 1];

vektor = R * vektor;

delta = delta - S * uhel;
hodnoty = hodnoty / 2;
if i+2 > length(uhly)

uhel = uhel / 2;

else

uhel

uhly (i+2);

end

Kn = Zn(min(i+1, length(Zn)));

Vp= vn;

vn = vektor * Kn;

if i>0 && abs(vp(1)-vn(1))<10~(-r) && (vp(2)-vn(2) < 10" (-r))

break;
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end;
end
disp(sprintf (’Poet iteraci = %d’,i+1));
vektor = vn;

return

2.6. Absolutni a relativni chyba

Nyni nas vSak miize jesté napadnout, s jakou pfesnosti pocitd nami zvoleny
MATLAB. Pro vétsinu pouziti stac¢i kratky forméat, ktery ma ¢tyii desetinna
tané hodnoty arkustangens presné na 8 desetinnych mist ndm vSak mohou dat
hodnoty sinus a kosinus spoc¢itané pomoci algoritmu CORDIC opét piesné maxi-
malné na osm desetinnych mist. Pro vétsi presnost bychom museli spocitat vice
¢lentt Taylorova polynomu, nebo pouzit hodnoty arkustangens spocitané pomoci
MATLABU. Pro jednotlivé hodnoty sinus a kosinus pfesné na 8 desetinnych mist
musime provést zhruba 30 iteraci. Tyto hodnoty mtizeme porovnat s hodnotami
funkci sinus a kosinus spoc¢itanych v MATLABu a graficky vyjadrit jejich abso-
lutni a relativni chyby, naptiklad pro vSechny thly od nuly do 7 s krokem 0,5°
nasledujicim predpisem:
function v= test(n)
beta=[0:0.5:90];
t=beta*pi/180;
v= zeros(size(t));
for i=1:length(t);

result = cordic(t(i),n);

v(i) = result(2);
end;
figure(1); plot(beta,sin(t)-v,’r’);%absolutni chyba
figure(2); plot(beta, ((sin(t)-v)./sin(t)));%relativni chyba
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Vysledné grafy znézortiuji ¢ervené absolutni chybu (odchylku naméfené hod-
noty od skuteéné hodnoty) a modfe relativni chybu (pomér skutecnosti a abso-
lutni chyby, tedy jak je chyba velka). Po vynasobeni stem je vyjadfena v procen-
tech.

x 10

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Obrazek 4: absolutni chyba
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Obrazek 5: relativni chyba
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2.7. Zavér

Problematika vypoctu funkénich hodnot elementarnich funkci je velmi ob-
sahla, presto jsem rad, Ze jsem si toto téma vybral. Nejen, zZe jsem si oprasil svoje
znalosti, ale ziskal i mnoho novych. Zjistil jsem, Ze to neni véda pouze teoreticka,
ale méa Siroké praktické vyuziti. Aplikaci vhodného matematického modelu v re-
alném zivoté ndm muze pomoci vyresSit nejeden problém a usnadnit jinak velmi
narocnou praci.

Ptitom feSeni problémt pomoci elementarnich funkci, a¢ se mtze zdati byt
obtiznym, lze velmi snadno Fesit pomoci zakladnich operaci (s¢itani, od¢itani,
nasobeni a déleni). Je vSak potfebné mit spravné informace, které jsou v dnesni
dobé velmi ¢asto podcenovany. Nejvétsi vyhodou je moznost urceni presnosti vy-
sledk®® pomoci jednoduchych vypoc¢ti pouze pomoci tuzky a papiru, coz nam
miize usetfit zbytec¢nou praci, nebo naopak opakovanym pouzivanim jednodu-
chého principu ziskat velmi presné vysledky za pouziti vypocetni techniky, ktera
je v dnesni dobé nedilnou soucasti kazdé domacnosti.

V préci jsem se snazil vyuzit jednoduchych vypoctt k ziskani pribliznych vy-
sledk, stejné jako jejich implementaci do matematického softwaru, konkrétné
MATLABu, pomoci néhoz ziskame presnéjsi vysledky, véetné grafického znazor-
néni.

Tato prace obohatila moje znalosti v oblasti elementarnich funkci, Tayloro-
vych polynomi, mocninych fad a dalsich matematickych vypocti. Téma bylo pro

mne velmi pfinosné a potvrdil jsem si, Ze moje volba byla spravna.
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