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Uvod

Tato diplomova prace se zabyva Tesenim tloh z projektivni geometrie kuzelosecek.
Vedle téchto tloh prace také obsahuje teorii potfebnou k jejich feseni. U ctendre
se predpokladaji alespon zakladni poznatky z projektivni geometrie. Ulohy a obrazky

jsou narysovany pomoci programu QCad. Prace je vysazena pomoci typografického

systému TEX.

Prace je rozdélena do dvou kapitol. V prvni kapitole je stru¢né uvedena zakladni teorie
z projektivni geometrie v roviné. Jsou zde zavedeny zakladni pojmy jako projektivni
rovina, dvojpomér & projektivita. Ucelem této kapitoly je poskytnout ¢tenafi piehled
poznatki a zakladnich konstrukci, které jsou v dalsi kapitole pouzivany. Nejedna se tedy
o kompletni teorii projektivni geometrie v roviné. K hlubsimu studiu této problematiky
lze doporuéit ucebnice [1], [6]. Druhé kapitola se zabyva projektivni geometrii kuzelo-
secek. Polarni, afinni a metrické vlastnosti kuzelosecek jsou zde studovany synteticky
a ziskané poznatky aplikovany na fadu tuloh. Pro prehlednost je vzdy nejprve uvedena

ucelené cast teorie a poté feseny ulohy, které ji aplikuji.



1 Projektivni geometrie v roviné

1.1 Afinni a projektivni roviny

Definice 1.1.1 Afinni rovina je usporddana dvojice mnozin (B,P), kde B je ne-
prazdna mnozina prvki, P je systém jistych podmnozin mnoziny B a jsou splnény
axiomy Al, A2, A3.

Al VX)YeB X#Y dpeP:X,Yep
A2 VX eBVpeP, XépAgeP:Xeqhq|p
A3  Existuji tfi nekolinearni body.

Prvky z mnoziny B nazyvame body. Prvky z mnoziny P nazyvame pfimkami. Afinni
rovinu budeme znacit o = (B, P). Dvé pfimky p, ¢, které nemaji zadny spoleny bod
nebo splyvaji, nazyvame rovnobézkami a zna¢ime pl||q. Dvé piimky, které maji pravé

jeden spolecny bod, budeme nazyvat rtiznobézkami.

Z této definice je mozné odvodit fadu vlastnosti afinni roviny. Naptiklad Ze rovno-
béznost piimek v afinni roviné je relace ekvivalence nebo Ze kazdé dvé rizné primky
maji nejvyse jeden spolecny bod. Jelikoz je z axiomt zajiSténa jak existence alespon
jednoho paru riznobézek, tak i jednoho paru rovnobézek, mohou mit dvé rtizné primky
v afinni roviné pravé jeden nebo zadny spoleény bod. Tato vlastnost bude dulezita
zejména pri porovnavani afinni a projektivni roviny. Pti studiu vzajemnych vztaht

afinni a projektivni roviny vyuzijeme také nasledujicich pojm.

Definice 1.1.2 Svazek rovnobeZek v afinni roviné je mnozina vsSech primek rovnobéz-

nych s danou pfimkou p afinni roviny. Znacéime [ p |.

Definice 1.1.3 Svazek primek v afinni roviné je mnozina vSech pfimek prochéazejicich

danym bodem P afinni roviny. Bod P nazyvame stredem svazku a svazek znacime [ P |.

Z definice afinni roviny lze dale odvodit, Ze kazda afinni rovina obsahuje alespon ¢tyti
body, které jsou po tfech nekolinearni. Navic lze ukéazat, Ze existuje afinni rovina,
ktera obsahuje pravé ¢tyii body. Vedle konecnych afinnich rovin, kterymi se dale ne-
budeme zabyvat, existuji také nekonec¢né afinni roviny. Piikladem nekonecné afinni
roviny je eukleidovska rovina, jelikoz spliiuje vSechny axiomy afinni roviny. P¥i hlubsim
studiu zjistujeme, Ze afinni geometrie pracuje s vlastnostmi, které se zachovavaji pri

rovnobézném promitani. Oproti tomu projektivni geometrie studuje vlastnosti, které



se zachovavaji stfedovym promitanim, a cela teorie je vybudovana na predpokladu,
ze kazdé dvé rtzné primky v téze roviné maji spolecny pravé jeden bod. Pii studiu

projektivni geometrie opét vyjdeme z axiomu a zakladnich pojmii.

Definice 1.1.4 Projektivni rovina je usporadana dvojice mnozin (B, P), kde B je ne-
prazdna mnozina prvkid, P je systém jistych podmnozin mnoziny B a jsou splnény
axiomy P1, P2, P3.

Pl VvVX)YeB X#Y,dpeP : XY ep
P2 Vp,qeP,p#qIXeB: XepAXeq
P3  Existuji ¢tyti body po tfech nekolinearni.

Prvky z mnoziny B opét nazyvame body a prvky z mnoziny P primkami. Projektivni

rovinu budeme znacit 7 = (B, P).

Axiom P2 vylucuje existenci ptimek, které by nemély zadny spole¢ny bod. V projektivni
roviné tedy obecné nezavadime pojmy rovnobéznost a svazek rovnobézek. Oproti tomu

pojem svazek primek lze zavést analogicky jako v pfipadé afinni roviny.

Definice 1.1.5 Svazek primek o stfedu P v projektivni roviné 7 je mnozina vSech

pfimek p C 7 prochézejicich danym bodem P. Znacime P (a,b,c,...) nebo [ P |.

Stejné jako v pripadé afinni roviny existuji konecné i nekonecné projektivni roviny.
Nejmensi kone¢na projektivni rovina obsahuje pravé sedm bodt. Déle se opét zamérime

pouze na nekonec¢né projektivni roviny.

Mezi afinni a projektivni rovinou lze nalézt vzajemny vztah, kdy kazdou afinni rovinu
miizeme rozsifit na rovinu projektivni a naopak z kazdé projektivni roviny vytvorit
rovinu afinni. K tomu tucelu definujeme nevlastni prvky! afinni roviny a nasledné

uvedeme véty, které tento vzajemny vztah popisuji.

Definice 1.1.6 Necht « je afinni rovina a p je libovolna pfimka z této roviny. Svazek
rovnobézek [ p | budeme nazyvat nevlastnim bodem ptimky p. Znacime P = [p].
Mnozinu vSech nevlastnich bodt roviny o budeme nazyvat nevlastni primkou afinni

roviny « a oznacime ji n_ . Ostatni body a primky nazyvame vlastnimi.

Véta 1.1.1 Necht a = (B, P) je afinni rovina. Necht B je mnoZina obsahujici viechny
vlastni i nevlastni body roviny a. A nechf P obsahuje nevlastni pfimku roviny
a vSechny pfimky z mnoziny P doplnéné o piislusné nevlastni body. Potom & = (B, ﬁ)

se nazyva projektivni rovina, kterd vznikla projektivnim rozsirenim afinni roviny a.

I Nevlastni body a nevlastni piimku zavedl francouzsky matematik Girard Desargues roku 1639.
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Véta 1.1.2 Necht 7 = (B,P) je projektivni rovina a n C 7 je libovolnd pevné
zvolend piimka. Polozme B, = B\ {n}, P, = {p=p~{pNn},p € P,p # n}. Potom

T = (Bn,fn) je afinni rovina, ktera byla vytvorena restrikci projektivni roviny .

Eukleidovska rovina je afinni rovinou, lze ji tedy také projektivné rozsitit. Dostaneme
tzv. rozsirenou eukleidovskou rovinu F,. Sméry v této roviné povazujeme za nevlastni
body a mnozinu vsech nevlastni bodii za nevlastni pfimku. Tim dostavame projektivni

rovinu, ve které je navic pro vlastni prvky definovana metrika.

1.2 Princip duality

P1i podrobnéjsim studiu projektivni geometrie lze mezi urc¢itymi pary vét této teorie

nalézt vzajemny vztah, tzv. princip duality.? Nasledujici véta tento vztah popisuje.

Véta 1.2.1 Z kazdé véty V plynouci v projektivni rovinné geometrii z axiomt P1,
P2, P3 dostaneme novou platnou vétu V*, tzv. dudlni vétu, zaménime-li pojmy bod
a primka, prochdzi bodem a leZi na primce, protneme a spojime, kolinedrni a prochd-

zejict jednim bodem.

Obsahuje-li néjaka véta projektivni geometrie pouze pojmy, ke kterym lze vytvorit
pojmy dualni, je mozné k této vété vyslovit vétu dualni, kterou jiz neni t¥eba dokazovat.

Ptipadny diikaz by probihal dualné k dikazu véty ptvodni.

Platnost principu duality v projektivni rovinné geometrii 1ze zdtivodnit volbou axiomt
této teorie. Aplikujeme-li princip duality na axiomy P1, P2 a P3, dostaneme dudlni
axiomy P1*, P2* a P3".

P1* Vp,qeP,p#q¢IXeB: XepAXeq
P2* VX, YeB X#Y,dpeP:X,Yep

P3*  Existuji ¢tyfi pfimky, z nichz zadné tii neprochézi tymz bodem.

Z téchto dudlnich axiomtl lze vybudovat tutéz teorii projektivni rovinné geometrie,
ktera se bude lisit je formalné. Konkrétné axiom P3 bude v této teorii vétou a naopak
axiom P3" je vétou v nasi teorii. Pfi porovnani obou systémi axiomil je vidét,
ze axiom P1 je totozny s axiomem P2 a axiom P2 je totozny s axiomem P1*. Tato

vlastnost axiomil ndm dovoluje zavést princip duality.

2 Princip duality objevil francouzsky matematik Jean-Victor Poncelet v roce 1822.
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V afinni rovinné geometrii princip duality neplati, jelikoz k axiomu A1 neexistuje axiom
dudlni. V teorii afinni rovinné geometrie bychom museli nalézt vétu, ktera by tikala,

7e kazdé dvé primky maji spoleény pravé jeden bod, coz je v rozporu v axiomem A2.

1.3 Roviny desarguesovské, pappovské a fanovské

K axiomiim z definice projektivni roviny je mozné piidat dalsi axiomy a definovat tak

projektivni roviny s rtiznymi vlastnostmi.

Definice 1.3.1 Projektivni rovina, pro kterou plati Desarguestiv axiom P4, se nazyva

desarguesovskad.

P4 Jsou-li A, B,C en, A, B, C" € 7 dvé trojice navzajem ruznych bodu projektivni
roviny takové, ze O = AA'NBB'NCC", pak body P = ABNA'B', Q = ACNA'C'
a R = BC N B'C’ jsou kolinearni (obr. 1).

Obr. 1 Desarguestiv axiom Obr. 2 Papptv axiom

V projektivni roviné je nutné tuto vlastnost zajistit axiomaticky. V projektivnim pro-
storu ji vsak lze dokazat ze zdkladnich axiom, jelikoz k jejimu dikazu je tfeba vyuzit

prostorovych vlastnosti, které v projektivni roviné nejsou k dispozici.

Definice 1.3.2 Projektivni rovina, pro kterou plati Pappiv axiom P5, se nazyva

pappovskd.

P5 Jsou-li p,p’ C 7 dvé navzajem rizné piimky projektivni roviny, A, B,C € p
a A, B',C" € p’ jsou navzajem rizné body a rizné od pruseciku pNp’, pak body
P=AB'NA'B,Q=AC"NnA'C a R= BC'Nn B'C jsou kolinearni (obr. 2).

Mezi rovinami desarguesovskymi a pappovskymi existuje vzajemny vztah. Kazda ro-
vina pappovska je také rovinou desarguesovskou. Existuji vSak roviny, které jsou de-

sarguesovské, ale nejsou pappovské. Pred vyslovenim dalsiho axiomu a axiomu k nému
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duélniho uvedeme definice dvou navzajem dualnich pojmi, kterych se tyto axiomy

tykaji a se kterymi budeme nadale pracovat.

Definice 1.3.3 Mnozina {A, B,C, D} C 7 ¢tyt bodu projektivni roviny, z nichz zadné
tfi nejsou kolinearni, se nazyva uplny ctyrroh. Body A, B,C, D se nazyvaji vrcholy
uplného ctyrrohu, primky spojujici vrcholy se nazyvaji strany uplného ctyrrohu. Dvojice
piimek AB a CD, AC a BD, AD a BC' se nazyvaji protéjsi strany uplného ctyrrohu.
Body E = ABNCD, F = ACNBD a G = AD N BC se nazyvaji diagonalni body

uplného ctyrrohu a tvori tzv. diagonalni trojihelnik (obr. 3).

Definice 1.3.3* Mnozina {a, b, ¢,d} C 7 ¢tyf pfimek projektivni roviny, z nichz zadné
tfi neprochézeji tymz bodem, se nazyva upiny ctyrstran. Piimky a,b, ¢, d se nazyvaji
strany uplného ctyrstranu, priseciky dvou stran se nazyvaji vrcholy upiného ctyrstranu.
Body anbacnd,ancabnd,and abnc se nazyvaji protéjsi vrcholy upiného ctyr-
stranu, primky e, f, g spojujici protéjsi vrcholy se nazyvaji diagondlni primky a tvoii

tzv. diagondlni trojuhelnik (obr. 4).

Obr. 3 Uplny &tyfroh Obr. 4 Uplny é&tytstran

Definice 1.3.4 Projektivni rovina, kterd nespliiuje Fantv axiom P6, se nazyva

fanovskd. V opacném pripadé se nazyva antifanovskd.

P6  Diagonalni body FE, F,G zadného uplného ¢tyirohu obsazeného v projektivni

roviné m nejsou kolinearni.

P6* Diagonalni pfimky e, f, g zadného tplného ¢tyfstranu obsazeného v projektivni

roviné m neprochazeji tymz bodem.

K Desarguesovu a Pappovu axiom je také mozné vyslovit axiomy dudlni. Pficemz
spliuje-li projektivni rovina axiom Desarguestv, resp. Papptlv, resp. Faniv, pak

v ni plati i axiom duélni.
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Jiz diive jsme ukazali, Ze rozsitena eukleidovska rovina je projektivni rovinou. Zajima
nas tedy, zda splniuje i né€ktery z pravé uvedenych axiomti. Lze dokazat, ze rozsifena
eukleidovska rovina je pappovskd a antifanovska projektivni rovina. Spliuje tedy

vsechny uvedené axiomy.

1.4 Dvojpomér a Pappova véta

K zavedeni dalsiho pojmu, se kterym pracujeme v projektivni rovinné geometrii, mu-
sime mit definovanu vzdalenost bodi. Budeme tedy pracovat v rozsitené eukleidovské
roviné. Jelikoz jsme vSak kazdou pfimku eukleidovské roviny rozsitili o nevlastni bod,
musime rozsifit také mnozinu realnych ¢isel R o jeden prvek {oo} a definovat pro tento

prvek pocetni operace. Ozna¢me R = RU {oc}.

VaeR:a+o00o=00;VaeR~{0}:a-0c0=00,a:00=0,a:0=00

Definice 1.4.1 Vzdalenost bodi A, B piimky p méfend od bodu A k bodu B
se naz§va orientovand vzddlenost a madime ji |AB|. Je-li A = B, pak |AB| = 0.
Je-li praveé jeden z bodu A, B nevlastni, pak |zﬁ| = |B*f4| = 0.

Definice 1.4.2 Nechf A, B jsou dva rtzné vlastni body pfimky p a bod C' je libovolny
bod téze piimky p. Je-li bod C vlastni, potom oznacme Ao = |AC| : |BC|. Je-li C' bod
nevlastni Ao = 1. Cislo Ao € R potom nazyvame délici pomér bodu C vzhledem
k bodim A, B. Zna¢ime \, = (ABC).

Mame-li na primce p pevné dany dva rizné vlastni body A, B, pak kazdému bodu C
primky p je jednoznacné prifazena jedind hodnota dvojpomeéru A.. A obracené kazdé
hodnoté Ao € R je jednozna¢né piifazen pravé jeden bod C' tak, ze A\ = (ABC).
Pro A = C, resp. B = (C, dostavame A\, = 0, resp. Ao = oo. Je-li bod C stiedem
usecky AB, pak A\, = —1.

Orientovana vzdalenost ani délici pomeér se pii stfedovém promitani nezachovavaji
a tudiz nejsou predmétem studia projektivni geometrie. Délici pomér se vsak zachovava

rovnobéznym promitanim a je tedy pojmem afinni geometrie.

Definice 1.4.3 Necht A, B, C, D jsou ¢tyfi navzajem ruzné body piimky p, pfi¢emz
body A, B jsou vlastni. Potom pomér u = A : A\p, kde A\ a Ay jsou délici poméry
bodi C, D vzhledem k bodim A, B, se nazyva dvojpomér bodu A, B, C', D v tomto
poradi a znaéi se p = (ABCD).
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Pro nevlastni bod C

[e 3]

resp. D_, dostavame uzitim definice orientované vzdalenosti

a definice déliciho poméru nasledujici rovnosti.

AD| |BD|
o= (480 D) = (a5, (a5D) =1: AL 2B )
|AC| |AC|
= (ABCD_) = (ABC) : (ABD_) = — :1 = — = (ABC
o= (aBeD,) = (480) s (43D, = 1] 1= 13— (4o

Nasledujici véta uvadi nékteré dalsi vlastnosti dvojpoméru, které lze odvodit primo

z jeho definice, z definice déliciho poméru a vlastnosti orientované vzdalenosti.

Véta 1.4.1 Necht A, B, C, D jsou ¢tyfi navzajem ruzné vlastni body primky p,
pak plati (ABCD) = (CDAB), (ABCD) = (BADC), (ABCD) = 1:(ABDC),
1—-(ABCD) = (ACBD,).

Dukaz
AC| |AD| —|CA| —|DA CAl |CB
(ABCD) = |£| : |%| — |(’;| : |%| = |(’;| : |(’;| = (CDAB)
|BC| |BD| —|CB| —|DB| |DA| |DB|
AC| 1AD| [\Bc|1 ' |\BD| |BD| |BC
(ABCD) = |%| : |%| _ |%| . |%| _ I%| : |%| _ (BADC)
|BC| |BD)| |AC| |AD|  |AD] |AC]
_ (ABC) [(4BD)]™' . (ABD)
(ABCD) = GzD) ~ |(asoy| — 1 (aso —1: (ABDC)
| - (ABCD) =1 |AC] . |AD| _ |BC|-|AD| — |AC|-|BD _ —|AB|-|CD| _
|BC| " |BD)| |BC| - |AD| |BC| - |AD|
AB| |AD
|CB| |CD|

O

Tato véta plati pouze pro body vlastni, jelikoz v definici dvojpoméru vyzadujeme, aby

Vv e

Vv

Definice 1.4.4 Necht A, B, C, D jsou navzéajem ruzné body vlastni piimky p. Jestlize
néktery z bodi A, B je nevlastni, pak dvojpomér téchto bodt definujeme vztahem
(ABCD) = (CDAB).
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Mame tedy definovan dvojpomér pro kazdou ¢tverici navzajem rtznych bodu lezicich
na vlastni pfimce. Pro kazdou takovouto ¢tveftici bodi existuje maximalné Sest riznych
hodnot dvojpomérti, kterych mohou nabyvat v zavislosti na jejich usporadani. Pricemz

dvojpomér ¢tyr riznych bodi mize nabyvat vSech readlnych hodnot kromé 0 a 1.

1.(ABCD) = (CDAB) = (BADC) = (DCBA) = p1
2.(ABDC) = (DCAB) = (BACD) = (CDBA) = ;
3.(ACBD) = (BDAC) = (CADB) = (DBCA) =1 — p
4.(ADBC) = (BCAD) = (DACB) = (CBDA) = “;1
5.(ACDB) = (DBAC) = (CABD) = (BDCA) = 1iﬂ
6.(ADCB) = (CBAD) = (DABC) = (BCDA) = uﬁl

Definici dvojpoméru lze rozsitit, aby zahrnovala i pripad, kdy dva vlastni body z danych
¢tyt splynou. Jsou-li body A, B, C' tfi navzajem ruzné vlastni body, mizeme definovat
(ABCD) =00 pro A= D, (ABCD)=0pro B=D a (ABCD) =1 pro C = D. Pro
takto definovany dvojpomér a pro pevné zvolené ruzné vlastni body A, B, C' ptimky p
je kazdému bodu pfimky p pfifazena jedind hodnota dvojpoméru pu € R. A obracené

ke kazdé hodnoté p € R lze sestrojit jediny bod D piimky p takovy, ze p = (ABCD).

Podle znaménka dvojpoméru mizeme rozliSovat vzajemnou polohu ¢tyt riiznych bodi
na ptimce. Je-li hodnota dvojpoméru (ABCD) zaporné, fikdme, Ze se dvojice bodi
A, B a C, D oddéluji. Je-li (ABCD) > 0, fikdme, Ze se neoddéluji.?

V piipadé, kdy dvojpomeér nabyva nékteré z hodnot {—1, 3,2} dostdvame misto Sesti

riznych hodnot dvojpoméri hodnoty pouze tii. Dvojpomér y = —1 ma zvlastni vy-
znam Vv teorii kuzelosecek, a proto si uvedeme nékteré jeho vlastnosti, které plynou

z vlastnosti dvojpoméru.

Definice 1.4.5 Je-li (ABCD) = —1 fikdme, ze body A, B,C, D tvofi harmonickou
¢tverici nebo ze body C, D jsou harmonicky sdruzeny s body A, B nebo Ze bod D
je harmonicky sdruZen s bodem C vzhledem k bodim A, B nebo ze bod D je cturty
harmonicky k bodim A, B, C.

Véta 1.4.2 Jsou-li body C, D harmonicky sdruzeny vzhledem k bodim A, B, pak
jsou také body A, B harmonicky sdruzeny vzhledem k bodam C, D.

3 Dvojice bodfi A, B a C, D na pfimce se oddéluji, jestlize mezi body A, B lezi pravé jeden z bodt C, D.
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Véta 1.4.3 Jsou-li body C, D harmonicky sdruzeny vzhledem k bodim A, B, pak
jsou také body D, C' harmonicky sdruzeny vzhledem k bodim A, B ik B, A.

Zatim nemame definovan dvojpomér pro c¢tverici nevlastnich bodu. K tomu potiebu-

jeme nasledujici vétu, ktera navic fika, ze dvojpomér je pojmem projektivni geometrie.
Véta 1.4.4 (Pappova) Dvojpomér se stfedovym promitdnim neméni.

Pappova véta umoznuje zavést dvojpomeér ¢tyi primek prochézejicich jednim bodem.

Pomoci dvojpoméru piimek poté definujeme dvojpomér ¢tyi nevlastnich bodii.

Definice 1.4.6 Necht a, b, ¢, d jsou ¢tyfi navzajem rtzné pfimky projektivni roviny,
které prochézeji bodem S. Dvojpomér piimek (abed) definujeme jako dvojpomér ¢tyf
bodt A, B, C, D, které jsou pruseciky libovolné vlastni primky p neprochazejici bodem

S s pfimkami a, b, ¢, d.

Definice 1.4.7 Je-li (abed) = —1 fikdme, Ze ptimky a, b, ¢, d tvoii harmonickou
ctverici nebo ze c, d jsou harmonicky sdruZeny s primkami a, b nebo zZe pfimka d
je harmonicky sdruZena s primkou ¢ vzhledem k ptimkam a, b nebo ze piimka d je ¢tvrtd

harmonickd k primkam a, b, c.

Definice 1.4.8 Necht A_, B, C_, D_ jsou ¢tyfi navzajem rizné nevlastni body
projektivni roviny. Dvojpomér (AOO B _C Doo) téchto bodt definujeme jako dvojpomeér
ptimek (abcd), kde a = SA_, b =SB, c= SC_,d = SD_ a bod S je libovolny

vlastni bod projektivni roviny.

(ool

1.5 Harmonické vlastnosti aplného ¢tyirohu a ¢tyrstranu

V projektivni geometrii casto fesime ulohu, kdy ke tfem prvkim, bodim ¢i prim-
kam, mame nalézt ¢tvrty harmonicky prvek. Existuje nékolik rtznych konstrukei, jak
¢tvrty harmonicky prvek sestrojit. Nékteré z téchto konstrukei jsou zalozeny na metrice
a jiné jsou cisté projektivni. Dfive nez ukazeme, jak danou tlohu fesit projektivnimi
prostiedky, uvedeme nékolik vlastnosti iplného c¢tyirohu a tplného ctytstranu, které

pri TeSeni vyuzijeme.

Véta 1.5.1 Na kazdé strané uplného ctyirohu tvoii dva vrcholy, diagonalni bod

a prisecik diagonaly se stranou harmonickou ¢tverici bodi.
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Véta 1.5.1" 'V kazdém vrcholu tplného ¢tytstranu tvori dvé strany, diagonalni primka

a spojnice diagonalniho bodu s vrcholem harmonickou ¢tverici primek.

“TA H BN\ —t

Obr. 5 Véta 1.5.1 Obr. 6 Véta 1.5.1%

Véta 1.5.2 Dvojice protilehlych stran tiplného ¢tyirohu déli harmonicky dvojici dia-

gondal prochazejicich priisec¢ikem téchto stran.

Véta 1.5.2° Dvojice protéjsich vrcholt iplného ¢tyistranu déli harmonicky dvojici

diagonalnich bodt lezicich na spojnici téchto vrcholt.

Véta 1.5.3 Na diagonale iplného ¢tyirohu tvoti harmonickou ¢tvetici dva diagonalni
body a dva priseciky této diagonaly s dvojici protéjsich stran prochazejicich tietim

diagonalnim bodem.

Véta 1.5.3" V diagonalnim bodé uplného ¢tyistranu tvori harmonickou ¢tvetici dveé
diagonalni primky a dvé spojnice tohoto diagonalniho bodu s protéjsimi vrcholy lezicimi

na treti diagonalni pfimce.

Konstrukce 1.5.1 Jsou dany tfi kolinearni vlastni body A, B, C. Sestrojte bod D
tak, aby (ABCD) = —1.

A

Obr. 7 Konstrukce ¢tvrtého harmonického bodu

Postup (obr. 7): Bodem C' vedeme piimku ¢, bodem A piimky a, @’ a bodem B piimky
b, b’ tak, aby anb e caad Nb' € c. Body and’ a a’ Nb urcuji piimku d, na které lezi
hledany bod D (véta 1.5.1).
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Konstrukce 1.5.2 Jsou dany tii vlastni pfimky a, b, ¢, které prochazeji bodem S.
Sestrojte pfimku d tak, aby (abed) = —1.

Obr. 8 Konstrukce ¢tvrté harmonické primky

Postup (obr. 8): Libovolnym bodem pfimky ¢ vedeme dvé rizné piimky p, p’ rizné
od primky ¢, které protnou piimky a, b v bodech A, A’, B, B'. Hledana pifimka d
je uréena bodem S a bodem D, kde D = AB'N A’'B (véta 1.5.1%).

1.6 Perspektivni a projektivni zobrazeni

Jednim ze zakladnich Gtvari v projektivni geometrii je svazek primek. K tomuto utvaru

lze zavést pojem dualni a studovat vzajemné vztahy téchto utvart.

Definice 1.6.1 Mnozina vsech bodti dané pfimky p se nazyva primd tada bodovd.

Piimka p se nazyva nositelka tady a fadu znacime p (A, B,C,...) nebo [p].

Definice 1.6.2 Bud [ p | piima fada bodova, | A | svazek pfimek a pfedpokladejme,
ze stfed svazku nelezi na nositelce fady. Zobrazeni ¢ : [A] — [p], resp. ¢ : [p] —
— [ A] definované vztahem © — X = zNp, resp. X — x = AX, se nazyva perspektiv-

nim zobrazenim (perspektivitou) svazku [ A | na fadu [ p]. Znacime ¢ : [p|A[ A].

Jelikoz mé pfima fada bodova i svazek pfimek stejné prvkia a perspektivni zobrazeni
je prosté, je perspektivita bijekci. Nebudeme tedy rozliSovat mezi perspektivitou ¢

a ¢~ '. Perspektivitu je moZné definovat i pro dvé fady bodové & dva svazky piimek.

Definice 1.6.3 Necht [ p], [ ¢ ] jsou dvé ptimé fady bodové, zobrazenip: [p] — [ q]
nazyvame perspektivitou fad [ p ], [ q |, jestlize existuje takovy svazek | A |, jehoz stied
nelezi na zadné z danych fad, Ze zobrazeni p je sloZzenim perspektivit svazku [ A ]

po fadé na ptimé fady bodové [p |, [ ¢]. St¥ed tohoto svazku nazveme stredem per-

A
spektivity pfimych fad bodovych [p ], [ ¢ ]. Znacime p: [p] A [q]-

16



Definice 1.6.3* Nechf [ P ], [ @] jsou dva svazky piimek, zobrazeni p : [ P| —
— [ Q | nazyvame perspektivitou svazki [ P |, | @ ], jestliZe existuje pfim4 fada bodova
[ a ] neprochazejici stiedy danych svazkt tak, Ze zobrazeni p je sloZzenim perspektivit
fady [a] po fadé na svazky [P |, [ @ ]|. Pfimou fadu bodovou [a | nazveme osou
perspektivity svazki [ P ], [ Q ]. Znacime p: [ P | A [Q .

Z definice perspektivity plyne, Ze dvé primé fady bodové jsou perspektivni, jestlize
jsou fezem téhoz svazku. A dudlné, dva svazky primek jsou perspektivni, jestlize jsou

prumétem téze fady. O urcenosti perspektivity hovofi nasledujici navzajem dudlni véty.

Véta 1.6.1 Necht [p], [ ¢ ] jsou dvé rizné pfimé fady bodové, necht jsou dény na-
vzéajem ruzné body A,, A, € [p|, By, B, € [ ¢ ], které jsou zaroven rizné od priseciku
pfimek p, ¢q. Pak existuje jedin& perspektivita fady [ p | na fadu [ ¢ |, v niz A; — B,
a Ay, = B,.

Véta 1.6.1" Necht [ P ], [ @] jsou dva riizné svazky piimek, necht jsou dany navza-
jem rtizné pfimky a,,a, € [ P, by, b, € [ Q |, které jsou rizné od spojnice bodu P, Q.

Pak existuje jedind perspektivita svazku | P | na svazek [ Q |, v niz a;, — b, a a, — b,.

Je-li v perspektivité fad, resp. svazkl, p = ¢, resp. P = @, pak je ziejmé dana
perspektivita identitou. Obecné lze tedy fici, Ze perspektivita, ktera neni identitou,
je urc¢ena dvéma pary odpovidajicich si prvki. Dale je mozné ukazat, ze perspektivni
zobrazeni zachovavd dvojpomér. Jelikoz slozeni dvou perspektivit neni obecné

perspektivitou, zavadime tzv. projektivni zobrazeni, které je obecnéjsi.

Definice 1.6.4 Zobrazeni p, které mize byt vyjadieno sloZzenim konec¢ného poctu

perspektivit se nazyva projektivni zobrazeni (projektivita).

Z definice projektivniho zobrazeni plyne, Ze zachovava dvojpomér a oproti perspekti-
vité navic plati, ze slozeni kone¢ného poctu projektivit dava opét projektivitu. Vétu
o urcenosti vyslovime pouze pro projektivni zobrazeni dvou fad, pro ostatni pripady

zni analogicky.

Véta 1.6.2 (fundamentalni teorém) Necht p, ¢ jsou dvé pfimky projektivni roviny.
A, B, C jsou tfi navzajem rizné body ptimky p a A’, B’, C" jsou tfi navzajem rizné body
primky ¢, vSechny rtizné od pruseciku pfimek p a ¢. Pak existuje jedind projektivita
p:lp]l—1q], kterd zobrazi A - A", B— B"a C — C".

V rozsitené eukleidovské roviné je fundamentalni teorém ekvivalentni Pappovu axiomu

a projektivita je v ni tedy urcena tfemi pary odpovidajicich si bodi.
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Definice 1.6.5 Dvé ptimé fady bodové [ p |, [ ¢ | nazveme soumistngmi, jestlize p = q.

V opacném pripadé je nazyvame nesoumistnyma.

Definice 1.6.5* Dva svazky pfimek [ P |, [ @ | nazveme soumistnymi, jestlize P = Q.

V opacném pripadé je nazyvame nesoumistnyma.

Projektivity dvou soumistnych fad, resp. svazkt, dale délime podle poc¢tu samodruz-
nych prvkia. Jestlize v projektivité soumistnych atvara existuji tii rtizné samodruzné
prvky, pak z fundamentalniho teorému vyplyva, ze je tato projektivita identitou. Sou-
mistna projektivita, ktera neni identitou, mize tedy mit nejvyse dva rtizné samodruzné

prvky.

Definice 1.6.6 Projektivita dvou soumistnych ttvard se dvéma riznymi samodruz-
nymi prvky se nazyva hyperbolicka. S jednim samodruznym prvkem se nazyva parabo-

licka. Projektivita bez samodruznych prvka se nazyva elipticka.*

Pro hyperbolické projektivity lze dokéazat nasledujici dualni véty, kterych vyuzivame

pri dopliiovani téchto projektivit.

Véta 1.6.3 Jsou-li X, Y dva rizné samodruzné body soumistné projektivity rad
potom dvojpomér (XY AA") =k, kde A, A’ jsou libovolné body odpovidajici si v této

projektivité, a toto c¢islo se nazyva charakteristika projektivity rad.

Véta 1.6.3" Jsou-li z, y dvé rizné samodruzné primky soumistné projektivity svazki
potom dvojpomér (zyaa’) = k, kde a, a’ jsou libovolné ptimky odpovidajici si v této

projektivité, a toto ¢islo se nazyva charakteristika projektivity svazki.

Z definice projektivity je ziejmé, ze kazda perspektivita je soucasné projektivitou. Pro
nesoumistné projektivni utvary miizeme vyslovit kritérium, kdy je dana projektivita

perspektivitou.

Véta 1.6.4 Dvé nesoumistné projektivni fady jsou perspektivni prave, kdyz je jejich

prusecik samodruzny bod.

Véta 1.6.4" Dva nesoumistné projektivni svazky jsou perspektivni pravé, kdyz

je spojnice jejich stfedtt samodruzné pirimka.

Pokud v projektivni geometrii pracujeme s komplexnimi prvky, dostavame pro samodruzné prvky
tyto moznosti: dva rtizné realné samodruzné prvky, jeden dvojnasobny redlny samodruzny prvek, dva
imaginarné sdruzené samodruzné prvky.
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K doplnovani nesoumistnych projektivit vyuzivame nasledujicich vlastnosti.

Véta 1.6.5 Jsou-li dany dvé nesoumistné projektivni fady bodové, potom priseciky
AB'NA'B, AC'NA'C a BC'"N B'C lezi na ptimce, tzv. direkéni ose danych fad.

Direkcni osa protina nositelky v bodech, které odpovidaji priiseciku obou nositelek.

Obr. 9 Direkéni osa Obr. 10 Direkéni stied

Véta 1.6.5" Jsou-li dany dva nesoumistné projektivni svazky ptimek, potom primky
(an?d) (@ Nb), (anc) (@ Ne)a (bNc) (b Ne) prochazeji tymz bodem, tzv. direkc-
nim stredem danych svazkid. Spojnice direkéniho stfedu se stiedy danych svazki jsou

primky, které v dané projektivité odpovidaji spojnici stiedid danych svazkii.

Konstrukce 1.6.1 Projektivita dvou nesoumistnych svazka [ P |,[ P'] je urena
tfemi pary odpovidajicich si pfimek a,b,c,a’,b’, . K dané ptimce d svazku [ P | se-

strojte odpovidajici pfimku d’ svazku | P’ |.

Obr. 11 Dopliiovani projektivity svazka

Postup (obr. 11): Oznad¢ime aNd =1,a' Nb=2,bNc =3, ' Nc=4,dNb =5.
Direkéni stfed O projektivnich svazki [ P |, [ P' | sestrojime jako pruse¢ik piimek 12

a 34. Piimka O5 protind primku b v bodé 6, kterym prochazi hledana primka d'.
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Konstrukce 1.6.2 Projektivita dvou nesoumistnych svazkia [ P | a [ P’ | je uréena
tfemi pary odpovidajicich si pfimek a, b, ¢, a’, b, ¢'. K pfimce PP’ svazku [ P’ | sestrojte

odpovidajici pfimku p svazku [ P |.

A

3b

b' Al

Obr. 12 Dopliiovani projektivity svazkta

Postup (obr. 12): Podle véty 1.6.5* prochézi pfimka p direkénim stfedem projektivnich
svazki | P ], [ P']. Direkéni stfed sestrojime stejné jako v konstrukei 1.6.1. Hledana

primka p je tedy urcena body P, O.

1.7 Involuce

U soumistnych atvari lze studovat specialni druh projektivniho zobrazeni, které slozeno

samo se sebou dava identitu. Takovéto zobrazeni nazyvame involutornim (involuci).

Definice 1.7.1 Involutornim pdrem bodu (pfimek) rozumime takovy pér, pro ktery
plati, jestlize f: A — A', pak (A= B') = (A" = B). Tedy A < B.

Véta 1.7.1 Jestlize v hyperbolické projektivnosti dvou soumistnych utvart existuje
kromé samodruznych prvkia alesponi jeden involutorni par, pak jsou vsechny prvky

involutorni a dand projektivita je involuce.

Tato véta je kritérium, kdy je danad hyperbolicka projektivita involuci. Pro obecnou
involuci lze dokazat, ze je urcena dvéma pary odpovidajicich si prvki. Déle je mozné
ukézat, ze kazda involuce méa bud dva rtzné samodruzné prvky nebo nemé zadny

samodruzny prvek.

Definice 1.7.2 Involuce se dvéma riznymi samodruznymi prvky se nazyva hyperbo-

licka. Involuce bez samodruznych prvki se nazyva eliptickd.
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Véta 1.7.2 Jestlize se pary odpovidajicich si prvkd v dané involuci oddéluji, je dana

involuce elipticka. Neoddéluji-li se je hyperbolicka.

U hyperbolické involuce miizeme hovotit o jeji charakteristice. Lze dokazat, ze libo-
volny par odpovidajicich si prvkd oddéluje harmonicky dvojici samodruznych prvki.

Charakteristika hyperbolické involuce je tedy rovna —1.

Kazdé involuci piimych fad bodovych lze jednozna¢né prifadit c¢iselnou hodnotu
tzv. mocnost involuce. Mocnost jiz neni, oproti charakteristice hyperbolické involuce,

pro vSechny involuce stejna.

Definice 1.7.3 Stredem involuce ptimych fad bodovych se nazyva takovy vlastni bod

primky, ktery odpovida nevlastnimu bodu.

Véta 1.7.3 Soucin orientovanych vzdalenosti odpovidajicich si vlastnich bodu v in-

voluci od stfedu involuce je konstantni a nazyva se mocnost involuce.

Jelikoz se odpovidajici si body hyperbolické involuce neoddéluji, je jeji mocnost kladné.
Pro eliptickou involuci naopak zaporna. K pojmu stied involuce neexistuje pojem dualni

a tedy u involuce svazkl nezavadime jeji mocnost.

Sestrojeni stfedu involuce, samodruznych prvka a involutornich part je mozné pro-
vadét cisté projektivné s vyuzitim vlastnosti projektivnich atvarti. Pti konstrukcich

v rozsirené eukleidovské roviné lze také vyuzit vlastnosti mocnosti involuce rad.

Konstrukce 1.7.1 Involuce je dana dvéma pary odpovidajicich si bodi A — A,
B — B’. Urcete stied S této involuce.

Obr. 13 Konstrukce stfedu involuce

Postup (obr. 13): Body A, B, resp. A’, B', vedeme navzijem rovnobézné piimky a,
b, resp. a’, b'. Oznac¢ime pruseciky a Nd =1, a’ N b = 2. Pfimka 12 protina nositelku

projektivnich fad v hledaném stfedu involuce S.°

5 Zdtvodnéni konstrukce lze nalézt napiiklad v uéebnici [1], kde je uvedena i konstrukce pomoci chordal.
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Konstrukce 1.7.2 Hyperbolické involuce je dana stfedem S a parem odpovidajicich

si bodi A — A’. Urcete jeji samodruzné body X, Y.

K
AX A S Y

Obr. 14 Konstrukce samodruznych bodu involuce

Postup (obr. 14): Pro mocnost involuce plati |SA| - |SA'| = |SX|* = |SY|*. Pomoci
Eukleidovy véty o odvésné tedy uréime velikost tsecky SX, |SX| = |SM]|. Hledané

samodruzné body X, Y lezi na kruznici se stfedem ve stiedu involuce S a polomérem
délky |SM| (véta 1.7.3).

Dopliiovani involuce svazkt lze TesSit prevedenim na konstrukce v involuci pfimych
fad bodovych. Dale lze k dopliovani involuce svazki ¢i fad vyuzit poznatkd z teorie
projektivni geometrie kuzelosecek. Tyto konstrukce uvedeme v nasledujici kapitole. Pro
involuci svazkil vsak vyslovime vétu, kterda nam v projektivni geometrii kuzelosecek

dovoli zavést pojem os kuzelosecky.

Definice 1.7.4 Involuce svazki, ve které jsou vsechny odpovidajici si pfimky navza-

jem kolmé, se nazyva pravouhld involuce.

Véta 1.7.4 V involuci svazki, ktera neni pravotuihla ani identicka, existuje prave jeden

pravouhly par odpovidajicich si piimek.
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2 Projektivni geometrie kuzelosecek

V této kapitole budeme predpokladat, ze projektivni rovina 7 je pappovska a antifanov-
sk& projektivni rovina. Prti feseni tloh budeme navic pozadovat, aby tato projektivni

rovina byla rozsifena eukleidovska rovina.

2.1 Definice a zakladni vlastnosti kuzelosecek

Definice 2.1.1 Necht jsou v projektivni roviné = dany dva nesoumistné projektivni
svazky A (z,y,z,...), B(z',y',Z,...). Mnozina vSech pruseciki odpovidajicich si pfi-

mek v projektivité ¢ se nazyva kuZelosecka v roviné w. Znacime K (A, B, v).

Dva nesoumistné projektivni svazky lze urcit pomoci tii part odpovidajicich si piimek,
tedy péti rtiznymi body®, z nichZ zadné &tyii nelezi na téze piimce. MiZeme se vSak
ptat obecnéji, zda ke kazdé pétici bodi existuje projektivita nesoumistnych svazkt

(kuzelosecka), kterd tyto body obsahuje jako priseciky odpovidajicich si pfimek.

Véta 2.1.1 Necht A,, A,, A;, Ay, As je pét riznych bodu projektivni roviny 7, potom
existuje takova kuzelosecka K (A, B, @), 7e {Ay, Ay, A3, Ay, As} C K (A, B, p).

Dukaz Budeme se snazit nalézt projektivitu svazki, kterd bude uréena pomoci da-

nych bodu. Podle polohy bodt rozdélime dikaz na ¢tyti ¢asti.

(1) Necht body A, A,, A;, Ay, A; lezi na pFimce p. Zvolime libovolné body P, P' ne-
lezici na primce p a z téchto bodl promitneme primkami danou pétici bod.
Dostaneme tak dva projektivni svazky pfimek [ P ], [ P’ ], které jsou navic per-
spektivni. Spojnice bodu P, P’ je tedy samodruzna piimka. Kuzelosecka obsahujici
body A, A,, A;, A4, A; je tedy tvorena piimkami p a PP’.

(2) Necht A;, Ay, A3, Ay € p a Ay ¢ p. Zvolime libovolny bod P nelezici na pfimce p
a rizny od bodu A;. Podobné jako v pfipadé (1) dostaneme dva perspektivni
svazky [ As |, [ P |. Kuzelosecka obsahujici body A, A,, A;, Ay, A je tedy tvofena
piimkami p a PA;.

(3) Necht A, A,,A; € pa Ay, A5 ¢ p. Z bodia A,, A; promitneme piimkami zbylé
body A, Ay, A3 a dostaneme opét dva perspektivni svazky [ A, |,[ A5 |. KuZelo-

secka je tedy tvorena pfimkami p, A,A;.

¢ Dva stfedy svazki a tfi pruseciky odpovidajicich si primek.
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(4) Necht zadné t¥i body nelezi na piimce. Z bodt A,, A; promitneme ptimkami
body A,, A,, A;. Dostaneme dva nesoumistné projektivni svazky ptimek urcujici
kuzelosecku, ktera obsahuje body A,, A,, A;, A,, As.

O

Kazdymi péti riznymi body tedy prochéazi kuzelosecka, kterd vsak obecné nemusi byt
jedina. Je-li napfiklad téchto pét bodt kolinearnich, pak existuje nekone¢né mnoho
takovych kuzelosecek. K tomu, abychom mohli hovorit o jednoznac¢né urcenosti kuze-

losecky péti body, je tfeba se omezit na jisty typ kuzelosecek.

Definice 2.1.2 Kuzelosecka K (A, B, ) v projektivni roviné 7 se nazyva singuldrni,
existuje-li pfimka p takova, ze [p] C K (A, B, ). V opatném piipadé se kuzelosecka

nazyva requldrns.

V ¢astech (1),(2) a (3) dikazu véty 2.1.1 je kuZelosecka prochézejici danymi body vzdy

singularni. Nésledujici véta popisuje dilezité vlastnosti kuzelosecky z ¢asti (4).

Véta 2.1.2 Necht A, Ay, A;, Ay, A; je pét riznych bodi projektivni roviny 7, z nichz
zaddné tTi nelezi na téze ptimce. Pak existuje pravé jedna kuzelosecka, ktera tyto body

obsahuje. Tato kuzelosecka je vzdy regularni.

Na rozdil od singularnich kuzelosecek jsou tedy regularni kuzelosecky urceny jedno-
zna¢né péti svymi libovolnymi réiznymi body. Zadna singularni kuZelosecka tedy ne-
obsahuje pét po trech nekolinearnich bodi. A naopak zadna regularni kuzelosecka
neobsahuje tfi kolinearni body. Z dtkazu véty 2.1.1 lze snadno odvodit nasledujici

vety.

Véta 2.1.3 Kuzelosecka K (A, B, ¢) v projektivni roviné 7 je singularni pravé tehdy,

kdyz ¢ je perspektivita. V opacném piipad€ je regularni.

Véta 2.1.4 Body regularni kuzelosecky se promitaji z libovolnych dvou svych
bodt P, P’ projektivnimi svazky. Jejich direkénim stfedem prochézeji tecny” dané ku-

zelosecky sestrojené v bodech P, P'.

Dukaz Dokézeme pouze druhou ¢ast této véty. Kazda piimka svazku [ P | obsahuje
nejvyse dva body kuzelosecky, stted P svazku a prisecik s odpovidajici pfimkou. Pro-
toze na piimce svazku [ P |, kterd odpovida spojnici stfedid P, P’, je timto prisecikem
bod P, je tento bod P dvojnasobnym bodem a dana ptfimka tedy tecnou kuzelosecky.

d

7 mox y w P . . PRV .
Tecnou nazyvame primku, kterd ma s kuzeloseckou pravé jeden spoleény bod.
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P¥i urcéovani projektivity svazkii lze vzit za jeden (¢i dva) odpovidajici si par pimek ta-
kovy par, ve kterém si odpovida spojnice stied svazki a pfimka prochézejici direkénim

sttedem. Dostavame tak dalsi zptisoby urceni regularni kuzelosecky.
Véta 2.1.5 Kuzelosecka je urcena tecnou s bodem dotyku a dal$imi tfemi body.
Véta 2.1.6 Kuzelosecka je urcena dvéma tecnami s body dotyku a dalsim bodem.

Princip duality zarucuje platnost nasledujicich vét. Véta 2.1.3" popisuje dualni zptisob,

jak lze kuzelosecky zavést.

Véta 2.1.2" Péti primek v roviné, z nichz zadné tii neprochéazi tymz bodem, se dotyka

jedind kuzelosecka, kterd je regularni.

Véta 2.1.3* Jsou-li p(A,B,C,...), p'(A,B',C",...) dvé nesoumistné projektivni
fady bodové, pak spojnice a = AA',b = BB',c = CC’,... odpovidajicich si bodu
jsou tecny néjaké kuzelosecky. Jsou-li fady perspektivni, je kuzelosecka singulérni.

V opac¢ném pripadé je regularni.

Véta 2.1.4* Tecny kuzelosecky protinaji dveé jeji libovolné te¢ny p, p’ v projektivnich
fadach bodovych. Jejich direkéni osa protina kuzelosecku v bodech, v nichz se ji dotykaji

tecny p,p'.
Véta 2.1.5° Kuzelosecka je urcena tecnou s bodem dotyku a dalsimi tfemi te¢nami.
Véta 2.1.6" Kuzelosecka je urcena dvéma tecnami s body dotyku a dalsi te¢nou.

7 véty 2.1.4 a vlastnosti projektivnich svazkl primek plyne néasledujici véta, diky které
je mozné zavést dvojpomér ¢tyt bodi na kuzelosecce a poté také dvojpomeér ¢tyt tecen

kuzelosecky.

Véta 2.1.7 Ctyti dané body kuzelosecky se promitaji ze vsech jejich bodt ¢tveficemi
primek konstantniho dvojpomeéru. Mnozina vSech bodtl, z nichz se dané ¢tvefice bodi
promita ¢tveticemi primek konstantniho dvojpoméru, je kuzelosecka, ktera témito body
prochézi. Piimka, ktera z bodu kuzelosecky promita tentyz bod, je tecna kuzelosecky

v tomto bodé.

Véta 2.1.7* Ctyii dané tecny kuzelosecky vytinaji na vsech jejich tecnach &tvefici
bodi konstantniho dvojpomeéru. Vsechny primky, které dané ¢tyfi primky protinaji
ve Ctverici bodl konstantniho dvojpomeéru, jsou tecny kuzelosecky, ktera se téchto

primek dotyka. Prisecik tecny kuzelosecky s touz jeji te¢nou je jejim bodem dotyku.
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Definice 2.1.3 Dvojpomérem ¢ty bodu A, B, C, D kuzelosecky rozumime dvojpomér

(a, b, c,d) pfimek, jimiz se tyto body promitaji z libovolného bodu této kuzelosecky.

Definice 2.1.3* Dvojpomérem ctyr tecen a, b, ¢, d kuzelosecky rozumime dvojpomér

(A, B,C, D) ¢yt bodi, které tyto tecny vytinaji na libovolné te¢né této kuzelosecky.

Mame-li dany tfi rtizné body kuzelosecky, pak kazdému dalsimu bodu kuzelosecky
je prirazen pravé jeden dvojpomér a naopak kazdému dvojpomeéru riznému od 0 a 1

pravé jeden bod rtizny od trech danych bodd.

Definice 2.1.4 Kwvadraticka soustava bodi je mnozina vSech bodi kuzelosecky. Ku-

zelosecka se nazyva nositelka soustavy. Znacime K (A, B,C,...).

Definice 2.1.4" Kwvadratickd soustava primek je mnozina vSech tecen kuzelosecky.

Znacime K (a,b,c,...).

Definice dvojpoméru ¢tyr bodi, resp. tecen, kuzelosecky nam dovoluje zavést pro-

jektivnost dvou kvadratickych soustav bodi, resp. piimek.

Definice 2.1.5 Nechf se kvadratickd soustava bodua K (A,B,C,...), resp.
K' (A", B',C",...), promita z libovolného bodu X kuzelosecky K, resp. X’ kuzelosecky
K', svazkem pfimek [ X |, resp. [ X' ]. Jsou-li svazky [ X ] a [ X' | navzdjem projektivni,
nazyvaji se kvadratické soustavy K (A, B,C,...) a K' (A", B",C",...) také projektivni.

Definice 2.1.5° Nechf kvadratickd soustava pfimek K (a,b,c,...), resp.
K' (a',b',c,...), vytind na libovolné te¢né = kuzelosecky K, resp. ' kuzelosecky K', fadu
bodovou | z |, resp. [ 2’ |. Jsou-li pfimé fady bodové [z | a [ 2" | navzdjem projektivni,

nazyvaji se kvadratické soustavy K (a,b,c,...) a K' (a/,b', ¢, ...) také projektivni.

Stejné jako u primych fad bodovych rozliSujeme soumistné a nesoumistné kvadra-
tické soustavy. Dale budeme hovorit pouze o soumistnych kvadratickych soustavach.
Projektivnost kvadratickych soustav je stejné jako projektivnost linearnich ttvart ur-
Cena tfemi pary odpovidajicich si prvki. Analogicky jako u projektivnosti linearnich

utvaru lze také zavést direkéni osu a direkéni st¥ed projektivnich kvadratickych soustav.

Véta 2.1.8 Jsou-li K (A,B,C,...),K(A",B',C’,...) dvé rizné projektivni kvadra-
tické soustavy bodu na téze kuzelosecce K, pak pruseciky AB' N A'B, AC' n A'C
a BC'N B'C' lezi na téze primce o, tzv. direkéni ose obou danych soustav, ktera protina
kuzelosecku K v samodruznych bodech obou soustav. Pfitom spojnice dvou splyvajicich

bodi kuzelosecky K je zastoupena jeji te¢nou v tomto bodé.
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Véta 2.1.8° Jsou-li K (a,b,c,...),K(a',0,c,...) dvé rizné projektivni kvadratické
soustavy teen téze kuzelosecky K, pak pifimky (an?d’)(a’'Nb), (and)(a’ Nec)
a (bN ) (b Ne) prochézeji tymz bodem O, tzv. direkénim stredem, obou danych sou-
stav. Tecny kuzelosecky K jdouci bodem O jsou samodruzné primky obou soustav.

Pritom priisecik dvou splyvajicich tecen kuzelosecky K je zastoupen bodem dotyku.

Pomoci véty 2.1.8 sestrojujeme samodruzné body projektivnich kvadratickych soustav

i projektivnich fad bodovych.

Konstrukce 2.1.1 Projektivita je dana tremi pary odpovidajicich si bodd A — A,
B — B', C' — (. Sestrojte jeji samodruzné body X,Y.

P

A A B B\ C\ Y

Obr. 15 Steinerova kruznice

Postup (obr. 15): Z libovolného bodu P ¢ p libovolné kruznice k& promitneme body
A, B,C a A’, B',C" projektivnimi svazky pfimek. Tyto svazky vytinaji na kruznici pro-
jektivni kvadratické soustavy bodu k (o, 8,7,...),k(a/, 5',7',...). Sestrojime direkéni
osu o této projektivity, ktera protina kuzelosecku v samodruznych bodech x, . Tyto
body urcuji spolu s bodem P samodruzné piimky projektivity svazku, které protinaji

primku p v hledanych samodruznych bodech X, Y.

Misto kruznice lze v této konstrukci pouzit libovolnou jinou regularni kuzelosecku.
Vzhledem k narocnosti konstrukce téchto kuzelosecek vsSak volime pravé kruznici,

tzv. Steinerovu.®

V nasledujicich tlohach ukazeme, jak nalézt dalsi bod a te¢nu regularni kuzelosecky,
mame-li tuto kuzelosecku urcenu nékterym z uvedenych zptsobi. Ve zbytku této ka-
pitoly jiz budeme studovat pouze vlastnosti regularnich kuzelosecek. Déle tedy kuze-
lose¢kou myslime regularni kuzelosecku. ReSeni vSech tloh uvedenych v této kapitole

bude vychazet piimo z definic a vét zde uvedenych.

® Pojmenovand podle §vycarského matematika Jakoba Steinera (1796-1863).
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Uloha 2.1.1 Kuzelosecka je déna péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte jeji
dalsi bod.

ResSeni Z bodt D, E promitneme piimkami a,b,c a ', ¢ body A, B,C. Tim do-
stavame dva nesoumistné projektivni svazky [ D |, [ E |. Uréime direkéni stied O téchto
projektivnich svazki a zvolime piimku f, prochéazejici bodem D a neprochazejici
direkénim sttedem O. K piimce f svazku [ D | uréime odpovidajici pfimku f" svazku
[ E'] (konstrukece 1.6.1). Hledany bod F' je prisecikem odpovidajicich si pfimek f, f'.

Uloha 2.1.2 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C,D,E. V jednom

z danych bodu sestrojte tec¢nu.

ReSeni Z bodt D, E promitneme body A, B, C projektivnimi svazky D (a,b,c,...),
E(a',b,c,...). Ur¢ime direkéni stied O téchto projektivnich svazkt a ptimku d svazku
[ D ] odpovidajici spojnici d' stfedii svazki [ D |, [ E |. Pfimka d prochazi direk¢nim
stfedem O a je te¢nou kuzelosecky v bodé D (véta 2.1.4).
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Uloha 2.1.3 Kuzelosetka je déna ¢tyfmi vlastnimi body A, B,C,D a tefnou c
v bodé C. Sestrojte dalsi bod a tecnu kuzelosecky.

ResSeni 7 bodu C promitneme pfimkami a, b body A, B a z bodu D promitneme pfim-
kami a', b, ¢ body A, B,C. Tyto piimky urcuji spolu s te¢nou ¢ projektivitu svazku
[C'],[ D ]. Uréime direkéni stied O téchto projektivnich svazki, ktery lezi na tecné c.
K urceni dalsiho bodu kuzelosecky zvolime pfimku e svazku [ C'| rtiznou od piimek
a,b,c,c a sestrojime k ni odpovidajici pfimku €’ svazku [ D |. Prisec¢ik E téchto pfi-
mek je bodem kuzelosecky. Teénu d' v bodé D sestrojime jako pfimku odpovidajici

v projektivité pfimce d = C'D. Te¢na d' je tedy urcena body D, O.

Uloha 2.1.4 Kuzelosecka je déna tfemi vlastnimi body A,B,C a tetnami b,c
v bodech B, C'. Sestrojte jeji dalsi bod.

ReSeni 7Z bodu B promitneme pifmkami a,c body A,C a z bodu C promitneme
piimkami o', b" body A, B. Pfimky a,a’,b,0' = ¢, ¢ urcuji projektivitu svazku o stie-
dech B, C. Prusec¢ik O primek b, ¢’ je direkénim stiedem této projektivity. Dalsi bod

kuzelosecky sestrojime jako prisecik odpovidajicich si piimek v této projektivité.
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Uloha 2.1.5 KuzZelosetka je dana dvéma vlastnimi te¢nami a,b s vlastnimi body

dotyku A, B a nevlastni tecnou c_ . Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.

ReSeni Oznacime C_ =anc,, C'. =bNec,. Body A, B,C__,C". uréuji projekti-
vitu p¥imych fad bodovych [a],[ b ], kde body A, B odpovidaji prisec¢iku piimek a, b.
Direkéni osa o projektivity fad prochéazi body A, B. Na pfimce a zvolime bod D rtzny
od bodt A,aNb,C_ a pomoci direk¢éni osy uréime jemu odpovidajici bod D’ lezici

na piimce b. Body D, D’ urcuji hledanou te¢nu d.

Uloha 2.1.6 Kuzelosecka je urcena ¢tyfmi vlastnimi tecnami a,b,c,d a bodem

dotyku A na tec¢né a. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

ResSeni Oznadéime C =ane,C'=bNe,D =and, D' =bnd. Body A, C,C’,D, D’
urcuji projektivitu fad [a],[b], ve které bod A odpovida priseciku piimek a,b.
Direkéni osa o je urcena body A a 1 = CD’' N C'D a protind pfimku b v bodé B’,
ktery je hledanym bodem dotyku.
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Uloha 2.1.7 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi te¢nami a, b, c, d, e. Sestrojte dalsi

tecnu a néktery bod dotyku.

ReSeni Oznat¢ime A=anNd, A =anNe,B=bNd,B =bnNe,C=cnd,C" =cNe.
Body A, A’, B, B',C,C" urcuji projektivitu pfimych fada bodovych [d],[e]. Sestro-
jime direkéni osu o této projektivity. Direkéni osa o protiné teény d,e v bodech D, F,
které jsou body dotyku dané kuzelosecky (véta 2.1.8). Dalsi tecnu kuzelosecky urc¢ime
jako spojnici odpovidajicich si bodu projektivnich fad [d],[e]. Na pfimce d zvo-
lime bod F rtzny od bodi A, B, C, D a pomoci direkéni osy uré¢ime jemu odpovidajici
bod F' fady [ e |. Hledané tecna f je urcéena body F, F".
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Uloha 2.1.8 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte pri-

seCiky kuzelosecky s danou ptrimkou p.

ReSeni Z bodi A, B promitneme na piimku p body C, D, E. Na pifmce p tak dosta-
neme projektivitu soumistnych fad, ve které C" — C”, D" — D", E' — E". Hledané
pruseciky X, Y primky p s kuzeloseckou jsou samodruzné body této projektivity. Tyto
body sestrojime pomoci Steinerovy kruznice (konstrukce 2.1.1). Na libovolné kruznici
k zvolime libovolny bod S, ktery nelezi na ptimce p, a z tohoto bodu promitneme body
C',D',E" aC" D" E" projektivnimi svazky primek. Tyto svazky vytinaji na kruznici

1"

k projektivni kvadratické soustavy bodu k (v/,d",¢’,...), k(v",d8",€",...). Sestrojime
direkéni osu o této projektivity, ktera protinad kruznici k£ v samodruznych bodech &, v.
Tyto body urc¢uji spolu s bodem S samodruzné piimky projektivity svazki, které pro-
tinaji pfimku p v hledanych samodruznych bodech X, Y tedy hledanych priisecicich

primky p s kuzeloseckou.
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Uloha 2.1.9 KuZelosedka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte pri-

se¢iky s nevlastni primkou.

ResSeni Z bodt D, E promitneme na nevlastni piimku body A, B, C. Na nevlastni
primce tak dostaneme projektivitu soumistnych fad, ve které A’ — A” B! — B,
C' — C! . Hledané pruseciky U_,V. nevlastni pfimky s kuzeloseckou jsou samo-

druzné body této projektivity. Tyto body sestrojime pomoci Steinerovy kruznice.

Uloha 2.1.10 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi teénami a, b, ¢, d, e. Sestrojte tecny

kuzelosecky z daného bodu P, ktery nelezi na zadné z danych tecen.

ReSeni Oznadime A = anNd, A =ane,B=0bNd,B =bne,C =cnd,C" =
=cNe. Body A, A’, B, B’,C,C" uréuji projektivitu pfimych fada bodovych [d],]e].
Z bodu P promitneme projektivni fady bodové [ d |, [ e | a dostaneme tak projektivitu
soumistnych svazkt o stredu P. Samodruzné primky f, g této projektivity jsou hledané

tecny kuzelosecky. Tecny f, g sestrojime pomoci Steinerovy kruznice.
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2.2 Pascalova véta

Jelikoz pét bodi urcuje kuzelosecku, je Sest bodu této kuzelosecky vazano jistou pod-
minkou. V predchozi ¢asti jsem ukazali, jak sestrojit dalsi bod kuzelosecky urcené péti
body pomoci projektivnich svazki. Nyni vyslovime vétu, tzv. Pascalovu vétu®, kterd
uvadi dalsi vztah Sesti bodti na kuzelosecce a diky které bude konstrukce dalsi bodt

kuzelosecky jednodussi.

Definice 2.2.1 Uspordadand mnozina (1,2,3,4,5,6) Sesti bodu lezicich na kuzelo-
seCce K se nazyva sestituhelnik kuZelosecce vepsany. Body 1,2,3,4,5,6 nazyvame
vrcholy Sestitthelniku, primky 12,23, 34,45, 56, 61 nazyvame strany Sestitthelniku, dvo-
jici vrcholti lezici na téze stran€ nazyvame sousedni vrcholy, dvojice stran 12, 45; 23, 56;

34,61 nazyvame protéjsi strany Sestithelniku.

Véta 2.2.1 (Pascalova) Priseciky protéjsich stran Sestitthelniku kuzelosecce K ve-
psaného lezi na jedné piimce, tzv. Pascalové primce, a obracené lezi-li priseciky pro-
téjsich stran Sestitthelniku na jedné ptimce, pak je tento Sestitihelnik vepsan jisté ku-

zelosecce.

Diikaz

(1) Dokéazeme, ze priseciky proté&jsich stran Sestitthelniku kuzelosecce vepsaného lezi
na jedné piimce. Necht (1,2,3,4,5,6) je dany Sestithelnik. Oznacime-li 1=A,2=
=(C",3=B,4=A".5=C,6 =B, pak tyto body urcuji projektivnost kvadra-
tickych soustav bodu K (A,B,C,...),K(A",B',C",...). Body AB N A'B,
AC' N A'C,BC' N B'C, které jsou zaroven pruseciky protéjsich stran Sestithel-
niku, lezi na jedné pirimce, direkéni ose.

(2) Dokazeme druhou ¢ast véty. Necht je dan Sestitthelnik s vrcholy 1,2,3,4,5,6, pro
které plati, ze body X =12N45, Y =23N56, Z = 34N 61 lezi na pfimce p. Body
1,2,3,4,5 urcuji kuzelosecku a dokazeme, ze bod 6 na této kuzelosecce také lezi.
Ptimka 16 protina tuto kuzelosecku v bodech 1 a 6. K Sestitthelniku (1,2, 3,4,5,6)
muzeme sestrojit Pascalovu piimku, ktera je totozna s primkou p a tedy 6 = 6'.

U

V pripadé, ze dva sousedni vrcholy Sestitthelniku kuzelosecce vepsaného splynou, nahra-
zujeme jejich spojnici tecnou kuzelosecky v tomto bodé. Pro pfipad, kdy Sest vrchola
splyne (po dvou) do tfech vrcholl, dostavame specidlni ptipad Pascalovy véty pro

trojuhelnik kuzelosecce vepsany.

9 Pojmenovana podle francouzského matematika Blaise Pascala (1623-1662), ktery ji v roce 1640 objevil.

34



Véta 2.2.2 Priseciky stran trojihelnika kuzelosecce vepsaného s jejimi tecnami

sestrojenymi v protéjsich vrcholech lezi na jedné piimce.

Uloha 2.2.1 Kuzelosecka je déna péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte dalsi
bod kuzelosecky.

ResSeni Ozna¢ime A=1,B=2,C =3,D =4, F =5 a sestrojime libovolnou p¥imku
f prochazejici bodem E a neprochézejici body A, B, C, D. Sestrojime Pascalovu pfimku
p Sestithelniku (1,2,3,4,5,6), pro ktery je spojnice vrcholi 5 a 6 ddna pfimkou f.
Primka p je ur¢ena body a = 12N 45 a § = 23N f. Hledany bod F = 6 urcime jako
prusecik pfimky f s piimkou 1, kde v = 34 N p.

Uloha 2.2.2 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte te¢nu

kuzelosecky v nékterém z danych bodii.

ReSeni Ozna¢ime A = 1,B =2,C =3,D = 4,E =5 = 6 a sestrojime Pascalovu
pfimku p Sestitthelniku (1,2,3,4,5,6). JelikoZ jsme zvolili £ = 5 = 6, je spojnice
vrchold 5 a 6 nahrazena tec¢nou e kuzelosecky v bodé E. Tato hledana tecna je urcena
bodem E a bodem [ = 23N p.
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Uloha 2.2.3 KuZelosetka je dana ¢tyfmi vlastnimi body A, B,C,D a tefnou d

v bodé D. Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.

ReSeni Ozna¢ime A = 1,B = 2,C = 3 = 4,D = 5 = 6 a sestrojime Pascalovu
pfimku p Sestitthelniku (1,2,3,4,5,6). Spojnici vrcholi 3 a 4, resp. 5 a 6, nahradime
tecnou ¢ kuzelosecky v bodé C, resp. hledanou te¢nou d v bodé D. Te¢na d je urcena
bodem D a bodem = 23N p.

Uloha 2.2.4 Kuzelosecka je déna tiemi vlastnimi body A,B,C a tefnami a,c
v bodech A, C'. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

ReSeni Oznadime A =1=2,B =5,C = 3 = 4 a zvolime libovolnou p¥imku d pro-
chézejici bodem B a neprochazejici body A, C, na které lezi hledany bod D. Pascalova
pfimka p Sestitthelniku (1,2,3,4,5,6) je uréena body o = an45 a f = 23 Nd. Déle
ur¢ime bod v = ¢ N p a protoze ma platit v = ¢ N 16, sestrojime hledany bod D jako
prusecik pfimek d a 1.
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Uloha 2.2.5 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a vlastni te¢nou u

s nevlastnim bodem dotyku U_ . Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

ResSeni Oznadime A =5 =6,B = 4,C = 3,U, = 2 = 1 a sestrojime Pascalovu
pfimku Sestithelniku (1,2,3,4,5,6). Spojnici vrchold 5 a 6, resp. 1 a 2, nahradime
hledanou tec¢nou a kuzelosecky v bodé A, resp. te¢nou u v bodé U_ . Pascalova primka

p je urcena body a = unN45 ay=34N61. Tecna a je urcena body A a =23 Np.

Uloha 2.2.6 Kuzelosecka je dana tiemi vlastnimi body A, B, C' a dvéma nevlastnimi
body U_, V. . Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

R Us
=5

ReSeni Oznadime A=5B=2,C =4,U_ =1,V =3 a zvolime libovolnou p¥imku
d prochézejici bodem A a neprochazejici body B, C,U_, V. . Déle sestrojime Pascalovu
pfimku p Sestithelniku (1,2, 3,4, 5,6), pro ktery je spojnice vrcholii 5,6 ddna piimkou
d. Ptimka p je urcena body a = 12N 45 a v = 34 N 61. Hledany bod D kuzelosecky
ur¢ime jako priisecik primky d s primkou 35, kde 5 =23 N p.
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Uloha 2.2.7 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a dvéma nevlastnimi

body U_,V_ . Sestrojte tecny kuzelosecky v nevlastnich bodech.

ReSeni Oznadime A=1,B=4,C =2,U_ =5 =6,V = 3 a sestrojime Pascalovu
pfimku p Sestithelniku (1,2,3,4,5,6). Pfimka p je urCena body o = 12N45 a v =
= 34N 61. Hledana tecna v v bodé U_ , kterd nahrazuje spojnici vrcholi 5, 6 Sestitihel-

niku, prochéazi bodem 5 = 23 N p. Tecnu v v bodé V_ sestrojime analogicky.

Uloha 2.2.8 KuzZelosecka je dana tiemi vlastnimi body A, B,C a jednim nevlast-
nim bodem U_ s nevlastni te¢nou. Sestrojte tecnu kuzelosecky v nékterém z danych

vlastnich bodu.

ReSeni Oznat¢ime A = 1,B =5 = 6,C = 2,U_ = 3 = 4 a sestrojime Pascalovu
pfimku p Sestitthelniku (1,2,3,4,5,6). Spojnici splyvajicich vrcholt 3 a 4 nahradime
tecnou v bodé U_, tedy nevlastni pfimkou n_ . Pfimka p je urcena vlastnim bodem
a = 12N 45 a nevlastnim bodem v = 61 N n_. Hledand tecna b nahrazuje spojnici
vrchold 5 a 6 Sestitthelniku (1,2,3,4,5,6), a prochézi tedy bodem g = 23 N p.

38



2.3 Brianchonova véta

K Pascaloveé vété 1ze vyslovit vétu dualni, tzv. Brianchonovu'®. Tato véta byla objevena

166 let po véteé Pascalove, jelikoz v té dobé nebyl znam princip duality.

Definice 2.3.1 Uspotddand mnozina (t,t,,ts,t,,t5,t) Sesti teen kuZelosecky K
se nazyva sestiuhelnik kuZelosecce opsany. PHmky t,,t,, 15,14, 15, t nazyvame strany
Sestithelniku, body ¢, Nt, =1,t, Nt, =2,t;Nt, =3, t,Nt; =4, 6, Ntg =5,t,Nt; =6
nazyvame vrcholy Sestitthelniku, dvojice vrcholi 1,4; 2,5; 3,6 nazyvame protéjsi vrcholy

Sestinhelniku.

Véta 2.3.1 (Brianchonova) Spojnice protéjsich vrcholi Sestithelniku kuZelosecce
opsaného prochazeji jednim bodem, tzv. Brianchonovym bodem, a opacné prochézeji-li
spojnice proté€jsich vrcholti Sestithelniku jednim bodem, pak tento Sestitthelnik

je opsan jisté kuzelosecce.

Obr. 16 Brianchonova véta

Splynou-li dvé sousedni strany Sestitthelniku kuzelosecce opsaného, nahrazujeme jejich
prusecik bodem dotyku dané kuzelosecky na této primce. Pro pripad, kdy sSest stran
Sestitthelniku splyne (po dvou) do tfech, dostdvame duélni vétu k vété o trojihelniku

kuzelosecce vepsaném.

Véta 2.3.2 Spojnice vrcholt trojuhelniku kuzelosecce opsaného s body dotyku jeho

protéjsich stran prochéazeji jednim bodem.

Brianchonovu vétu uzivame zejména ke konstrukci dalsich tecen kuzelosecky, kterou

mame zadanu pomoci péti tecen ¢i dvéma tecnami s body dotyku a dalsi tec¢nou.

10" Objevena francouzskym matematikem Charlesem Julienem Brianchonem (1783-1864) roku 1806.
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Uloha 2.3.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi te¢nami a, b, c, d, e. Sestrojte dalsi

tecnu kuzelosecky.

ReSeni Oznatime a =t,,b=t,,c =ts,d =t,, e =t a na p¥imce t, zvolime libovolny
bod X = 6 nelezici na zadné z primek t,,t;,1,,t;. Sestrojime Brianchontv bod f
Sestitthelniku (t,,t,,ts,t4,t5,t5) kuzelosecce opsaného jako prisecik piimek 14 a 36,
kde 1 =t, Nty,, 4 =t,Nt; a3 =t; Nty Dale uréime bod 5 jako prisecik primek (52

a t5. Timto bodem a bodem 6 prochazi hledana tecna ¢4 kuzelosecky.

Uloha 2.3.2 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi te¢nami a, b, c, d,e. Sestrojte bod

dotyku na jedné z nich.

ReSeni Oznatime a =t,,b =t,,c =t5,d =t, = t;,e = t¢ a sestrojime Brianchontv
bod f Sestitthelniku (t,,t,,t5,t,,t5,ts). Prisecik splyvajicich stran t¢,,t¢; Sestitthelniku
nahrazujeme hledanym bodem dotyku tecny d. Brianchontiv bod je prisecik primek
25 a 36, kde 2 =t,Nt;, 5 =t;Ntg, 3 =1t;Nty, a6 =1t53Nt. Bod dotyku D = 4

na te¢né d urcime jako prisecik piimky d s pfimkou (1.
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Uloha 2.3.3 Kuzelosecka je dana Ctyfmi vlastnimi teénami a,b,c,d a bodem
dotyku B na tecné b. Sestrojte dalsi bod dotyku.

ResSeni Oznadime a = t, = tg,b = t, = t5,c = t,,d = t5 a sestrojime Brianchontiv
bod [ Sestitthelniku (t,%,, 5,14, t5, ). JelikoZ strany ¢, a t; Sestitthelniku splyvaji,
nahradime jejich prise¢ik bodem B = 2. Vrcholy 1,3,4,5 Sestitthelniku ur¢ime jako
pruseciky odpovidajicich stran tohoto Sestitthelniku. Hledany bod dotyku na tecné a
ur¢ime jako vrchol 6 Sestithelniku (¢, t,, ts, t4, t5, tg). Bod A = 6 je tedy prusecik piimek
a a 3.

Uloha 2.3.4 Kuzelosecka je dana t¥emi vlastnimi te¢nami a, b, ¢ a body dotyku A, B
na tec¢nach a,b. Sestrojte zbyvajici bod dotyku.

Reéel’li Oznaéime a = tl — t27b: tg - t4,C: t5 - tﬁ a A - ].,B - 3,2 — tgﬂts,é‘: -
= t, Nt;,6 = tg N ty. Sestrojime Brianchonuv bod S jako prusecik pfimek 14 a 36.
Hledany bod dotyku C' = 5 na tecné c je priisecik této te¢ny s primkou [52.
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Uloha 2.3.5 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi te¢nami a, b, ¢ a body dotyku A, B

na tecnach a, b. Sestrojte dalsi tecnu.

ResSeni Oznacime a = t, = t,,b = t; = t,,c = t; a na tecné ty zvolime libovolny
bod X = 5 nelezici na zadné z tecen t,,t,,t5,t,. Bod X = 5 je vrcholem Sestitihel-
niku (1, ., t5,t,, t5, t), kde tecna t; je hledana tecna kuzelosecky. Uréime Brianchoniv
bod [ tohoto Sestitthelniku, 5 =25MN36, kde 2 =t,Nt;, B=3 a6 =1t;Nt,, a pomoci

tohoto bodu sestrojime vrchol 4. Hledana tec¢na t; je urcena body X =5 a 4.

Uloha 2.3.6 KuZelosedka je dana ¢tyfmi vlastnimi te¢nami a,b,c,d a nevlastnim

bodem dotyku D_ na tecné d. Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.

ResSeni Oznacime a = t,,b = t,,c = t5,d = t; = ts a na teéné t, zvolime libovolny
bod X = 3 nelezici na zadné z teCen t,,t,,t,,ts. Nevlastni bod dotyku D_ nahrazuje
prusecik stran t5, tg Sestitthelniku (¢,,t,,t5, 4, t5, ts), oznacime tedy D_ = 5. Sestrojime
Brianchontv bod g tohoto Sestitthelniku, ve kterém je strana ¢, hledanou te¢nou ku-
zelosecky. Pomoci bodu S urc¢ime vrchol 4 Sestithelniku, ktery spolu s bodem X = 3

urcuje hledanou tec¢nu t,.
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Uloha 2.3.7 Kuzelosecka je déna &tyfmi vlastnimi te¢nami a,b,c,d a nevlastnim

bodem dotyku D_ na tecné d. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

ReSeni Oznadime a = t,,b =ty,c =ty =t,,d =1t; =tga l =1 Nty,2 = t, Nts,
4 =t,Nty,D_ = 5,6 = tgz Nt;. Sestrojime Brianchoniv bod S, pro ktery plati
B = 14 N 25. Hledany bod dotyku C te¢ny c ur¢ime jako vrchol 3 Sestitthelniku
(ty, o, ts, tas ts, ), tedy C =3 = ¢ S36.

Uloha 2.3.8 Kuzelosecka je déana tiemi vlastnimi te¢nami a,b,c, nevlastni

te¢nou n_ a bodem dotyku C' na tecné c. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

ReSeni Oznatime a =t,,b=1t,,c =1, =t5,n_ = t; a na tecné t, zvolime libovolny
bod X = 3 nelezici na zadné z tecCen t,,t,,ts. Sestrojime Brianchontuv bod [ Sesti-
thelniku (,,t,, t5, t4, t5, ts) a poté vrchol 3 tohoto Sestitthelniku jako prusecik strany ¢,

s primkou 6. Hledana tec¢na t5 je urcena body X =2 a 3.
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Uloha 2.3.9 KuZelosedka je dana t¥emi vlastnimi te¢nami a, b, ¢ a vlastnim bodem

dotyku C' na tecné c. Sestrojte bod dotyku na nevlastni piimce n__ .

ReSeni Oznatime a =t,,b=t,,c=t; =t,,n, =ts =tgal =1 Nty,2 =t,Nts,
C=34=t,Nt;,6 =tsNt;. Hledany body dotyku N_ nevlastni tecny n_ je poté
vrchol 5 Sestithelnika (t,,t,,t5, 4, t5,ts) kuZelosecce opsaného. Sestrojime-li Brian-

chontiv bod g = 14 N 36, je nevlastni bod N = 5 urcen smérem piimky 2.

Uloha 2.3.10 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi tenami a, b, ¢ a dvéma nevlast-

nimi body dotyku A_, B na tefnach a,b. Sestrojte bod dotyku C' te¢ny c.

Reéel’li Oznaéime a = tl - tQ’b — t3 - t4,C - t5 — t6 a Aoo - ].,2 - t2 ﬂt3,
B, =3,4=1t,Nt;,6 = tsNt;. Hledany bod C splyne s vrcholem 5 Sestitthelniku

(t1,ty,ts, 14,15, L), sestrojime jej tedy pomoci Brianchonova bodu S.

44



2.4 Involuce na kuzelosecce

Definice 2.4.1 Kvadratické soustavy bodt K (A, B,C,...), (A, B',C’,...) tvoii

inwvoluct bodi, promitaji-li se z libovolného bodu kuzelosecky involutornimi svazky.

Definice 2.4.1* Kvadratické soustavy tecen K (a, b, c,...), K (a',b', ¢, ...) tvoii invo-

luct tecen, vytinaji-li na libovolné tecné kuzelosecky involutorni fady bodové.

Pro involuci kvadratickych soustav, bodu ¢i tecen, plati analogické véty jako pro invo-

luci linearnich Gtvaru.

Véta 2.4.1 Jestlize v projektivnosti kvadratickych soustav bodi, resp. tecen, existuje
kromé samodruznych prvkt alespon jeden involutorni par prvkil, pak vsSechny pary

odpovidajicich si prvki jsou involutorni a dana projektivnost je involuce.

Véta 2.4.2 Involuce kvadratickych soustav bodii, resp. tecen, je urcena dvéma

riznymi pary odpovidajicich si prvki.

Véta 2.4.3 Involuce na kuZelose¢ce mé bud dva rtizné samodruzné prvky nebo nemé

zaddny samodruzny prvek.

Definice 2.4.2 Involuce na kuzelosecce se dvéma samodruznymi prvky se nazyva

hyperbolickd. Involuce bez samodruznych bodt se nazyva eliptickd.

Véta 2.4.4 Kterékoli dva pary odpovidajicich si prvki eliptické involuce se navza-
jem oddéluji, zatimco kterékoli dva pary odpovidajicich si prvkia hyperbolické involuce

se navzajem neoddéluji.

P1i studiu involuce na kuzelosec¢ce muzeme také, oproti involuci linearnich utvari,
vyuzit direkéni osu, resp. direkéni stied, dané involutorni projektivity. Nasledujici véty
popisuji nékteré vlastnosti direkéni osy, resp. direk¢niho stiedu, které vyuzivame pri

feseni uloh o kuZeloseckach.

Definice 2.4.3 Direkéni osa involutorni projektivity bodt na kuzelosecce se nazyva

osa involuce bodu.

Definice 2.4.3* Direkéni stied involutorni projektivity tecen kuzelosecky se nazyva

stred involuce tecen.

Véta 2.4.5 Osa hyperbolické involuce bodti na kuzelosecce protina tuto kuzelosecku

v samodruznych bodech této involuce.
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Véta 2.4.5° Tecny vedené ze stredu hyperbolické involuce tecen kuzelosecky jsou

samodruzné pirimky této involuce.
Véta 2.4.6 Involuce bodu na kuzelosecce je urcena svou osou.
Véta 2.4.6" Involuce tecen kuzelosecky je urcena svym stfedem.

K urceni direkéni osy, resp. direkéniho stfedu, projektivity kvadratickych soustav jsou
potfeba tii pary odpovidajicich si prvki. Jelikoz je vSak involuce urcena pouze dvéma
pary, uvedeme véty, ktera davaji navod, jak pomoci téchto bodu sestrojit osu involuce,

resp. stfed involuce.

Véta 2.4.7 Jsou-li A, A, B, B’ dva ruzné pary odpovidajicich si bodu v involuci
na kuzelosecce, pak osa této involuce je diagonalni stranou uplného ¢tyirohu AA'BB’,

ktera lezi proti tomu diagonalnimu vrcholu, kterym prochéazeji strany AA” a BB'.

Dukaz Necht A - A" a B — B’. Polozime-li C = A" a C' = A, pak jisté¢ C — (",
jelikoz se jedna o involuci. Osa této involuce prochazi bodem AB'NA’B, ktery je zaroven
diagonalnim vrcholem tplného ¢tyfrohu AA’BB’, a bodem BC' N B'C, ktery je také
diagonalnim vrcholem tplného ¢tyfrohu AA’BB’. Osa této involuce je tedy diagonélni
stranou tohoto ¢tyrrohu.

d

Véta 2.4.7" Jsou-lia,d, b, b dvarizné pary odpovidajicich si pfimek v involuci tecen
kuzelosecky, pak stied této involuce je diagonalni vrchol Gplného ¢tyfstranu aa’bb’, ktery

lezi proti té diagonalni strané, na které lezi vrcholy ana’ a bnNi'.

Osa involuce je tedy diagonalni stranou kazdého tplného ¢tyfrohu AA’'BB’, kde A, A',
B, B’ jsou libovolné ruzné pary odpovidajicich si bodu v této involuci. Duélné plati
totéz pro stred involuce. Snadno ukézeme, Ze podobné vlastnost plati i pro diagonalni

vrchol aplného ¢tyrrohu, ktery lezi proti ose involuce.

Véta 2.4.8 Spojnice odpovidajicich si bodt v involuci bodt na kuZzelosecce prochazeji

jednim bodem, tzv. stredem involuce bodii.

Dukaz Necht A, A', B, B’, C,C" jsou odpovidajici si pary v involuci. Osa této invo-
luce p je diagonalni stranou tplného ¢tyirohu AA’BB’ a soucasné diagonalni stranou
uplného ctyfrohu AA'C'C". Oznac¢ime-li AA'Np = Py, AANBB' = Pa AANCC' = P,
pak z harmonickych vlastnosti Gplného ¢tyirohu plyne, ze (AA'PP,) = —1 a zaroven
(AA'P'P,)=—1atedy P=P".

O
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Véta 2.4.8" Priiseciky odpovidajicich si piimek v involuci tecen kuzelosecky lezi

na jedné primce, tzv. ose involuce tecen.

Véta 2.4.9 Dvojice bodii odpovidajicich si v involuci na kuzelosecce je harmonicky
oddélovana dvojici bodt, které na jejich spojnici tvori priisecik s osou involuce a stied

involuce.

Véta 2.4.9° Dvojice pfimek odpovidajicich si v involuci te¢en na kuzelosecce je har-
monicky oddélovana dvojici primek, které tvori spojnice jejich pruseciku se stfedem

této involuce a osa této involuce.

Obr. 17 Véta 2.4.9 Obr. 18 Véta 2.4.9"

Mezi involuci bodi a involuci tecen kuzelosecky lze nalézt vzajemny vztah, kdy kazdou
involuci bodi mutzeme prevést na involuci tecen a opacné. Dale tak budeme hovorit

pouze o involuci bod.

Véta 2.4.10 Dvojice tecen kuzelosecky sestrojené v odpovidajicich si bodech involuce

bodt tvoii involuci tecen. Obé involuce maji spole¢ny stfed a osu.

Pro involuci bodti tedy plati stejné vlastnosti jako pro involuci tecen. Involuce bodi
je tedy také urcena svym stfedem, kterym prochazeji tecny sestrojené v samodruznych

bodech této involuce.

Definice 2.4.4 Je-li P stfed involuce bodu na kuZelosecce, pak fikame, ze bod P

tuto involuci na kuzelosecce indukuje.

Jelikoz diagonélni vrchol lezici proti diagonalni strané Gplného ¢tyirohu, neni s touto
stranou nikdy incidentni, neni stfed involuce incidentni s osou této involuce. Dale lze

ukazat, ze stfed involuce nelezi na kuzelosec¢ce a osa involuce neni tecnou kuzelosecky.
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2.5 Polarni vlastnosti kuzelosecek

Definice 2.5.1 Nechf je dana kuZelosecka. Jestlize bod P nelezi na kuzelosecce, pak
osu involuce, kterou na kuzelosecce indukuje bod P, nazveme polarou bodu P vzhledem
k této kuzelosecce. Jestlize bod P lezi na kuzelosecce, nazveme polarou tecnu dané
kuzelosecky v bodé P. Je-li prfimka p polarou bodu P vzhledem k dané kuzelosecce,

pak bod P nazveme polem primky p vzhledem k této kuzelosecce.

Pro pdl nelezici na kuzelosecce a jeho polaru mitizeme vyslovit podobné véty jako pro

stfed a osu téze involuce.

Véta 2.5.1 Je-li ptfimka p polarou bodu P vzhledem ke kuzelosecce, pak body dotyku

tecen vedenych ke kuzelosecce z bodu P jsou priseciky polary p s kuzeloseckou.

Véta 2.5.1* Je-li bod P pélem piimky p vzhledem ke kuzelosecce, pak tecny sestro-

jené v prusecicich pfimky p s kuzeloseckou prochazeji pélem P.

Véta 2.5.2 Necht P je bod, ktery nelezi na kuzeloseéce, p je jeho poléara, pfimka ¢
(kterd neni tecnou kuzelosecky) incidentni s bodem P necht protind kuzelosecku
v bodech A, A" a polaru p v bodé P,. Pak body A, A", P, P, tvori harmonickou ¢tvefici.

Véta 2.5.2° Necht p je pfimka, kterd neni tecnou kuzelosecky, bod P jeji pdl,
bodem () piimky p (ktery nelezi na kuzelose¢ce) necht prochazeji te¢ny a, a’ kuzelosecky

a primka p, = PQ. Pak pfimky a, d’, p, p, tvori harmonickou ¢tverici.

7 vlastnosti involuce lze odvodit nasledujici dualni véty o vztahu pdla a polar téze

kuzelosecky. Tohoto vztahu vyuzivame napiiklad pii konstrukci pélu dané primky.

Véta 2.5.3 Lezi-li pdl Q na polafe p bodu P vzhledem ke kuzeloseéce K, pak

polara ¢ bodu @) vzhledem k téze kuzelosecce prochazi bodem P.

Dukaz Necht ) € p, kde p je polara bodu P. Pro P € K je véta zfejmé plati. Necht
tedy P,Q ¢ K. Pfimka PQ tedy neni tec¢nou kuzelosecky K. Jestlize pfimka PQ) pro-
tind kuZelosecku v bodech A, A’, patii tyto body jak involuci indukované bodem P,
tak 1 involuci indukované bodem (. Ziejmé tedy plati, ze body A, A’, P, tvofi har-
monickou ¢tverici bodl a polara g bodu () musi tedy prochazet bodem P.

Necht @ € p, kde p je polara bodu P a necht pfimka P(Q kuzelosecku K nepro-
tina. Tecny kuzelosecky vedené z bodu () tvori involutorni par tecen involuce o ose p
a stifedu P. Body dotyku téchto tecen tedy tvoii involutorni par involuce o téze ose p

a stfedu P. Pfimka AA’, jenz je polarou ¢ bodu @), tedy prochéazi bodem P. O
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Véta 2.5.3° Prochazi-li polara ¢ pélem P primky p vzhledem ke kuzelosecce K, pak

pol Q primky ¢ vzhledem k téze kuzelosecce lezi na pfimce p.

Definice 2.5.2 Dva body, z nichz kazdy lezi na polafe druhého z nich sestrojené
vzhledem k téze kuzelosecce, se nazyvaji sdruzené poly této kuzelosecky, nebo fikame,

ze kazdy z nich je vzhledem k dané kuzelosecce polarné sdruZeny s druhym z nich.

Definice 2.5.2* Dvé piimky, z nichz kazda prochézi pélem druhé z nich sestrojené
vzhledem k téze kuzelosecce, se nazyvaji sdruzené polary této kuzelosecky, nebo fikame,

Ze kazda z nich je vzhledem k dané kuzelosecce poldrné sdruzena s druhou z nich.

Mame-li dva sdruzené pdly P, () a jejich polary p,q vzhledem k néjaké kuzelosecce,
pak zfejmé prusecik R téchto polar je pélem primky PQ). Pro takovouto trojici poli,
resp. polar, navic plati dalsi vlastnost plynouci z harmonickych vlastnosti uplného

¢tyfrohu, resp. ctyfstranu.

Definice 2.5.3 Trojuhelnik, jehoz kazda strana je polarou jeho protilehlého vrcholu

vzhledem ke kuzelosecce, se nazyva polarni trojuhelnik kuzelosecky.

Véta 2.5.4 Je-li uplny Ctyfroh kuzelosecce vepsan, pak jeho diagonalni trojuhelnik

je polarnim trojuhelnikem této kuzelosecky.

Véta 2.5.4" Je-li tplny ctyistran kuzelosecce opsan, pak jeho diagonalni trojuhelnik

je polarnim trojuhelnikem této kuzelosecky.

Ziejmé plati, ze polary vSech bodu primky p vzhledem k téze kuzeloseCce prochézeji
jednim bodem, pélem P primky p. A opacné, ze pdly vSech primek prochézejicich
bodem P lezi na pifimce p. Mame tedy dano jednoznac¢né zobrazeni bodid primky p

na primky svazku [ P ] a ptame se jaké ma vlastnosti.

Véta 2.5.5 Probihé-li bod pfimou fadu bodovou, vytvori jeho polary svazek primek,

ktery je s danou primou fadou bodovou projektivni.

Véta 2.5.5° Probiha-li pfimka svazek primek, vytvori jeji poly primou radu bodovou,

ktera je s danym svazkem piimek projektivni.

Uvazujme piimku ¢, ktera neni te¢nou kuzelosecky. K ptimé fadé bodové [ ¢ | 1ze podle
véty 2.5.5 sestrojit projektivni svazek primek. K tomuto svazku lze podle véty 2.5.5*
sestrojit projektivni fadu bodovou. SloZenim téchto dvou projektivit dostavame sou-
mistnou projektivitu fad. Z této konstrukce je zfejmé, ze pary odpovidajicich si bodl
v této projektivité tvori pary sdruzenych polt vzhledem k dané kuzelosecce a tedy tato

projektivita je involuce. Odvodili jsme tak nasledujici tvrzeni.
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Véta 2.5.6 Neni-li pfimka ¢ tecnou kuzelosecky tvori pary sdruzenych pélia kuzelo-

secky na pfimce ¢ involuci bod1.

Véta 2.5.6" Nelezi-li bod ) na kuzelosecce tvori pary sdruzenych polar v bodé @

involuci primek.

Definice 2.5.4 Involuce sdruzenych péli kuzelosecky na primce ¢ se nazyva involuce
indukovand kuZeloseckou na ptimce q. Involuce sdruzenych polar kuzelosecky v bodé ()

se nazyva involuce indukovand kuZeloseckou v bodé Q).

Involuce indukované kuZzeloseckou ma opét bud pravé dva rizné samodruzné body
nebo nema zadny samodruzny bod. Néasledujici véty plynou piimo z predchozi tivahy

a z vlastnosti involuce.

Véta 2.5.7 Samodruzné body involuce sdruzenych polt indukované kuzeloseckou

na piimce ¢ jsou pruseciky ptimky ¢ s kuzeloseckou.

Véta 2.5.7° Samodruzné primky involuce sdruzenych polar indukované kuzeloseckou

v bodé @ jsou tecny vedené z bodu () ke kuzelosecce.

Véta 2.5.8 Kazda dvojice sdruzenych poli kuzelosecky na primce g oddéluje harmo-

nicky priseciky primky ¢ s kuzeloseckou.

(xypp')=-1

Obr. 19 Véta 2.5.8 Obr. 20 Véta 2.5.8"

Véta 2.5.8° Kazda dvojice sdruzenych polar kuzelosecky v bodé ) oddéluje harmo-

nicky te¢ny vedené z bodu @ ke kuzelosecce.

Véta 2.5.9 Involuce indukovana kuzeloseckou na primce ¢ se promita z pdlu ) této

primky involuci piimek, ktera je indukovana kuzeloseckou v bodé Q).

Polarnich vlastnosti kuzelosecek vyuzivame pii konstrukeci dalsich bodt ¢i tecen kuze-
losecky. Jak uvidime v néasledujicich tlohach, je mozné pdla a polar vyuzit k jedno-

znacnému zadani kuzelosecky.
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Uloha 2.5.1 KuZelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C,D,E. K danému
bodu P sestrojte jeho polaru p.

Reseni Pélem P a bodem A, resp. B, prolozime p¥imku, na které pomoci Pascalovy
véty sestrojime bod A’, resp. B’, lezici na kuzelose¢ce. Body A, A’, B', B tvori uplny
¢tyfroh s diagonalnim bodem P. Sestrojime zbylé diagonalni body X a Y, kterymi
je uréena polara p bodu P (véta 2.4.7).

Uloha 2.5.2 KuZelosetka je dana péti vlastnimi tecnami a,b,c,d,e. K dané

primce p sestrojte jeji pol P.

ResSeni Pomoci Brianchonovy véty sestrojime te¢nu o, resp. V', dané kuzelosecky
prochazejici bodem A = a N p, resp. B = bNp. Tecny a,a’,b,b" tvori Gplny Ctyfstran
kuzelosecce opsany s diagonalni piimkou p. Hledany pdl P je tedy prisecikem zbylych
diagonalnich pfimek UV a XY, kde U = ad' Nb,V =an?b, X =anbyY =d N
(véta 2.4.7%).
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Uloha 2.5.3 KuZelosetka je déna tfemi vlastnimi body A, B,C a pélem P
s polarou p. Sestrojte dalsi body kuzelosecky.

ResSeni Pélem P a bodem A prolozime pfimku, ktera protne polaru p v bodé P,. Pro
bod A’, ve kterém protind piimka AP kuzelosecku, plati (AA'PP,) = -1
(véta 2.5.2). Sestrojime jej tedy uzitim konstrukce 1.5.1. Daéle sestrojime bod B’
kuzelosecky lezici na primce BP. Vyuzijeme k tomu vlastnosti ¢tyfrohu A, A’, B, B,
ve kterém je bod P diagonalnim vrcholem a pfimka p diagonalni stranou. Pfimka AB
protina piimku p v diagonalnim vrcholu X. Pfimka A'X je stranou uplného ¢tyirohu,
na které lezi hledany vrchol B, tedy B = A’X N BP.

Uloha 2.5.4 Kuzelosetka je déana tfemi vlastnimi te¢nami a,b,c a pélem P

s polarou p. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

ReSeni Oznadime X = anNp a PX = p,. Pro hledanou teénu «', kterd prochézi

bodem X, plati (aa'pp,) = —1 (véta 2.5.2"). Sestrojime ji uzitim konstrukce 1.5.2.
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Uloha 2.5.5 Kuzelosecka je dana dvéma vlastnimi body A, B, teénou a v bodé A

a polem P s polarou p. Sestrojte dalsi bod a te¢nu.

ReSeni Oznadime P; = BPNp, X = anNp,p, = PX. Na piimce BP sestrojime
bod B’, pro ktery plati (BB'PPg) = —1, a tim ziskdme dalsi bod kuzelosecky. Dale
sestrojime pfimku a', pro kterou plati (aa’pp,) = —1. Tato pfimka je pak hledanou

tec¢nou kuzelosecky.

Uloha 2.5.6 Kuzelosecka je dana dvéma body A, B a polarnim trojihelnikem PQR.
Sestrojte dalsi body kuzelosecky.

P

ReSeni Sestrojime pifmku AQ), ktera protne polaru ¢ pélu @ v bodé @ ,. P¥imka AQ
protina kuzelosecku v bodé A a v hledaném bodé A’. Pro ¢tverici bodu A, A, Q,Q
plati (AA'QQ,) = —1. Hledany bod A’ sestrojime pomoci konstrukce 1.5.1. Dalsi

hledané body kuzelosecky sestrojime analogicky.
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Uloha 2.5.7 KuzZelosecka je dana dvéma te¢nami a, b a polarnim trojthelnikem PQR.

Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.

ResSeni Oznadime X = a N7 a sestrojime pifmku r, = XR. Chceme sestrojit
te¢nu kuzelosecky a’ # a prochéazejici bodem X, pti¢emz pro ¢tverici primek a,a’,r,r,
plati (aa'rr,) = —1 (véta 2.5.8"). Piimku a’ lze sestrojit pomoci konstrukce 1.5.2,
nebo lze vyuzit vlastnosti dvojpoméru (ABCD«) = (ABC). Libovolnym vlastnim
bodem K # X piimky r, vedeme pfimku m prochézejici nevlastnim bodem piimky a,
tedy rovnobézku s primkou a. Oznacime-li prisecik pfimek m a r jako bod L, prochazi
hledané tec¢na o’ bodem M € m, pro ktery plati (K LM) = —1, bod M je tedy stiedem

usecky K L. Dalsi tecny dané kuzelosecky sestrojime analogicky.

o4



Uloha 2.5.8 Kuzelosecka je dana pélem M s polarou m a polarnim troj-
thelnikem PQR. Sestrojte nékolik bodt kuzelosecky.

ResSeni Sestrojime-li piimku M P, pak body P,P' = pN MP,M,M' = m N MP
ur¢uji involuci sdruzenych péla dané kuzelosecky (véta 2.5.6). Jelikoz se odpovidajici
si dvojice bodl neoddéluji, je tato involuce hyperbolickd a mé tedy dva samodruzné
body. Dle véty 2.5.7 jsou samodruzné body X,Y této involuce priiseciky piimky M P
s kuzeloseckou. Body X, Y sestrojime pomoci Steinerovy kruznice k (konstrukce 2.1.1).
Z libovolného bodu S kruznice k promitneme primkami body M, M’ P, P'. Na kruz-
nici k£ dostaneme involuci kvadratickych soustav bodu k(a,f,...) a k(a/,5,...).
Osa o této involuce protind kruznici £ v samodruznych bodech y, . Promitneme-li
body x a ¥ z bodu S na pfimku M P ziskdme hledané body X,Y dané kuzelosecky.

Dalsi body kuzelosecky sestrojime analogicky.

35



Uloha 2.5.9 Kuzelosecka je dana péti body A, B, C, D, E. Sestrojte priiseciky dané

primky p s touto kuzeloseckou.

ReSeni Na pifmce p zvolime libovolné dva rfizné body @, R a sestrojime jejich
polary ¢,r vzhledem k dané kuzelosetce (tloha 2.5.1). Oznadime Q' = ¢ N p,
R ' =rnp. Body Q,Q’, R, R" uréuji na pfimce p involuci sdruzenych pdla kuzelosecky.
Jelikoz se odpovidajici si dvojice bodt neodd€luji, jedna se o hyperbolickou involuci
a muze sestrojit samodruzné body X,Y této involuce, které jsou hledanymi priseciky
primky p s danou kuzeloseckou. V pripadé, kdy by involuce byla elipticka, dana primka p

by s kuzeloseckou neméla zadny spole¢ny bod.

2.6 Svazek a rada kuzelosecek

Regularni kuzelosecka je jednoznac¢né urcena péti svymi body, z nichz zadné tii nelezi
na piimce. Dvé rizné regularni kuzelosecky tedy mohou mit nejvyse Ctyii spolecné

body, pricemz témito body prochéazi nekoneéné mnoho navzajem rizny kuzelosecek.

Definice 2.6.1 Necht A, B,C, D jsou ¢tyfi rtizné body projektivni roviny, z nichz
zadné tti nelezi v pfimce. Mnozina vSech kuzelosecek, které prochazeji body A, B, C, D

se nazyva svazek kuZelosecek. Znacime S (A, B, C, D).

Definice 2.6.1* Necht a,b,c,d jsou ¢tyfi rizné primky projektivni roviny, z nichz
zadné tTi neprochazeji tymz bodem. Mnozina vSech kuzelosecek, které se dotykaji pti-

mek a, b, ¢, d se nazyva tada kuZelosecek. Znacime s (a, b, c,d).
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Kazdy svazek kuzelosecek obsahuje vedle regularnich kuzelosecek také tii singularni
kuzelosecky. Tyto singularni kuzelosecky jsou tvofené protéjsimi stranami tuplného
¢tyfrohu A, B,C, D. Je ziejmé, zZe pro kazdy bod projektivni roviny rizny od dané
Ctverice existuje pravé jedna kuzelosecka patiici tomuto svazku. Duélni vlastnost pro

fady kuzelosecek plati jen v piipadé, Ze se omezime pouze na regularni kuzelosecky.

Véta 2.6.1 (Desarguesova) Kuzelosecky svazku S (A, B, C, D) protinaji piimku p,
ktera neprochéazi zadnym z bodu A, B,C, D, v parech bodu, které tvofi na pfimce p

involuci, tzv. involuci Desarguesovu.

Obr. 21 Dukaz Desarguesovy véty

Dukaz Necht body A, B,C,D urcuji svazek kuZeloseGek a piimka p neprochéazi
zédnym z téchto bodu. Singuldrni kuzelose¢ky K, = [AC |U[BD ], K, = [AD | U
U[ BC'] protinaji pfimku p v parech bodu C, Dg; Cg, D 4, které urcuji involuci bodi
na piimce p. Na pfimce p zvolime libovolny bod X rtzny od bodu C,, Dy, Cg, D4
a ukazeme, ze jemu odpovidajici bod Y v této involuci je soucasné prisecikem primky p
s kuzeloseckou Ky svazku S (A, B, C, D) obsahujici bod X. Involuci na pfimce p pro-
mitneme z libovolného bodu S, ktery na ni nelezi, involutornimi svazky ptimek. Tyto
piimky protinaji libovolnou regularni kuzelosecku K, prochazejici bodem S v involuci
bodi na této kuzelosecce. Spojnice odpovidajicich si bodid v této involuci prochazeji
stfedem involuce O. Piimka X'O protina kuzelosecku K, v bodé Y’, ktery v této in-
voluci odpovida bodu X'. Promitneme-li tento bod na pfimku p, dostaneme hledany
bod Y odpovidajici v involuci na pfimce p bodu X. Uvedena konstrukce odpovida
Steinerové konstrukei, pomoci které sestrojujeme pruseciky primky s kuzeloseckou.

Bod Y je tedy soucasné prisecikem piimky p s kuzeloseckou Ky. O

Véta 2.6.1° Tecny vedené ke kuzeloseckam tady s(a,b,c,d) z bodu, ktery nelezi

na zadné z primek a, b, ¢, d, tvori involuci, tzv. involuci Desarguesovu.
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Desarguesovy véty uzivame pii konstrukci kuzelosecky svazku, ktera se primky p do-

tyka. Bod dotyku této kuzelosecky je totiz samodruznym bodem Desarguesovy involuce.

Véta 2.6.2 Jestlize v Desarguesové involuci bod na pfimce p existuji dva rtizné
samodruzné body, pak v daném svazku kuzelosecek existuji dvé kuzelosecky, pro které
je primka p tecnou. Pticemz body dotyku jsou pravé samodruzné body Desarguesovy

involuce.

Véta 2.6.2" Jestlize v Desarguesové involuci pfimek v bodé P existuji dvé riazné
samodruzné primky, pak v dané radé kuzelosecek existuji dvé kuzelosecky, které pro-
chazeji bodem P. Pricemz tecny téchto kuzelosecek v bodé P jsou pravé samodruzné

primky Desarguesovy involuce.

Uloha 2.6.1 Urcete kuzelosecky svazku S (A, B, C, D) dotykajici se dané pfimky p.

Reseni V daném svazku existuji dvé riizné singularni kuzelosecky, [ AC' ] U [ BD ]
a [AD |U|[ BC|. Tyto kuzelosecky protinaji pfimku p v bodech M, M', N, N', které
urcuji Desarguesovu involuci bodt. Samodruzné body X,Y této involuce jsou body
dotyku hledanych kuzelosecek svazku S (A, B,C, D) a pfimky p. Body X,Y urcime
pomoci Steinerovy kruznice k. Hledané kuzelosecky jsou tedy jednoznacné urceny péti
svymi body A, B,C,D,E, X, resp. A,B,C,D,E.Y.
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2.7 Afinni a metrické vlastnosti kuzelosecek

Pfi studiu afinnich a metrickych vlastnosti kuzelosecek pracujeme s nevlastnimi prvky,
rovnobéznosti a metrikou. Déle tedy budeme projektivni rovinou rozumét rozsirenou

eukleidovskou rovinu.

Afinni klasifikace kuzZelosedek

Definice 2.7.1 Kuzelosecku nazyvame elipsou, jestlize neprotind nevlastni primku.
Kuzelosecku nazyvame parabolou, jestlize protina nevlastni piimku v jediném bodé.

Kuzelosecku nazyvame hyperbolou, jestlize protind nevlastni ptfimku ve dvou bodech.

Z této definice plyne, Ze nevlastni pfimka neni te¢nou elipsy ani hyperboly. Pro elipsu
a hyperbolu lze tedy uvazovat involuci sdruzenych poli na nevlastni piimce a pomoci

ni rozhodnout o jaky typ kuzelosecky se jedna.

Véta 2.7.1 Kuzelosecka je elipsou, resp. hyperbolou, praveé tehdy, kdyz na nevlastni

primce své roviny indukuje eliptickou, resp. hyperbolickou, involuci sdruzenych pdli.

Véta 2.7.2 Kuzelosecka je parabolou prave tehdy, kdyz je nevlastni primka jeji tec-

nou.

Uloha 2.7.1 Kuzelosecka je déna péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Urcete typ ku-

zelosecky:.
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ResSeni Typ kuZelosecky uréime tak, ze zjistime pocet prisecikit kuzelosecky s ne-
vlastni pfimkou. Zvolime dva body D, E a z nich promitneme ostatni body projektiv-
nimi svazky. Pary odpovidajicich si prisecikt pfimek téchto svazkt s nevlastni prim-
kou tvoii soumistnou projektivitu fad. Pomoci Steinerovy kruznice k urcime pocet
samodruznych bodu této projektivity. Dostavame projektivni kvadratické soustavy
bodu k(«,B,7,...),k(a/, 5,7, ...). Direkéni osa o protind Steinerovu kruznici k

ve dvou bodech x, v, dana kuzelosecka je tedy hyperbola.

Stred a asymptoty kuZelosecky

Definice 2.7.2 P06l nevlastni primky vzhledem k elipse, resp. hyperbole, se nazyva

stred elipsy, resp. stred hyperboly.

U paraboly stfed nezavadime, jelikoz nevlastni pfimka je te¢nou paraboly a jeji podl
tedy prislusnym bodem dotyku, ktery je nevlastni. Pro elipsu ani pro hyperbolu neni
nevlastni primka jeji tecnou, pol nevlastni pfimky vzhledem k témto kuzeloseckam
tedy neni incidentni s nevlastni pfimkou a je bodem vlastnim. Pro stfed hyperboly

a elipsy dokazeme dulezitou vlastnost.

Véta 2.7.3 Elipsa a hyperbola jsou soumérné podle svého stfedu. Jiny stfed soumeér-

nosti nemaji.

Dukaz Necht pfimka p prochézi stfedem S kuzelosecky a protind tuto kuZelosecku
v bodech A, A’. OznacCime-li prusecik pfimky p s nevlastni primkou jako S_, pak
z polarnich vlastnosti plyne, Ze (AA’SSOO) = —1 a tedy (AA’S) = —1. Stied S
je tedy stiedem tsecky AA’. Obracené stied soumérnosti musi byt ziejmé pdélem ne-
vlastni pfimky. Ke kazdé piimce vSak vzhledem k dané kuzelosecce existuje pravé jeden

jeji pol. Jediny stied soumeérnosti elipsy, resp. hyperboly, je tedy jeji stfed.

Definice 2.7.3 Elipsa a hyperbola se nazyvaji stredovée kuzelosecky. Parabola se na-

zyva nestredovd kuzelosecka.

Definice 2.7.4 Tec¢na kuzelosecky v jejim nevlastnim bodé se nazyva asymptota ku-

zZelosecky.

Pocet asymptot u jednotlivych kuzelosecek plyne ihned z definice 2.7.1. Elipsa neméa

s nevlastni pfimkou zadny spoleény bod, neexistuje tedy zadna jeji asymptota.
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Véta 2.7.4 Hyperbola ma dvé asymptoty a jejich prisecik je stfedem hyperboly.

Jedina asymptota paraboly je nevlastni primka dané roviny.

Diikaz Pro parabolu véta plyne pfimo z véty 2.7.2. Dokazeme tedy pouze, ze priisecik
asymptot hyperboly je jejim stfedem. Asymptoty jsou teény v nevlastnich bodech,
jejich prusecik je tedy dle véty 2.5.1" pdlem nevlastni primky. Pdl nevlastni primky
je vsak podle definice 2.7.2 stied kuzelosecky.

0

Vedle involuce sdruzenych polti na nevlastni piimce, miizeme studovat také invo-
luci sdruzenych polar prochéazejicich stredem kuzelosecky. Pro elipsu je tato involuce
elipticka, tedy bez samodruznych pifimek. Pro hyperbolu je naopak hyperbolicka,
existuji v ni tedy dvé samodruzné piimky. Lze dokazat, Ze samodruzné primky této

involuce jsou praveé asymptoty dané hyperboly.

Uloha 2.7.2 Hyperbola je ddna tfemi vlastnimi body A, B,C a dvéma nevlastnimi
body U_, V. . Sestrojte jeji asymptoty u,v.

ReSeni Asymptoty u,v sestrojime jako teény v nevlastnich bodech U_, V., uzitim
Pascalovy véty. Oznacime A = 1,B = 2,C = 4,U_ = 3,V = 5 = 6 a sestrojime
Pascalovu piimku p = ay, kde o = 12N45,~v = 34N 61. Hledana asymptota v prochazi
bodem 8 = 23N p a bodem V__. Asymptotu u sestrojime analogicky.
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Uloha 2.7.3 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C a stfedem S. Sestrojte

dalsi body a te¢nu kuzelosecky.

ResSeni Dalsi body A’, B',C" kuzelosecky sestrojime jako body soumérné sdruzené
s body A, B,C podle stfedu S kuzelosecky. Tecnu kuzelosecky sestrojime pomoci
Pascalovy véty. Oznac¢ime A = 1 = 6,4 = 5B = 2,B' = 4,C = 3 a sestrojime

Pascalovu pfimku p = a,_ NB. Hledana tecna a kuzelosecky prochazi bodem v = 34Np.

Uloha 2.7.4 Hyperbola je ddna asymptotami u,v a teénou a. Sestrojte bod
dotyku A tecny a.

ReSeni Bod A sestrojime pomoci Brianchonovy véty. Oznacime u = t, = t,,a = t; =
=t,,v =t; = t4 a sestrojime Brianchontuv bod 5 =14N25, kde 1 =t, Nt,y,2 =t, N,
4=1t,Nt;,5=1t;Nts. Hledany bod A uréime jako prusecik pfimky a s primkou 6.
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Priuméry kuzelosecek

Definice 2.7.5 Vlastni piimka, jejiz pol vzhledem k dané kuzelosec¢ce je bod ne-

vlastni, se nazyva priumeér kuZelosecky.

Z této definice je zfejmé, ze ke kazdé kuzelosecce existuje nekonecéné mnoho jejich pri-
méril. Z polarnich vlastnosti kuzelosecek snadno odvodime nésledujici véty pro priaméry

kuzelosecek.

Véta 2.7.5 Primeéry stredové kuzelosecky prochazeji jejim stfedem a obracené, kazda

primka prochazejici sttedem kuzelosecky je jejim primeérem.

Véta 2.7.6 Priméry paraboly jsou navzajem rovnobézné. Jejich spolecny nevlastni

bod je bodem dotyku nevlastni pfimky a paraboly.

Véta 2.7.7 Spojnice priuseciku dvou tecen kuzelosecky se stfedem usecky, jejimiz

krajnimi body jsou body dotyku téchto tecen, je priameér kuzelosecky.

Dukaz Necht t;,t, jsou dvé tecny téze kuzelosecky s body dotyku T;,T,. Ozna¢me
P =t nNnty,ap="TT, Bod P je ziejmé polem primky p. Oznac¢ime-li () nevlastni
bod primky p, pak jeho polara ¢ vzhledem k dané kuzelosecce prochazi bodem P
a protind primku p v bodé @'. Staci tedy dokazat, ze bod Q' je stfedem tsecky T;75.
Body 71,75, @', Q.. tvori harmonickou ¢tverici a jelikoz bod @) je nevlastni plati také
(T, 1,Q") = —1. Bod @’ je tedy stfedem tsecky T,75.

U

Dvé tecny stiedové kuzelosecky mohou byt navzajem rovnobézné, jejich priisecikem
je poté nevlastni bod. Spojnice bodt dotyku téchto tecen je tedy polarou nevlastniho
bodu ¢ili primeérem této kuzelosecky. K parabole nelze vést navzajem rovnobézné tecny,
jelikoz je nevlastni primka tecnou paraboly a tedy kazdym nevlastnim bodem mtze

prochézet nejvyse jedna vlastni tecna.
Véta 2.7.8 Spojnice stiedii rovnobéznych tétiv kuzelosecky je jeji primer.

Dukaz Nechtf vSechny navzajem rovnobézné tétivy prochézeji nevlastnim bodem P, .
Potom polara p tohoto bodu je primérem dané kuzelosecky. Staci tedy dokazat,
ze primka p prochazi stfedy rovnobéznych tétiv. Zvolme libovolnou tétivu a, kterad
protina kuzelosecku v bodech A, A" a primku p v bodé P,. Pro body A, A", P,, P_ plati
(AA’PGPOO) = —1latedy (AA'P,) = —1. Bod P, je tedy stfedem tsecky AA’.
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Stied kuzelosecky je mozné urcit naptiklad jako prisecik dvou jejich priméra ¢i jako

pdl nevlastni primky. Ke konstrukci stfedu kuzelosecky lze také vyuzit nasledujici véty.

Véta 2.7.9 Stred kuzelosecky je stfedem involuce sdruzenych pdli, kterou kuzelo-

secka indukuje na kterémkoli svém primeéru, ktery neni asymptotou.

Vedle sdruzenych poli lezicich na primeéru kuzelosecky, miizeme také studovat pary
sdruzenych polar prochazejicich stifedem kuzelosecky. Dostavame fadu vlastnosti, které

lze vyuzit pti konstrukei stredovych kuzelosecek.

Definice 2.7.6 Dva priuméry stredové kuzelosecky, které jsou jejimi sdruzenymi po-

larami, se nazyvaji sdruZené primery.

Véta 2.7.10 Dvojice sdruzenych priméru stiedové kuzelosecky tvori involuci pfimek
indukovanou kuzeloseckou ve svém stiedu.
U elipsy je tato involuce elipticka. U hyperboly je hyperbolické, pficemz samodruzné

primky této involuce jsou jeji asymptoty.

Z vlastnosti hyperbolické involuce ptimek ihned plyne, ze asymptoty hyperboly oddeé-
luji harmonicky kazdé dva jeji sdruzené primeéry. Z polarnich vlastnosti kuzelosecek
mizeme také odvodit, zZe kazda dvojice sdruzenych primeérta kuzelosecky tvoti spolu
s nevlastni pfimkou polarni trojihelnik této kuzelosecky. Obréacené také plati, ze kazdy
polarni trojuhelnik kuzelosecky, jehoz jednou stranou je nevlastni primka, obsahuje
dvojici sdruzenych primeért. Dalsi vlastnosti sdruzenych primeéri plynouci z polarnich

vlastnosti uvadéji nasledujici véty.

Véta 2.7.11 Kazdy ze dvou sdruzenych primért sttedové kuzelosecky ptli jeji tétivy

rovnobézné s druhym primérem.

Véta 2.7.12 Kazda piimka polarné sdruzena s priameérem stiedové kuzelosecky

je rovnobézna s jejim sdruzenym primérem.

Véta 2.7.13 Uhlopticky rovnobézniku stiedové kuzelosedce opsaného jsou sdruze-

nymi priameéry této kuzelosecky.

Dikaz Strany rovnobézniku tvori tplny ¢tyfstran, jehoz diagonalni trojuhelnik ob-
sahuje nevlastni pfimku. Stfed kuzelosecky je tedy vrcholem diagondlniho trojihelniku
a diagonalni trojtihelnik je polarnim trojuhelnikem. Strany tohoto trojuihelniku pro-

chazejici stredem kuzelosecky jsou tedy sdruzené primeéry.
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Pro rovnobéznik kuzelosecce vepsany plati podobnéa véta. V jejim dikazu bychom vysli

z vlastnosti iplného ¢tyirohu a jeho diagonalniho trojuhelniku.

Véta 2.7.14 Stfedni pricky rovnobézniku vepsaného stfedové kuzelosecce jsou jeji

sdruzené prumeéry.

Definice 2.7.7 Priseciky kuzelosecky se svym libovolnym primérem se nazyvaji

krajni body prumeéru.

Véta 2.7.15 Dva pruméry stredové kuzelosecky jsou sdruzené pravé tehdy, kdyz
tecny sestrojené v krajnich bodech jednoho priméru jsou rovnobézné s druhjym pri-

meérem.

Dukaz

(1) Necht m,m’ jsou sdruzené pruméry kuzelosecky a body M., M’ jejich pdly.
Oznac¢me M,, M, krajni body praméru m a m,,m, tecny v téchto bodech.
Tecéna m;, resp. m,, je polarné sdruzena s piimkou m, jelikoz ptimka m pro-
chazi pélem M,, resp. M,, primky m,, resp. m,. Tecny m,, m, tedy prochézeji
nevlastnim bodem M __, kterym vsak podle predpokladu prochéazi také pramér m'.
Piimky m', m,, m, jsou tedy navzdjem rovnobézné.

(2) Necht m,n jsou praméry kuzelosecky a tecny m,,m, sestrojené v krajnich bo-
dech priméru m jsou rovnobézné s primérem n. Teény m,, m, opét prochazeji
pélem M_ priméru m. Jelikoz je pfimka n podle pfedpokladu rovnobézna s tec-
nami m,, m,, musi prochazet stejnym nevlastnim bodem, tedy bodem M__ . Pdl
praméru m lezi na prameéru n, tudiz pdl priméru n musi lezet na priméru m
a tedy dané prumeéry jsou sdruzené.

O

Véta 2.7.16 Spojnice kteréhokoli bodu stfedové kuzelosecky s krajnimi body jejiho

libovolného primeéru jsou rovnobézné se sdruzenymi priméry této kuzelosecky.

Tato véta je dlsledkem véty o stiednich prickach rovnobézniku vepsaného kuzelosecce
(véta 2.7.14).

Véta 2.7.17 Spojnice kteréhokoli bodu stfedové kuzelosecky s krajnimi body libo-

volného primeéru protinaji pravé s nim sdruzeny primeér ve dvou sdruzenych pédlech.

Dukaz Necht m,n jsou sdruZzené praméry, body M;, M, krajni body praméru m
a bod A libovolnym bodem kuzelosecky. Uréime-li na kuzelosecce bod B tak, aby platilo
ABJ| M, M,, pak body A, B, M, M, tvoii Gplny ¢tyiroh kuzelosecce vepsany. Nevlastni
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bod N_ ptimky m je diagonalnim bodem tohoto ¢tyirohu a primka n je jeho diagonalni
stranou. Na piimce n tedy lezi zbyvajici diagonalni vrcholy P = AM,Nn, P' = AM,Nn,
pricemz tyto vrcholy jsou sdruzenymi poly vzhledem ke kuzelosecce.

0

Na primeéru kuzelosecky tak dostavame involuci sdruzenych pélia urcenou stiedem ku-
zelosecky a dvojici odpovidajicich si pola. Je-li tato involuce hyperbolicka, miizeme

sestrojit jeji samodruzné body, které jsou krajnimi body daného priéimeéru.

Pro parabolu nemé smysl zavadét pojem sdruzenych primért, jelikoz jsou vsechny
jeji prumeéry rovnobézné. Z polarnich vlastnosti vSak mtzeme pro parabolu odvodit

podobné vlastnosti jako pro stiedové kuzelosecky.

Definice 2.7.8 Smér pfimek polarné sdruzenych s primérem paraboly se nazyva

smer sdruZeny s timto primeérem.

Véta 2.7.18 Kazdy smér v roviné paraboly, ktery neni smérem primeéru této para-

boly, je sdruzen pravé s jednim primérem této paraboly.

Dukaz Méjme dan libovolny smér 7 rizny od sméru praméru dané paraboly. Vsechny
primky daného sméru 7 necht prochazeji bodem S . K bodu S existuje pravé jedna
poléra s vzhledem k dané parabole, ktera je navic jejim primérem. Na pfimce s lezi
vSechny poly primek patifici sméru 7 a obracené, kazdy bod lezici na pfimce s ma
’ v — v — . v ’ v o v
polaru sméru 7. Smér 7 je tedy sdruzen pravé s prumérem s paraboly.
g

Bod dotyku vlastni te¢ny a paraboly je pdlem této tec¢ny, priimér prochézejici timto
bodem je tedy primér sdruzeny se smérem této tecny. Pro tétivy paraboly plati opét

podobna véta jako pro tétivy stfedové kuzelosecky.

Véta 2.7.19 Primér paraboly puli vSechny jeji tétivy rovnobézné se smérem s nim

sdruzenym.

Na kazdém svém priaméru indukuje parabola involuci sdruzenych poli. Tato involuce
je vzdy hyperbolickd a méa tedy dva samodruzné prvky, které jsou opét body paraboly.
Jelikoz je jednim samodruznym bodem této involuce nevlastni bod, plati pro druhy

samodruzny bod nasledujici véta.

Véta 2.7.20 Necht ¢ je libovolny prtimér paraboly a body P, P’ jsou dva rizné

sdruzené pdly lezici na tomto prumeéru q. Potom stied tsecky PP’ je bodem paraboly.
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Uloha 2.7.5 Kuzelosecka je dana tiemi vlastnimi body A, B, C a stfedem S. Urcete

involuci sdruzenych primért.

ResSeni K bodtm A, B, C sestrojime podle stfedu S kuzelosecky stiedové soumérné
body A’, B',C". Body A, B, A", B, resp. B,C, B',C", jsou vrcholy rovnobézniku kuze-
losecce vepsanych. Dle véty 2.7.14 jsou tedy stiredni pticky téchto rovnobézniki sdruze-
nymi prumeéry. Dostavame tak dva pary sdruzenych praméra m, m’ a n,n’, které urcuji

involuci sdruzenych primért.

Uloha 2.7.6 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi te¢nami a, b, ¢ a stiedem S. Urcete

involuci sdruzenych primért.

ResSeni K tetnam a,b, ¢ sestrojime podle stiedu S kuZelosecky stiedové soumérné
tecny a’,b', ¢'. Primky a, b, a’,b’, resp. b, ¢, b’, ¢, uréuji rovnobézniky kuzelosecce opsané.
Dle véty 2.7.13 jsou uhlopticky téchto rovnobéznikt sdruzenymi primeéry. Dostavame
tak dva pary sdruzenych praméra m,m’ a n,n’, které urcuji involuci sdruzenych pri-
mert.
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Uloha 2.7.7 Kuzelosecka je dana parem sdruZenych pramért m,m’, krajnimi body

M,, M, pruméru m a bodem A. Sestrojte krajni body praméru m'.

ReSeni Z bodu A kuzelosecky promitneme krajni body M, M, priméru m
na pramér m’. Dostaneme tak body P, P’, které tvofi involutorni par sdruzenych pdli
vzhledem ke kuZelosecce (véta 2.7.17). Jelikoz se jedna o hyperbolickou involuci, mi-
zeme sestrojit (konstrukce 1.7.2) jeji samodruzné body Mj, M,, které jsou krajnimi

body prumeéru m/’.

Uloha 2.7.8 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte jeji
stfed S.

Reseni Bodem C vedeme pfimku ¢ rovhobéznou s pfimkou AB a pomoci Pascalovy
véty na ni sestrojime prusecik C’ s danou kuZeloseckou. Dostaneme tak dvé rovno-
bézné tétivy kuzelosecky. Podle véty 2.7.8 je spojnice m stfedt téchto tétiv primeér
kuzelosecky. Obdobné sestrojime také priimér n kuzelosecky. Jelikoz jsou prumeéry m,n
riuznobézné, nemiize byt dana kuzelosecka parabolou a prusecik téchto priameéra je tedy

hledanym stiedem S kuzelosecky.
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Uloha 2.7.9 KuZelosedka je ddna stiedem S a polarnim trojihelnikem PQR. Urcete

involuci sdruzenych primért.

ReSeni Sestrojime primér m’ = PS a jeho nevlastni bod ozna¢ime M__. Hledany
prumér m, ktery je sdruzeny s prumérem m’, je ziejmé polarou nevlastniho bodu M_ .
Primér m’ prochazi stfedem S a pélem P, jeho pdl je tedy prisecikem piimek n_, p,
tedy nevlastnim bodem primky p, kde pfimka p je polarou bodu P. Jelikoz polara m'

prochéazi bodem M_, musi také polara m bodu M_ prochézet bodem M’ . Hledany

o0 )
prumér m sdruzeny vzhledem ke kuzeloseCce s prumérem m' je tedy rovnobézny
s pfimkou p. Analogicky sestrojime sdruzené praméry n,n’ = QS. Involuci sdruze-

nych priméri mate tedy uréenu dvéma pary odpovidajicich si primeér.

Osy kuzelosecek

Definice 2.7.9 Primky, které tvori pravoihly par involuce sdruzenych primért stie-
dové kuzelosecky, se nazyvaji osy kuzelosecky.

Priimér paraboly, ktery je kolmy ke sméru s nim sdruzenym, se nazyva osa paraboly.

Drtive nez se budeme zabyvat poctem os u jednotlivych kuzelosecek, je tfeba mnozinu

vSech elips rozdélit na dvé disjunktni skupiny.

Definice 2.7.10 Elipsu, ktera ve svém stfedu indukuje pravotuthlou involuci sdruze-

nych priméri, nazyvame kruznici.

Pro stredové kuzelosecky lze pocet os odvodit z vlastnosti involuce svazkt primek. Pro

parabolu stac¢i uvazovat vétu 2.7.18.
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Véta 2.7.21 Kazda parabola ma prave jednu osu. Kazda stfedova kuzelosecka, ktera

neni kruznici, ma praveé dvé osy. Kazda kruznice ma nekonec¢né mnoho os.

Nasledujici véta plyne pro stiedové kuzelosecky z vlastnosti sdruzenych priimeéri a pro
parabolu z vlastnosti primért sdruzenych se smérem. Kazdy primeér paraboly ptli jeji
tétivy, které patii sméru sdruzenému. A kazdy prumér sttedové kuzelosecky piili tétivy

rovnobézné s prumérem k nému sdruzenym.

Véta 2.7.22 Kuzelosecka je soumérna podle své osy a obracené osy kuzelosecky jsou

jeji jediné osy soumeérnosti.

Definice 2.7.11 Vlastni priseciky kuzelosecky s kazdou jeji osou se nazyvaji vrcholy

kuZelosecky. Tecény ve vrcholech se nazyvaji vrcholové tecny.

Parabola ma tedy pravé jeden vrchol a pravé jednu vrcholovou tecnu. Kazda stie-
dova kuzelosecka, ktera neni kruznici, ma nejvyse ¢tyfi vrcholy. Diive nez odvodime
presny pocet vrcholi u stredovych kuzelosecek, je tfeba dokazat dtlezitou vlastnost
vnitinich bodi kuzelosecky. Pricemz vnitinim bodem kuzelosecky rozumime takovy
bod projektivni roviny, kterym neprochazi zadna tecna této kuzelosecky a jeho polara
tedy neprotina kuzelosecku. Vnéjsim bodem kuzelosecky, pak rozumime bod, kterym

prochézeji praveé dvé tecny.
Véta 2.7.23 Kazda primka prochéazejici vnitinim bodem kuzelosecky je jeji sec¢nou.

Dukaz Necht @ je libovolny vnitini bod kuZelosecky a p libovolna piimka, kterd
jim prochézi. Necht dale pfimka p protind polaru ¢ bodu ) vzhledem ke kuzelosecce
v bodé Q'. Body @, Q' lezici na p jsou tedy polarné sdruzené a soucasné body P, (),
kde P je pdl primky p, jsou polarné sdruzené na primce q. Zvolme libovolny bod T’
kuzelosecky a sestrojme tecnu t v tomto bodé. Oznacme R = p N t. Polara r
bodu R prochézi body P,T a protinid piimku p v bodé R'. Body R, R’ lezici na p
jsou opét polarné sdruzené. Mame tedy danu involuci sdruzenych pdld na primce p.
Staci dokazat, ze tato involuce je hyperbolické a tedy ze primka p protina kuzelosecku
v samodruznych bodech této involuce. Ozna¢me M = gNt. Polara m bodu M prochazi
body @, T a protind pfimku g v bodé M'. Body M, M’ lezici na pfimce ¢ jsou polarné
sdruzené. Na pfimce ¢ mame danu involuci sdruzenych pola P, Q" a M, M'. Jelikoz
je primka ¢ polarou vnitiniho bodu kuzelosecky, je tato involuce elipticka a dané dvojice
bodu se oddéluji. Z toho plyne, ze dvojice bodu M', Q)" a M, P se navzajem neoddéluji.
Dvojice bodu @Q,Q" a R, R’ se tedy také navzdjem neoddéluji, jelikoz jsou pramé-
tem dvojic M', )" a M, P. Involuce sdruzenych pdla na pfimce p je tedy hyperbolicka

a piimka p protina kuZelosecku ve dvou bodech, je tedy jeji se¢nou (obr. 22). O
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Stred kuzelosecky jsme definovali jako pdl nevlastni piimky. Jelikoz nevlastni primka
nema s elipsou zadny spoleény bod, je stied elipsy vnitinim bodem. Hyperbola protina
nevlastni pfimku ve dvou rtiznych bodech, stfed hyperboly je tedy jejim vnéjsim bodem.

Snadno jiz tedy odvodime véty o poctu vrcholi stfedovych kuzelosecek.

Obr. 22 Dikaz véty 2.7.23

Véta 2.7.24 Kazdy primér elipsy ji protind ve dvou rtiznych bodech. Elipsa, ktera

neni kruznici, mé ¢tyti riizné vrcholy. Kruznice mé nekoneéné mnoho vrcholi.

Véta 2.7.25 7 kazdého paru sdruzenych priaméra hyperboly, které nejsou asympto-

tami, ji protina praveé jeden primér. Hyperbola ma dva ritizné vrcholy.

Ukazalo se, Ze je viyhodné na primeérech, které neprotinaji hyperbolu, uvazovat podobné
body, jako v ptipadé krajnich bodi priimeéri protinajicich hyperbolu. Téchto bodu poté

vyuzivame pii konstrukcich dalsich prvka hyperboly.

Definice 2.7.12 Je-li involuce sdruzenych pdéli na primeéru hyperboly elipticka, pak
sdruzené poly incidentni s timto primeérem, které jsou soumérné podle stiedu hyper-

boly, se nazyvaji nahradni krajni body tohoto primeéru.

Z vlastnosti involuce sdruzenych primért snadno odvodime, ze osy uhli, které sviraji
asymptoty, jsou osy hyperboly. Asymptoty hyperboly jsou samodruznymi pfimkami
a osy hyperboly jsou pravothlym parem v této involuci. Charakteristika této involuce
jerovna —1, asymptoty a osy hyperboly tedy tvori harmonickou ¢tvetici ptimek. Jelikoz

jsou osy hyperboly navzajem kolmé musi byt osami thli, které sviraji asymptoty.
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Konstrukce 2.7.1 Involuce je dana dvéma pary odpovidajicich si primek a,a’ a b, b'.

Sestrojte pravouhly par piimek o,, 0, této involuce.

Obr. 23 Konstrukce pravouhlého paru v involuci pfimek

Postup (obr. 23): Sestrojime libovolnou kruznici & se stiedem O prochazejici stfedem
involutornich svazki S. Pfimky svazki protinaji tuto kruznici v involutornich kvadra-
tickych soustavach bodi. Direkénim stfedem P téchto soustav prochéazeji vSechny spoj-
nice odpovidajicich si bodt v dané involuci. Odpovidajici si body , x’ kvadratickych
soustav, ve kterych kruznici k£ protina pravouhly par o, 0,, urc¢ime jako krajni body

praméru O P kruznice k.

Uloha 2.7.10 Parabola je dana tfemi vlastnimi body A,B,C a nevlastnim

bodem U_ . Sestrojte osu o paraboly.

N A=11| -~
. // -
N -
v N /// 6
'
/>\~
AN
C=4\/ '\.O(
/ . T
/ . 5
/ \.D
/ N
;
| S
\ 9
\
\
\
\
N
\
Y
B=3 Um:5:6
A'=71
a N
B

ReSeni Nevlastni bod U_, urcuje smér hledané osy. Bodem A vedeme pifmku a kol-
mou ke sméru osy a pomoci Pascalovy véty na ni uréime bod A’. Parabola je soumérna

podle své osy, hledané osa o tedy prochézi stfedem X tsecky AA'.
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Uloha 2.7.11 Kuzelosecka je dana stiedem S, osou o, a dvéma vlastnimi body E, F.

Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky.

ReSeni Sestrojime body E’, F’ soumérné sdruzené s body E, F podle osy o,. Ctvefice
bodu FE, F, F', E' tvoii uplny ¢tyfroh kuzelose¢ce vepsany, jeho diagonélni vrcholy P, P’
lezi na ose o,. Body P, P’ jsou sdruzenymi pély v involuci péli na pfimce o,. Jelikoz
je mocnost této involuce kladna, muzeme sestrojit jeji samodruzné body A a B, které
jsou hledanymi vrcholy kuzelosecky na ose o,. Stejnou konstrukci lze provést i pro

osu o0, a tim ziskat vrcholy C, D. Zadana kuzelosecka je tedy elipsou.

Uloha 2.7.12 KuzZelose¢ka je déna stfedem S, osou o, a tenou e s bodem

dotyku E. Sestrojte vsechny vrcholy kuzelosecky.
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ReSeni Sestrojime bod E’ a tecnu e’ soumérné sdruzené s bodem E a teénou e podle
osy o0,. PFimky e, ¢’ se protinaji na ose o, v bodé P, ktery je pélem piimky p = FFE'.
Prusecik pfimky p s osou o, oznac¢ime P’. Body P, P’ jsou sdruzenymi pdly vzhledem
k dané kuzelosecce. Involuce sdruzenych pdli na ose o, urcena sttedem kuzelosecky S
a odpovidajicimi si body P, P’ je hyperbolickd. Lze tedy sestrojit jeji samodruzné
body A, B, které jsou hledanymi vrcholy kuzelosecky. Na ose 0, kuzelosecky dostavame

eliptickou involuci, osa 0, tedy neprotina kuzelosecku. Kuzelosecka je tedy hyperbolou.
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Uloha 2.7.13 Kuzelosecka je dana stfedem S, osou o, a pélem P s polarou p.

Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky.

ResSeni Oznaéime Q' = o, N p. Polara ¢’ bodu @’ vzhledem ke kuZeloseéce prochézi
polem P primky p a pélem O_ piimky o,. Prusecik primek o, a ¢’ oznacime (). Polara ¢
bodu @ je ur¢ena body O_, a )’. Dostavame tak dvojici odpovidajicich si péla v involuci
sdruzenych péli na ose 0,. Samodruzné body A, B této involuce jsou hledanymi vrcholy

kuzelosecky na ose 0,. Analogickym postupem sestrojime také vrcholy C, D na ose 0,.

Uloha 2.7.14 Parabola je ddna osou o a dvéma vlastnimi body A, B. Sestrojte
vrchol V' paraboly.

ReSeni Sestrojime body A’, B’ soumérné sdruzené s body A, B podle osy o.
Body A, B', B, A’ tvori uplny ¢tyfroh parabole vepsany, jehoz diagonalni vrcholy P, P’
lezi na ose 0. Body P, P’ jsou sdruZenymi pély v involuci pdli na ose o. Samodruznymi
body této involuce jsou priiseciky osy o s parabolou, tedy nevlastni bod V. osy o, a hle-
dany vrchol V' paraboly. Vrchol V' je stfedem usecky PP’, jelikoz pro body P, P, V, V.
plati (PP'VV.) = —1 a tedy (PP'V) = —1.
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Uloha 2.7.15 Parabola je ddna osou o a tefnou a s bodem dotyku A. Sestrojte

vrchol V' paraboly.

ReSeni Sestrojime bod A’ a te¢nu a’ soumérné sdruzené s bodem A a tecnou a podle
osy o. Pfimky a,a’ se protinaji na ose o v bodé P, ktery je pélem piimky p = AA'.
Prusecik pfimky p s osou o oznac¢ime P’. Body P, P’ jsou sdruZenymi pdly v involuci
pél na ose 0. Hledany vrchol V' paraboly je tedy (stejné jako v predchozi tloze) stiedem

usecky PP’

Uloha 2.7.16 Parabola je dana osou o a pélem @ s polarou g. Sestrojte vrchol V/
paraboly.

ReSeni Oznadime P’ = onN q. Polara p’ bodu P’ vzhledem k parabole prochézi
polem @ primky ¢ a pélem O_ piimky o. Prisecik ptimek o a p’ ozna¢ime P. Po-
lara p bodu P je urcena body O_ a P’. Dostavame tak dvojici odpovidajicich si polu
v involuci sdruzenych pdld na ose o. Samodruzny vlastni bod V' této involuce, tedy

stfed tsecky PP’, je hledanym vrcholem paraboly.
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Uloha 2.7.17 Elipsa je dana sdruZenymi praméry m,n s krajnimi body M, M’
a N, N'. Sestrojte osy 0;,0, a vrcholy A, B,C, D elipsy.

ReSeni Krajnimi body M, M’, resp. N, N’, vedeme pifmky n”,n’, resp. m”,m/,
rovnobézné s primkou n, resp. m. Piimky m’, n’, m”, n” tvori rovnobéznik elipse opsany.
Uhlopficky ¢,r tohoto rovnobézniku jsou daliimi sdruZenymi préiméry dané elipsy.
Mame tak danu involuci sdruzenych primeéri, ve které jsou hledané osy o,, 0, elipsy
pravothlym péarem sdruzenych praméra (konstrukce 2.7.1). Vrcholy A, B, C, D sestro-

jime stejné jako v uloze 2.7.11.

Uloha 2.7.18 Hyperbola je dana sdruzenymi priméry m,n s krajnimi body M, M’,
resp. nadhradnimi krajnimi body N, N'. Sestrojte asymptoty u, v hyperboly.
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ReSeni Body M, M’  resp. N,N’, vedeme piimky t,t', resp. m”,m’, rovnobé&zné
s prumérem m, resp. n. Oznacme P = m' Nt. Polara p bodu P prochazi body N, M,
jelikoz bod N je pdlem piimky m’ a bod M je pdlem pifimky ¢. Ozna¢me z = PS.
Pol X primky x dostaneme jako priisecik polary p bodu P s nevlastni primkou, tedy
polarou stfedu S. Jelikoz je pfimka x thlopfickou rovnobézniku se stranami ¢, m’, t', m”
a primka p spojnici stfedu vedlejsich stran tohoto rovnobézniku, jsou tyto piimky rov-
nobézné. Bod X_ tedy lezi na prfimce z. Protoze pfimka x prochéazi jak stiedem S
hyperboly, tak i svym pélem X__ vzhledem k této hyperbole, je tato primka hledanou
asymptotou u hyperboly. Podobnou tivahou bychom dosli k zavéru, Ze asymptota v

hyperboly je druhou thloptickou rovnobézniku se stranami ¢, m’, t',m”.

Uloha 2.7.19 Parabola je dana teénami a,b s body dotyku A, B. Sestrojte osu o
a vrchol V' paraboly.

B 1.7 A=L=5
- p 6
/ ///
p .7 7
/./ // B’
/ 4
~ / b
O(/ //
/ g\ 6
P \/‘\ P’ 0 V=6
\\\
B=1=2 \L 6

ReSeni Pomoci Brianchonovy véty nejprve sestrojime bod dotyku V. na nevlastni
primce. Dostaneme tak smér osy o paraboly. Poté uzitim Pascalovy véty sestrojime
bod B’ paraboly, ktery lezi na pfimce b’ kolmé ke sméru osy o a prochazejici bodem B.
Hledana osa o je osou tsecky BB’'. Oznac¢ime-li P = bno a P = BB' N o, tvoii
body P, P' odpovidajici si dvojici pdlt v involuci sdruzenych pdlii na ose o. Samodruzny
vlastni bod V' involuce sdruzenych pdla, tedy stied tsecky PP’, je hledanym vrcholem

paraboly.
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Ohniska kuzelosecky

V kazdém bodé projektivni roviny, ktery nelezi na kuzelosecce, indukuje dana kuzelo-
secka involuci sdruzenych polar. V této involuci sdruzenych polar existuje bud préavé

jeden pravouhly par, nebo je dana involuce pravouhla.

Definice 2.7.13 Bod, v némz kuzelosecka indukuje pravothlou involuci sdruzenych

polar, se nazyva ohnisko kuzelosecky. Znacime F'.

Stred kruznice je zifejmé jejim ohniskem, jelikoz navzajem kolmé sdruzené primeéry
kruznice jsou soucasné sdruzenymi polarami. Oproti tomu kuzelosecka, ktera neni kruz-
nici, indukuje ve svém stfedu involuci sdruzenych priameéri, ktera neni pravouhla. Jeji
stfed tedy neni ohniskem. Dale lze odvodit, ze ohnisko libovolné kuzelosecky je bod
vlastni, jelikoz pfimky incidentni s nevlastnim bodem jsou rovnobézné, a tedy nemohou

tvorit pravouhlou involuci.

Véta 2.7.26 Prameér kuzelosecky, ktery prochazi jejim ohniskem, je osou této kuze-

losecky.

Dukaz Pro kruznici a parabolu tvrzeni zfejmé plati. Necht je tedy dana stfedovéa
kuzelosecka, ktera neni kruznici, jeji ohnisko F' a stied S. PAl primeéru F'S je nevlastni
bod, vSechny polary sdruzené s touto primkou timto bodem prochazeji a jsou tedy
navzajem rovnobézné. Priamér F'S kuzelosecky a primér s nim sdruzeny v involuci
sdruzenych priméri ve stiedu S tedy tvofi pravouhly par této involuce a tedy také osy
kuzelosecky.

d

Tato véta nezarucuje existenci zadného ohniska, pouze rika, kde pripadna ohniska lezi.
Vyslovime tedy vétu, diky které lze pocet ohnisek jednotlivych kuzelosecek snadno

odvodit. Obséhly diikaz této véty je uveden napiiklad v ucebnici [1].

Véta 2.7.27 Méjme kuzelosecku, jenz neni kruznici. Potom pary bodt, které
na kazdé jeji ose vytinaji dvé k sobé kolmé sdruzené polary, tvori involuci. Je-li ku-
zelosecka stfedova, pak jeji sted je stfedem kazdé z téchto involuci; na jedné ose
je involuce hyperbolicka a jeji samodruzné body jsou ohniska, na druhé ose je elipticka.
Je-1i kuzelosecka parabola, je tato involuce hyperbolickd, pricemz jeden jeji samodruzny

bod je nevlastni bod osy a druhy je ohnisko paraboly.

Jako primy disledek této véty dostavame vétu o poctu ohnisek kuzelosecek.
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Véta 2.7.28 Kazda stfedova kuzelosecka, ktera neni kruznici, ma dvé rizna ohniska,

jejich spojnice je osou této kuzelosecky. Parabola ma jedno ohnisko.

V pravouhlé involuci polar nemiize existovat ptimka, ktera by byla tecnou kuzelosecky.
Ohnisko tedy nelezi na kuzelosecce a ani neni jejim vnéjsim bodem. Kazdé ohnisko
kuzelosecky je tedy jejim vnitinim bodem. Jelikoz ohniska stiedové kuzelosecky, ktera

neni kruznici, lezi pouze na jedné z os, budeme tyto osy navzajem rozliSovat.

Definice 2.7.14 Osu stiedové kuzelosecky, ktera neni kruznici, prochazejici jejimi

ohnisky nazyvame hlavni osou. Osu, na které ohniska nelezi, nazyvame vedlejsi osou.

Pro hyperbolu tak dostavame nasledujici vétu plynouci z toho, Ze kazdé ohnisko

je vnitinim bodem své kuzelosecky.

Véta 2.7.29 Hlavni osa hyperboly protina tuto hyperbolu ve dvou rtiznych vrcholech,

vedlejsi osa ji neprotina.

Definice 2.7.15 Vzdalenost ohniska od stfedu kuzeloseCky se nazyva wvystrednost
kuZelosecky. Znacime ji e. Vzdalenost vrcholu na hlavni ose od stfedu kuzelosecky
se nazyva délka hlavni poloosy. Znacime ji a. Vzdalenost vrcholu elipsy na vedlejsi ose
od sttedu elipsy se nazyva délka vedlejsi poloosy. Znacime ji b. Délkou vedlejsi poloosy
hyperboly rozumime kladné &slo b takové, Ze —b* je mocnost involuce sdruzenych péla

na jeji vedlejsi ose, ¢islo 2a, resp. 20, je délka hlavni, resp. vedlejsi osy kuZelosecky.

Miizeme tedy vyslovit dobfe znamou vétu eukleidovské geometrie. Tuto vétu opét uve-

deme bez dlikazu, jelikoz se zde vyuziva poznatkl z dikazu véty 2.7.27.

Véta 2.7.30 Jsou-li a,b délky hlavni a vedlejsi poloosy stiedové kuzelosecky a e jeji

vystiednost, plati pro elipsu rovnice e = a®> — b* a pro hyperbolu e€* = a* + b

Jelikoz jsou délka b vedlejsi poloosy a vystfednost e u stfedové kuzelosecky vzdy kladné,

plati pro elipsu vztahy a > b, ¢ < a a pro hyperbolu vztah e > a.

Definice 2.7.16 Obdélnik, jehoz vrcholy jsou v pruseciky vrcholovych tecen hyper-

boly s jejimi asymptotami, se nazyva charakteristicky obdélnik hyperboly.

Véta 2.7.31 Délky stran charakteristického obdélnika hyperboly o poloosach a,b
jsou 2a, 2b.

Ztejmé tedy také plati, ze ihlopricky charakteristického obdélnika hyperboly s vystied-
nosti e maji délku 2e. Priisecik téchto thlopricek je stied hyperboly, jelikoz tihlopricky

jsou asymptoty. Z téchto vlastnosti ihned plyne nasledujici véta.
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Véta 2.7.32 Ohniska hyperboly jsou priseciky jeji hlavni osy s kruznici, ktera

je opsana jejimu charakteristickému obdélniku.

Véta 2.7.33 Kruznice opsanda trojuhelniku, jehoz jedna strana je na vedlejsi ose
sttedové kuzelosecky, ktera neni kruznici, a druhé dvé jsou kterékoli jeji dvé kolmé

sdruzené polary, protina hlavni osu v ohniskach této kuzelosecky.

Obr. 24 Dukaz véty 2.7.33

Dukaz Necht p,p’ jsou libovolné navzijem kolmé sdruzené polary vzhledem k dané
stfedové kuzelosecce, kterd neni kruznici, a jejich prusecik M nechf nelezi na vedlejsi
ose této kuzelosecky. Oznac¢me pruseciky D, D’ polar p,p’ s vedlejsi osou kuzelosecky.
Body D, D’ jsou dle véty 2.7.27 odpovidajici si body v involuci na vedlejsi ose.
Sestrojime-li tedy pfimky DF, a D'F}, kde F} je libovolné ohnisko dané kuzelosecky,
pak tyto primky museji byt navzajem kolmé sdruzené polary. Body M, F| tedy musi
lezet na kruznici s prumérem DD’.

d

Definice 2.7.17 Primka prochazejici bodem dotyku teény s kuzeloseckou a kolméa

k této tecné se nazyva normadala kuZelosecky.

Tec¢na kuzelosecky a jeji norméla jsou kolmymi sdruzenymi poldrami vzhledem k této
kuzelosecce. Véta 2.7.33 pro né tedy také plati, cehoz vyuzivame zejména v pripadé,

kdy mame sestrojit ohniska stiedové kuzelosecky dané osami a te¢nou s bodem dotyku.
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Véta 2.7.34 Ohnisko paraboly je stfedem kazdé tsecky, jejiz krajni body jsou na ose
paraboly vytaty kolmymi sdruzenymi polarami, a tedy i kazdou jeji te¢nou a p¥islusnou

normalou.

Dukaz Necht p,p’ jsou libovolné navzijem kolmé sdruzené polary vzhledem k dané
parabole, jejichz pruse¢ik nelezi na ose této paraboly. Oznacme pruseciky D, D’
polar p,p’ s osou paraboly. Body D,D’ jsou opét (dle véty 2.7.27) odpovidajici
si body v involuci na ose paraboly. Jelikoz je nevlastni bod osy paraboly jednim samo-
druznym bodem této involuce, musi byt druhy samodruzny bod, tedy ohnisko, stifedem
kazdé tsecky s krajnimi body v odpovidajicich si bodi v involuci na ose paraboly, tedy
i tsecky DD'. O

Definice 2.7.18 Poléara ohniska kuzelosecky se nazyva ridici primka kuZelosecky.

Kruznice méa pravé jednu tidici pfimku a to primku nevlastni. Kazda stiedova ku-
zelosecka, ktera neni kruznici, ma pravé dvé ridici pfimky. Parabola méa pravé jednu
fidici pfimku a tato pfimka je vzdy vlastni. Jelikoz je ohnisko kuzelosecky vzdy jejim

vnitinim bodem, je fidici pfimka vzdy nese¢nou kuzelosecky.

Véta 2.7.35 Je-li d vzdalenost stiedu kuzelosecky, kterd neni kruznici, od fidici

piimky, pak je d - e = a®.

Tato véta plyne z toho, Ze libovolné ohnisko a priisecik hlavni osy s polarou tohoto oh-
niska tvoii odpovidajici si par v involuci s mocnosti a? a stiedem ve stiedu kuzelosecky.
Z vlastnosti involuce sdruzenych pdl na ose paraboly mtzeme také odvodit vétu pro

ohnisko paraboly.

Véta 2.7.36 Vrchol paraboly je stfedem tsecky s krajnimi body v jejim ohnisku

a pruseciku fidici primky s osou.

Véta 2.7.37 Pomér vzdalenosti libovolného vlastniho bodu kuzelosecky, ktera neni
kruznici, od jejiho ohniska a od fidici piimky, kterd je polarou tohoto ohniska,

je konstantni.

Dukaz Necht F' je ohnisko a f jeho polara vzhledem k dané kuZelosecce. Na kuzelo-
secce zvolme libovolné dva rizné vlastni body M, N a sestrojme tecny m,n v téchto
bodech. Oznacéme R prisecik tecen m, n. Polara r bodu R vzhledem k dané kuzelosecce
je ur¢ena body M, N. Ozna¢me P = f Nr a sestrojme polaru p = F'R bodu P. Dale
oznacme P’ = fNp a opét sestrojme polaru p’ = F'P bodu P'. Jelikoz jsou ptimky p, p’
sdruzené polary prochazejici ohniskem F', jsou navzajem kolmé. Oznacme () = pNr

a ¢ = PR. Body P,( jsou sdruzenymi pdly na pfimce r, plati tedy (M NPQ) = —1.
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Obr. 25 Dukaz véty 2.7.37

Promitneme-li body M, N z bodu F pfimkami m,, ny, pak také plati (mynp'p) = —1.
Jelikoz jsou primky p,p’ navzajem kolmé a harmonicky sdruzené s piimkami my, n,,
jsou primky p,p’ osy uhla ptimek my, n,. Promitneme-li body M, N, P, () rovnobé&zné
s piimkou p na pfimku f do bodda M', N', P, P', plati (M'N'PP’) = —1. Sestrojime-li
piimky m’ = FM',n’ = FN', pak pfimky p,p’ jsou opét osy uhli téchto primek. Z
uvedenych vlastnosti vyplyva, ze [ NFN'| = |{MFM'| a [{FMM'| = |<FNN'|, tedy
7e trojuhelniky MFM', NFN' jsou podobné. Promitneme-li body M, N kolmo
na piimku f do boda M, N;, jsou také trojuhelniky M M’'M,, NN'N, podobné. Do-

stavame tedy nasledujici rovnosti

|MF| _ [NF|  [MM'| [NN'| : :
e = — p= |MM'| = p|MM,|,|NN'| = p| NN, |
|[MM'| INN'| — |MM,[ [NV

ted | M F| INF| |MF| INF|
Y oMM, ~ p[NN,| ~ |MM,| ~ |NN]

Poméry vzdalenosti bodi M, N kuzelosecky od jejiho ohniska a od fidici primky
se tedy rovnaji, tento pomeér je tedy stejny pro vsechny body kuZzelosecky.
O

Z osové soumeérnosti podle vedlejsi osy u stfedovych kuzelosecek plyne, Ze tento pomér
vzdalenosti nezavisi na volbé ohniska. Pro kazdou kuzelosecku, ktera neni kruznici,

tedy dostavame jedinou hodnotu tohoto poméru vzdalenosti.
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Definice 2.7.19 Pomér vzdalenosti libovolného vlastniho bodu kuzelosecky, ktera
neni kruznici, od jejiho libovolného ohniska a prislusné fidici primky se nazyva ciselnd

vystiednost kuzelosecky a znacime ji €. Ciselnéd vystfednost kruznice je rovna 0.

Vrchol paraboly je stejné vzdalen od jejiho ohniska a jeji fidici primky, ¢iselna vystied-
nost paraboly je tedy rovna 1. Pro vSechny vlastni body paraboly tedy plati, Ze jsou
stejné vzdaleny od jejiho ohniska a Tidici primky. Zbyva ukazat, zda kazdy vlastni bod
projektivni roviny, ktery ma stejnou vzdalenost od ohniska i od fidici pfimky, je bodem

paraboly.

Véta 2.7.38 Kazdy vlastni bod paraboly mé od jejiho ohniska a od ridici ptimky
stejnou vzdalenost. Kazdy vlastni bod roviny, ktery je stejné vzdalen od ohniska

a fidici pfimky paraboly, je bodem dané paraboly.

Diikaz Prvni ¢ast véty plyne piimo z predchozich tivah. Dokazeme tedy, ze kazdy

vlastni bod projektivni roviny, jehoz vzdalenosti od ohniska a od fidici pfimky jsou

sobé rovny, je bodem paraboly. Diikaz rozdélime na dva pripady.

(1) Necht bod X je stejné vzdalen od ohniska F' a fidici pfimky f dané paraboly
a soucasné je vngjsim bodem této paraboly. Nechf tsecka F'X protind parabolu
v bodé A. Ozna¢me X' pravouhly prumét bodu X na pfimku f. Dostédvame tak

nasledujici rovnost
| XX'| = |FX| =|XA|+|AF|,|AA"| = |AF| = | X X'| = |[AX| + |AA|.

Bod A je tedy bodem tsecky X X' a soucasné dle predpokladu také bodem tsecky
FX. Usetky XX', FX nemohou byt rovnobézné, plati tedy A = X, coz je spor

s predpokladem, ze X je vnéjsim bodem paraboly.

(2) Necht bod Y je stejné vzdalen od ohniska F' a fidici piimky f dané paraboly
a soucasné je vnitifnim bodem této paraboly. Ozna¢me Y’ pravouhly priamét
bodu Y na piimku f. Necht tisecka Y'Y’ protina parabolu v bodé B. Dostavame

tak nasledujici rovnost
|FY| =|YY'| =|YB|+ |BY'|,|BY'| = |BF| = |FY|=|YB| +|BF|.

Bod B je tedy bodem tsecky F'Y a soucasné bodem tusecky YY'. Jelikoz vSak
usecky Y'Y’ FY nemohou byt rovnobéziné, musi platit B = Y, coz je spor
s predpokladem, ze Y je vnitinim bodem paraboly.

Dokazali jsme, ze kazdy vlastni bod, ktery je stejné vzdalen od ohniska a fidici primky

paraboly, je bodem dané paraboly.
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Stredové kuzelosecky, které nejsou kruznici, maji pravé dvé ohniska a praveé dvé fidici

primky, pro libovolny bod X této kuzelosecky musi byt tedy splnéna rovnost

XF| _|XE| __
XX, XX, ©

kde F}, F}, jsou ohniska a X, X, pravouhlé priméty bodu X na piislusné tidici primky.

Jelikoz jsou tidici prfimky navzajem rovnobézné dostavame nasledujici rovnosti
pro elipsu | X X, | 4+ | X X,| = 2d, pro hyperbolu [|XX,|—|XX,|| = 2d.

Museji byt tedy splnény také rovnosti

[ XFy| + | X B
[ X X[+ [X X5

| XF| = |XF)
|XX1| - |XX2|

pro elipsu = ¢, pro hyperbolu

Y

a tedy také

pro elipsu | X Fy| + | X F,| = 2ds = 2a, pro hyperbolu ‘|XF1| — |XF2|‘ = 2de = 2a.

Soucet vzdalenosti libovolného bodu elipsy, kterd neni kruznici, od jejich ohnisek
je tedy konstantni. A absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti libovolného vlastniho bodu
hyperboly od jejich ohnisek je také konstantni. Odvodili jsme tedy nésledujici véty pro
body elipsy a pro vlastni body hyperboly.

Véta 2.7.39 Elipsa, kterd neni kruznici, je mnozina vlastnich bodi, jejichz soucet
vzdalenosti od dvou riznych pevnych vlastnich bodi Fj, F;, je konstantni a je roven

délce jeji hlavni osy.

Véta 2.7.40 Vlastni body hyperboly jsou body, jejichz rozdil vzdalenosti od dvou

riznych pevnych vlastnich bodu je konstantni a je roven délce jeji hlavni osy.

Pro stfedové kuzelosecky, které nejsou kruznici, je splnéno 2de = 2a a soucasné d-e = a°.
Z téchto rovnosti snadno dostavame rovnost € = £. JelikoZ pro elipsu plati také e < a,
je Ciselna vystfednost elipsy mensi nez 1. Pro hyperbolu naopak plati e > a, ¢iselna

vystfednost hyperboly je tedy vétsi nez 1.

Véta 2.7.41 Necht ¢ je ¢iselnd vystfednost kuzelosecky. Je-li € € (0;1), je kuzelosecka
elipsou. Je-li € = 1, je parabolou. Je-li ¢ € (1;00), je hyperbolou.
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Uloha 2.7.20 Kuzelosecka je déna osami o0,,0, a tefnou a s bodem dotyku A.

Sestrojte ohniska F), F), kuzelosecky.

ReSeni V bodé A sestrojime normélu n kuzeloseky. Piimky a,n protinaji osy o,, 0,
v bodech C,C" € 0, a D, D’ € 0,. Body C,C", resp. D, D’, tvori involutorni par bodu
v involuci na pfimce o, resp. 0,. Jelikoz stfed S je bodem tusecky DD’, je involuce
na piimce o, eliptickd, a tedy primka o, je vedlejsi osou kuzelosecky. Sestrojime
kruznici k£ s prumérem DD’. Kruznice k protind osu o, v ohniskach Fj, F, kuze-
losecky (véta 2.7.33). Ohniska lze také sestrojit pomoci involuce bodi na ose o;.
Bod S je stredem této involuce a body C,C" tvori involutorni par. Samodruzné body

této involuce jsou hledanymi ohnisky kuzelosecky (véta 2.7.27).

Uloha 2.7.21 Parabola je ddna osou o a tefnou a s bodem dotyku A. Sestrojte

ohnisko F' paraboly.

ReSeni V bodé A sestrojime normélu n paraboly. Piimky a,n protinaji osu o para-

boly v bodech D, D'. Hledané ohnisko F' paraboly je stfedem usecky DD’ (véta 2.7.34).
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Uloha 2.7.22 Kuzelosecka je dana osami o0,,0, a pélem P s polarou p. Sestrojte

ohniska F}, F, kuzelosecky.

ReSeni V bodé P sestrojime p¥imku n kolmou k piimce p. P¥imky n,p protinaji
oSy 01,0, v bodech C,C" € 0, a DD’ € 0,. Pfimky p,n jsou kolmé sdruzené polary,
body C,C", resp. D, D’ tedy tvori involutorni pary bodd v involuci na pfimce oy,
resp. 0,. Involuce na o, je eliptickd, primka o, je tedy vedlejsi osou kuzelosecky. Sestro-
jime kruznici k£ s prumérem DD’. Tato kruznice protind osu o, v hledanych
ohniskach Fy, F;, kuzelosecky (véta 2.7.33).
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Uloha 2.7.23 Parabola je dana osou o a pélem P s polarou p. Sestrojte ohnisko F
paraboly.

ResSeni V bodé P sestrojime pfimku n kolmou k p¥imce p. Pifmky n,p jsou kol-
mymi sdruzenymi polarami vzhledem k dané parabole a protinaji osu o paraboly
v bodech D, D’. Hledané ohnisko F' paraboly je dle véty 2.7.34 stfedem usecky DD'.

Uloha 2.7.24 Kuzelosetka je déna tfemi teénami a,b,c a ohniskem F. Sestrojte

osu o kuzelosecky.

ResSeni Oznacime Q = a N b a sestrojime pfimku p = QF. V ohnisku F sestrojime
pfimku p’ kolmou k p. V bodé @ sestrojime piimku p”, tak aby platilo (abpp”) = —1.
Piimky p,p’, resp. p,p”, jsou sdruzené polary vzhledem k dané kuZelosecce.
Prisecik P primek p’,p” je tedy pdlem pirimky p. Jelikoz polara p prochézi ohnis-
kem F', lezi jeji pol P na poléafe f ohniska F', tedy na fidici pfimce. Stejnym postupem
pro bod R = bN ¢ uréime pél M piimky m = RF. Ridici pfimka f kuzelosecky je tedy

urcena body M, P. Hledané osa o prochazi ohniskem F' a je kolméa k piimce f.
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Uloha 2.7.25 KuZelosetka je dana tefnou a s bodem dotyku A, tecnou b

a ohniskem F'. Sestrojte osu o kuzelosecky.

ReSeni Oznadime Q = a N b a sestrojime p¥imku p = QF. V ohnisku F sestrojime
pfimku p" kolmou k p. V bodé @ sestrojime pfimku p”, tak aby platilo (abpp”) = —1.
Primky p, p’, resp. p,p”, jsou sdruzené polary vzhledem k dané kuzelosecce. Priisecik
P ptimek p’, p” je tedy pdélem piimky p. JelikoZ polara p prochézi ohniskem F' lezi jeji
pol P na polafe f ohniska F, tedy na fidici pfimce. Sestrojime pfimku m = AF
a v ohnisku F sestrojime pfimku m’ kolmou k m. PFimky a,m’ jsou sdruzené polary
vzhledem k dané kuzelosecce, jejich prisecik M je tedy pdélem piimky m. Piimka m
prochézi ohniskem F, fidici pfimka f tedy prochéazi bodem M. Hledana osa o prochézi

ohniskem F' a je kolma k primce f = M P.
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Z.aver

Cilem této prace bylo vyresit a popsat feseni fady tloh z projektivni geometrie ku-
zeloseCek. Veskera teorie nutné k feseni tloh je v této praci uvedena. Soucasti prace
je také priloha, ktera obsahuje predrysovana zadani vSech fesenych tiloh. Pro kontrolu
spravnosti feSeni je kazdé zadani doplnéno narysovanou zadanou kuzeloseckou ¢i jeji
casti. V pripadé fesenych tloh jsou z divodu vétsi ndzornosti také zobrazeny zadané

kuzelosecky ¢i jejich Casti.

Tato prace miize slouzit studentim jako doplnujici materidl pti studiu projektivni
geometrie. Z divodu snadnéjsi kontroly spravnosti feSeni mohou predrysovana zadani

vyuzit také ucitelé.
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Priloha

Uloha 2.1.1 Kuzelosecka je déna péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte jeji
dalsi bod.

Uloha 2.1.2 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C,D,E. V jednom

z danych bodu sestrojte tec¢nu.
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Uloha 2.1.3 Kuzelosetka je déna ¢tyfmi vlastnimi body A, B,C,D a tefnou c
v bodé C. Sestrojte dalsi bod a tecnu kuzelosecky.

A+
//
p

Uloha 2.1.4 KuzZelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B,C a teénami b,c
v bodech B, C'. Sestrojte jeji dalsi bod.




Uloha 2.1.5 KuzZelosetka je dana dvéma vlastnimi te¢nami a,b s vlastnimi body

dotyku A, B a nevlastni te¢nou c_ . Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.

Uloha 2.1.6 Kuzelosecka je urdena ¢tyfmi vlastnimi tecnami a,b,c,d a bodem

dotyku A na tec¢né a. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.




Uloha 2.1.7 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi te¢nami a, b, c, d, e. Sestrojte dalsi

tec¢nu a néktery bod dotyku.

Uloha 2.1.8 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte prii-

seCiky kuzelosecky s danou ptrimkou p.
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Uloha 2.1.9 KuZelosedka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte pri-

se¢iky s nevlastni primkou.

Uloha 2.1.10 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi te¢nami a, b, ¢, d, e. Sestrojte tecny

kuzelosecky z daného bodu P, ktery nelezi na zadné z danych tecen.




Uloha 2.2.1 Kuzelosedka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte dalsi
bod kuzelosecky.

Uloha 2.2.2 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Sestrojte te¢nu

kuzelosecky v nékterém z danych bodii.
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Uloha 2.2.3 KuZelosetka je dana ¢tyfmi vlastnimi body A, B,C,D a tefnou d

v bodé D. Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.

Uloha 2.2.4 Kuzelosecka je déna tiemi vlastnimi body A,B,C a tefnami a,c
v bodech A, C'. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.




Uloha 2.2.5 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a vlastni te¢nou u

s nevlastnim bodem dotyku U_ . Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.

Uloha 2.2.6 Kuzelosecka je dana tiemi vlastnimi body A, B, C' a dvéma nevlastnimi
body U_,V_ . Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

T



Uloha 2.2.7 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a dvéma nevlastnimi

body U_,V_ . Sestrojte tecny kuzelosecky v nevlastnich bodech.

T

Uloha 2.2.8 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B,C a jednim nevlast-
nim bodem U_ s nevlastni te¢nou. Sestrojte tecnu kuzelosecky v nékterém z danych

vlastnich bodu.



Uloha 2.3.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi te¢nami a, b, c, d, e. Sestrojte dalsi

tec¢nu kuzelosecky.

Uloha 2.3.2 Kuzelosecka je déana péti vlastnimi te¢nami a, b, c, d,e. Sestrojte bod

dotyku na jedné z nich.




Uloha 2.3.3 Kuzelosecka je dana Ctyfmi vlastnimi teénami a,b,c,d a bodem
dotyku B na tecné b. Sestrojte dalsi bod dotyku.

Uloha 2.3.4 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi te¢nami a, b, ¢ a body dotyku A, B

na te¢nach a, b. Sestrojte zbyvajici bod dotyku.




Uloha 2.3.5 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi te¢nami a, b, ¢ a body dotyku A, B

na tecnach a, b. Sestrojte dalsi tecnu.

Uloha 2.3.6 Kuzelosecka je déna ¢tyfmi vlastnimi te¢nami a,b,c,d a nevlastnim

bodem dotyku D_ na tecné d. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.




Uloha 2.3.7 Kuzelosecka je déna &tyfmi vlastnimi te¢nami a,b,c,d a nevlastnim

bodem dotyku D_ na tecné d. Sestrojte dalsi bod kuzelosecky.

Uloha 2.3.8 KuzZelosecka je dana tiemi vlastnimi teénami a,b,c, nevlastni

tecnou n_ a bodem dotyku C' na tecné c. Sestrojte dalsi tecnu kuzelosecky.




Uloha 2.3.9 KuZelosedka je dana t¥emi vlastnimi te¢nami a, b, ¢ a vlastnim bodem

dotyku C' na tecné c. Sestrojte bod dotyku na nevlastni piimce n__ .

Uloha 2.3.10 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi te¢nami a, b, c a dvéma nevlast-

nimi body dotyku A_, B, na tecnach a,b. Sestrojte bod dotyku C te¢ny c.




Uloha 2.5.1 KuZelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C,D,E. K danému
bodu P sestrojte jeho polaru p.

Uloha 2.5.2 KuZelosetka je déna péti vlastnimi tecnami a,b,c,d,e. K dané

primce p sestrojte jeji pol P.




Uloha 2.5.3 KuZelosetka je déna tfemi vlastnimi body A, B,C a pélem P
s polarou p. Sestrojte dalsi body kuzelosecky.

Uloha 2.5.4 KuZelosetka je déna tfemi vlastnimi te¢nami a,b,c a pélem P

s polarou p. Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.




Uloha 2.5.5 Kuzelosecka je dana dvéma vlastnimi body A, B, teénou a v bodé A

a polem P s polarou p. Sestrojte dalsi bod a te¢nu.

Uloha 2.5.6 Kuzelosecka je dana dvéma body A, B a polarnim trojihelnikem PQR.
Sestrojte dalsi body kuzelosecky.




Uloha 2.5.7 KuzZelosecka je dana dvéma te¢nami a, b a polarnim trojthelnikem PQR.

Sestrojte dalsi te¢nu kuzelosecky.

Uloha 2.5.8 Kuzelosecka je déna pélem M s polirou m a polarnim troj-
thelnikem PQR. Sestrojte nékolik bodt kuzelosecky.




Uloha 2.5.9 Kuzelosecka je dana péti body A, B, C, D, E. Sestrojte priiseciky dané

primky p s touto kuzeloseckou.

Uloha 2.6.1 Urcete kuzelosecky svazku S (A, B, C, D) dotykajici se dané piimky p.




Uloha 2.7.1 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B, C, D, E. Urcete typ ku-

zelosecky.
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Uloha 2.7.2 Hyperbola je dana tfemi vlastnimi body A, B, C' a dvéma nevlastnimi
body U_,V_ . Sestrojte jeji asymptoty u,v.



Uloha 2.7.3 Kuzelosecka je dana tfemi vlastnimi body A, B, C a stfedem S. Sestrojte

dalsi body a te¢nu kuzelosecky.

Uloha 2.7.4 Hyperbola je ddna asymptotami u,v a teénou a. Sestrojte bod
dotyku A te¢ny a.




Uloha 2.7.5 Kuzelosecka je dana tiemi vlastnimi body A, B, C a stfedem S. Urcete

involuci sdruzenych primeéri.

Uloha 2.7.6 KuZelosedka je ddna tiemi vlastnimi te¢nami a, b, ¢ a stiedem S. Urcete

involuci sdruzenych primért.




Uloha 2.7.7 Kuzelosecka je dana parem sdruZenych pramért m,m’, krajnimi body
M,, M, pruméru m a bodem A. Sestrojte krajni body praméru m'.

Uloha 2.7.8 Kuzelosecka je dana péti vlastnimi body A, B,C, D, E. Sestrojte jeji
stfed S.
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Uloha 2.7.9 KuZelosedka je ddna stiedem S a polarnim trojihelnikem PQR. Urcete

involuci sdruzenych primért.

Uloha 2.7.10 Parabola je déna tiemi vlastnimi body A, B,C a nevlastnim

bodem U_ . Sestrojte osu o paraboly.




Uloha 2.7.11 Kuzelosecka je dana stiedem S, osou o, a dvéma vlastnimi body E, F.

Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky.

Uloha 2.7.12 KuZelosetka je dana stfedem S, osou o, a tefnou e s bodem

dotyku E. Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky.




Uloha 2.7.13 Kuzelosecka je dana stfedem S, osou o, a pélem P s polarou p.

Sestrojte vSechny vrcholy kuzelosecky.

U4

Uloha 2.7.14 Parabola je ddna osou o a dvéma vlastnimi body A, B. Sestrojte
vrchol V' paraboly.
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Uloha 2.7.15 Parabola je ddna osou o a tefnou a s bodem dotyku A. Sestrojte
vrchol V' paraboly.

Uloha 2.7.16 Parabola je ddna osou o a pélem @ s polarou g. Sestrojte vrchol V/
paraboly.




Uloha 2.7.17 Elipsa je dana sdruZenymi praméry m,n s krajnimi body M, M’
a N, N'. Sestrojte osy 0;,0, a vrcholy A, B,C, D elipsy.

Uloha 2.7.18 Hyperbola je dana sdruzenymi priméry m,n s krajnimi body M, M,
resp. nadhradnimi krajnimi body N, N'. Sestrojte asymptoty u, v hyperboly.




Uloha 2.7.19 Parabola je dana teénami a,b s body dotyku A, B. Sestrojte osu o
a vrchol V' paraboly.

Uloha 2.7.20 Kuzelosecka je déna osami o0,,0, a tefnou a s bodem dotyku A.

Sestrojte ohniska F), F), kuzelosecky.
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Uloha 2.7.21 Parabola je ddna osou o a tefnou a s bodem dotyku A. Sestrojte
ohnisko F' paraboly.

Uloha 2.7.22 Kuzelosecka je déna osami o0,,0, a pélem P s polarou p. Sestrojte

ohniska F}, F}, kuzelosecky.




Uloha 2.7.23 Parabola je dana osou o a pélem P s polarou p. Sestrojte ohnisko F
paraboly.

Uloha 2.7.24 KuzZelosecka je dana tiemi teénami a,b,c a ohniskem F. Sestrojte

osu o kuzelosecky.




Uloha 2.7.25 KuZelosetka je dana tefnou a s bodem dotyku A, tecnou b

a ohniskem F'. Sestrojte osu o kuzelosecky.




