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Uvod

Cilem této bakalarské préace je pojednat o souvislych a nesouvislych mnozinéch
v topologickych prostorech. Pod pojmem souvisla mnozina si ¢tenar muze predstavit
mnozinu, kterd se sklada z jednoho celku. Neni tedy mozné ji rozlozit na dvé dis-
junktni podmnoziny. Préce je obohacena o piiklady s grafickym znazornénim, coz
jsem bral jako nejvétsi prinos.

V prvni ¢asti této préace jsem se vénoval definici dulezitych pojmu, které byly
nezbytné pro hlavni ¢ast mé prace, jako je naptiklad topologicky prostor, baze ¢i
metrika. Také jsem zde uvedl jednotlivé typy topologii, které jsem casto vyuzival
v jednotlivych prikladech.

Druh4 ¢ast je rozdélena na 3 kapitoly. V prvni kapitole se pojednava o definici
souvislych topologickych prostoru a souvislych mnozin. U stézejnich vét jsem zde
uvedl i dukazy. V néasledujici kapitole jsem se vénoval pojmu obloukova souvislost
a jeji vztah vzhledem k souvislosti. Posledni kapitolu jsem vénoval pojmu lokalni
souvislost a stejné jako u obloukové souvislosti jsem se zaméril na jeji vztah s

pojmem souvislost.



Kapitola 1

Topologické prostory

1.1. Definice topologického prostoru a jeho zakladni
vlastnosti

Definice 1.1. [1, strana 1] Topologie na mnoziné X je systém 7 podmnozin X
majici nasledujici vlastnosti :

1) 0 a X ndlezi do systému 7.

2) Sjednoceni libovolného koneéného systému mnozin z 7 patii do 7.

3) Prunik libovolnych dvou mnozin z 7 patii do 7.

Mnozina X na niz je dédna topologie 7 spliujici podminky 1-3 se nazyva topolo-

gicky prostor.

Priklad 1.1. Necht X = {1,2,a,b} a7 = {0, X,{1,a}, {2}, {0}, {2,b},{1,qa,2},
{1,a,b}}. Ukazte, zda (X, 7) tvoii topologicky prostor.

Reseni:

Cilem je ukazat, jestli systém mnozin 7 vyhovuje vysSe zminéné definici topolo-
gie. To znamena ovérit, jestli je tato topologie uzaviena na sjednoceni koneéného
poctu systému mnozin z 7 a prunik libovolnych dvou mnozin.

{1,a} U{2} ={1,a,2} €7

{Lia} U{b} ={1,a,b} €7

{2y U {o} ={2,b} €7

{l,a,2} U{l,a,b} =X €71



Timto jsme dokazali, ze je dany topologicky prostor uzavien na sjednoceni.
Nasledné vySetfeme uzavienost na prunik.

{La}n{2} =0 e,

{La}n{b} =0 €,

{1,a}n{2,0} =0 € 7,

{1,a} N {l,a,2} ={1,a} €T,

{l,a} N {l,a,b} ={1,a} €71

{2} n{v} =0 e,

{2t n{2,0} ={2} e,

{2} n{1,a,2} ={2} €T,

{2}n{1l,a,b} =0 et

{2,b} Nn{1,a,2} = {2} €,

{2} n{l,a,b} ={b} €7

{1,a,2} Nn{1,a,b} ={1,a} €T,

Vsechny vysledné mnoziny patii do 7. Timto jsme dokazali, ze dvojice (X, )

tvori topologicky prostor.

Obrazek 1.1: Graf topologického prostoru X

Piiklad 1.2. Zjistéte, zda dvojice (X, 7) tvori topologicky prostor, kde X =
{1,2,a,b} a7 ={X,0,{1},{2,a}, {b}}.

Reseni:

Uz na prvni pohled vidime, ze tato dvojice topologicky prostor netvori, protoze

napi. {1} U{2,a} ={1,2,a} €.
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Piiklad 1.3. Zjistéte, zda dvojice (X, 7) tvori topologicky prostor, kde X =
{1,2,a,b} a7 ={X,0,{1,2},{2,a,b}}.

Resent:

Jak vidime, tak mnoziny {1,2} a {2, a, b} sice spliuji 2. podminku z definice 1.1,
tedy {1,2} U{2,a,b} € 7, aviak tyto mnoziny nespliuji podminku ¢.3. Zavérem

tedy muzeme fict, ze dvojice (X, 7) netvoii topologicky prostor.
Definice 1.2. [I, strana 1] Prvky topologie 7 se nazyvaji oteviené mnoziny.

Definice 1.3. [1, strana 1] Necht X je topologicky prostor a mnozina A takova,
ze A C X. Otevienou mnozinu B budeme nazyvat okolim mnoziny A, jestlize
A C B C X. Okolim bodu x budeme rozumeét okoli mnoziny {z}. Toto okoli

budeme znacit U(z).

Definice 1.4. Necht A je oteviend mnozina v X. Pak doplnék mnoziny A je

uzaviend mnozina v X.

Definice 1.5. Necht z je bod mnoZiny A. Bod z nazveme vnitinim bodem A,

jestlize existuje okoli bodu x tak, ze U(z) C A.
Definice 1.6. Mnozina vSech vnitinich bodi mnoziny A se nazyva vnitfek mnoziny.
Vnitiek mnoziny zna¢ime intA. Je-li mnozina A oteviena, pak plati intA = A

Definice 1.7. Bod x budeme nazyvat vnéjsim bodem mnoziny A, jestlize existuje

okoli bodu z takové, ze U(x) C X \ A.

Definice 1.8. Mnozina vSech vnéjsich bodu mnoziny A se nazyva vnéjsek mnoziny

A.

Vnéjsek mnoziny znacime extA. Vnéjsek mnoziny je vzdy otevienda mnozina
az na pripad, kdy A = X.
Definice 1.9. Rekneme, Ze z je hraniénim bodem mnoziny A, jestlize do kazdého
U(z) nalezi vnitini i vnéjsi body mnoziny A.
Definice 1.10. Hranice mnoziny A je sjednocenim vsSech svych hrani¢nich bodu.
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Tuto hranici budeme oznacovat jako bd A

Véta 1.1. Necht X je topologicky prostor, pak plati X = int AUext AUbdA pro
libovolnou mnozinu A C X. JelikoZ intA i extA jsou oteviené mnoziny pak bdA

must byt uzavrend mnozina.

Definice 1.11. Uzavér mnoziny A je nejmensi uzaviend mnozina obsahujici

mnozinu A.
Tento uzavér budeme znacit jako A.

Poznamka 1.1. Mdme-li otevienou mnoZinu A, pak pro jeji uzdvér plati A =

int AUbdA.
Nyni bychom si pro uplnost méli definovat vztahy mezi dvéma topologiemi
na jedné mnoziné.

Definice 1.12. [2, strana 77] Necht 7/ a 7 jsou dvé topologie na mnoziné X.
Rekneme, ze topologie 7 je jemnéjsi nez topologie 7, pokud plati 7 O 7. Obracené
muzeme fict, ze 7 je hrubsi nez 7. O topologiich 7/ a 7 fekneme, Ze jsou porov-

natelné, jestlize 7" O 7 nebo 7 D 7'.
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1.2. Baze, lokalni baze a subbaze topologického
prostoru

Motivaci k zavedeni pojmu baze je zpusob, jak popsat topologii daného pro-
storu. V minulé sekci jsme se setkali s prikladem 1.1, kde dané topologie obsaho-
vala 8 podmnozin mnoziny X. Uvédomme si vSak, jak by mohla vypadat situace,
kdy by mnozina X obsahovala napiiklad 1000 prvku. Bylo by tedy dobré najit

systém mnozin, ze kterych bychom mohli tuto topologii vygenerovat.

Definice 1.13. [I, strana 5] Bézi topologie 7 rozumime podsystém o systému
7 takovy, ze kazda neprazdnd mnozina z 7 je sjednocenim néjakych mnozin ze

systému o.

Nyni je tedy jasné, jak budeme tvofit topologii z baze. Nyni se podivejme na

to, co musi dany podsystém spliovat, abychom ho mohli nazyvat bazi.

Véta 1.2. [2, strana 79] Necht X je mnoZina, bdze topologie ma mnoziné X
rozumime systém o podmnozin mnoziny X (pruky bdze nazgvdme elementy),

pro které plati :

1) pro kazdé x € X existuje aspon jeden element B C o takovy, Ze x € B

2) pokud x ndlezi pruniku dvou elementiu By, By C o, pak existuje Bs tak, Ze

r € B3 a zdroven By C By N Bs.

Je potteba si také uvédomit, ze kazdy element baze patii také do topologie.

Z tohoto poznatku nam ovsem plyne dusledek.
Disledek 1.1. Topologie T topologického prostoru X je svou bdzi.

Priklad 1.4. Necht X = {1,2} a 7 = {0, X,{1},{2}}. Najdéte bédzi tohoto
topologického prostoru.

Reseni:

Podle predchoziho dusledku muzeme trividlné tict, ze bazi tohoto topologického
prostoru je jeho topologie 7. Je ovSem nutné si uvédomit, ze tento prostor nema

jen tuto bazi.
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Napi: o1 = {X, {1}, {2}} také tvoii bézi X.

Vyjmenujme tedy vSechny mozné béaze topologického prostoru X.
oy = {0,{1},{2}}

o3 = {{1},{2}}

Vidime tedy, ze topologicky prostor (X, 7) mé 4 béze.

Dalsim velmi dulezitym pojmem o kterém se v této sekci budeme bavit je
pojem subbaze. Jak uz nazev napovidd, bude mit tento pojem co do ¢inéni s
pojmem béaze. Jeho hlavni myslenkou je to, jestli existuje podsystém topologie
takovy, ktery by ji generoval, avsak aby byl jesté uspornéjsi nez predesla baze.
Tedy jestli existuje systém takovy, ktery by generoval bazi, kterd nasledné gene-

ruje danou topologii. Tuto ivahu nam popise nasledujici definice.

Definice 1.14. [, strana 5] Subbézi topologie T rozumime podsystém ¢ systému

T takovy, ze systém vSech koneénych pruniki mnozin z  tvoii bazi topologie 7.

pranik sjednoceni

>baze >topologie

subbaze

Obrazek 1.2: Diagram znazornujici vztah mezi bazi, subbazi a topologii

14
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tento pojem jen stru¢né popiSeme a jeho vyuziti si ukazeme v sekci Lokalné

souvislda mnozina.

Definice 1.15. [1, strana 5] Necht X je topologicky prostor, 7 jeho topologie.
Lokalni bazi topologie 7 v bodé x € X rozumime systém o, okoli bodu x takovy,

ze ke kazdému okoli U bodu z existuje element V' € o, tak, ze V C U.

Priklad 1.5. Necht (X, 7) je topologicky prostor takovy, ze X = {1,2,3} a
T={X,0,{1},{3},{1,2},{1,3}}. Napiste lokdln{ baze prvku 1.
Resenti:
Nejprve si napiSeme vSechny podmnoziny 7 obsahujici prvek 1.
Tmn. 1€ {1},1€{1,2},1€ {1,3},1€ X,
tedy o1 = {{1},{1,2},{1,3}, X} je lokdlni béze prvku 1,

ovéem i 09 = {1} je lokélni bazi.

Tato topologie ma tedy 2 lokéalni baze.
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1.3. Druhy topologickych prostori

V posledni ¢asti této kapitoly se budeme vénovat nékterym vyznamnym to-

pologiim, pomoci kterych budeme tesit priklady v néasledujicich kapitoléch.

Diskrétni topologie
Me¢jme libovolnou mnozinu X, systém vsSech podmnozin mnoziny X nazyvame
diskrétni topologie, t.j. 7 = P(X). Mnozinu X s diskrétni topologii nazyvame
diskrétni topologicky prostor.

Indiskrétni topologie(trividlni)
Opét méjme libovolnou mnozinu X, indiskrétni topologii nazyvame topologii 7

takovou, ze 7 = {0, X'}.

Podprostorova topologie
Meéjme topologicky prostor (X, 7) a mnozinu S takovou, ze S C X. Podprosto-
rovou topologii definujeme jako topologii 7, = {SN A | A € 7}. Mnozinu S s

podprostorovou topologii nazyvame topologicky podprostor.

Topologie konecnych doplnki
Necht X je libovolnd mnoZina, pak je topologie koneénych dopliki definovand

nasledovné: 7 = {A C X | X — A je kone¢na mnozina nebo X }.

Topologie indukovana metrikou
Nez definujeme topologii indukovanou metrikou, bude ucelné si vysvétlit pojem
metrika ¢i metricky prostor. Metriku muzeme chapat jako zobrazeni, kdy dvéma
bodum piiradime realné ¢islo. Toto ¢islo pak budeme nazyvat vzdalenost bodu.
Abychom zobrazeni mohli nazyvat metrikou, musi pro néj platit 3 axiomy. Prvni
axiom nam fika, ze vzdalenost bodu, které jsou si rovny, je rovna nule. Druhy
axiom nam ukazuje, ze je dana metrika symetricka, coz znamend, ze se vzdalenost

dvou ruznych bodu zachovava, i kdyz vyménime potradi bodu. Posledni axiom se
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nazyva trojuhelnikova nerovnost. Spojime-li tii body tseckami pak nam vytvoii
trojihelnik, kde soucet libovolnych dvou stran je vzdy vetsi nez strana tieti.
Rovnost nastava pouze tehdy, lezi-li vsechny tii body na jedné piimce. Vyse

zminéné poznatky nam shrne nasledujici definice.

Definice 1.16. Metrikou na nepréazdné mnoziné X rozumime zobrazeni p : X X
X — R splnujici nésledujici axiomy :

1)We e X :p(x,z) =0

2)Vz,y € X : p(z,y) = p(y, x)

3V, y,z € X : p(x,y) + p(y, 2) > p(, 2)

Mnozina X s danou metrikou tvori metricky prostor.
Polozime-li x = z, dostaneme nasledujici nerovnost

plz,y) + ply, x) = p(x, )

Z druhého axiomu vime, ze p(z,y) = p(y, z). Jsme tedy opravnéni psat
2% p(z,y) = p(z,z)
Déle muzeme dle prvniho axiomu psat
2xp(z,y) >0
Coz nam po vydéleni ¢islem 2 davé nésledujici nerovnost
plz,y) >0

Disledek 1.2. Vzddlenost bodi je vidy nezdporné cislo.

Nyni si uvedeme typy metrik na prostoru R™. Uvazujme body © = {x1, x2, 3, ..., Tp },

Y= {yh Y2, Y3, -y yn}
1) Eukleidovskd metrika

M=

p(z,y) = (zr — yx)?

>
Il
—_
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R™ spolu s takto definovanou metrikou tvoii tzv. Eukleidovsky metricky prostor.

Dulezitost tohoto prostoru si uvedeme na konci této kapitoly.

2) souctova metrika
pla,y) = kZ |21 — il
=1

3) maximalni metrika

p(z,y) = lrgggnm — Y|

Definice 1.17. Bud X metricky prostor s metrikou p. Otevienou (resp. uzavienou)

kouli se sttedem v bodé x € X a polomérem r > 0 rozumime mnozinu

By(z,7) ={y € X | p(z,y) <r} (vesp. By(z,r) ={y € X | p(z,y) < r}).

Véta 1.3. [1, strana 112] Bud X metricky prostor.
1) Systém vsech oteviengjch kouli je bdze topologie na X .
2) Systém vsech otevienych kouli se stredem v bodé v € X je lokdlni baze této

topologie v bodé x.

Definice 1.18. [I, strana 112] Topologie na metrickém prostoru X generovand

systémem vsech otevienych kouli, se nazyva topologie indukovana metrikou.

Veéta 1.4. Topologie indukovand eukleidovskou metrikou se nazyvd prirozend to-

pologie.
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Kapitola 2

Souvisla mnozina

2.1. Zakladni definice

Na 1uvod této sekce si predstavime pojem oddélené mnoziny.

Definice 2.1. [4, strana 180] O podmnozinach A, B topologického prostoru X
fekneme ze jsou oddélené, jestlize plati: ANB =0 a AN B =0.

Piiklad 2.1. Necht A, B, C jsou intervaly na mnoziné realnych ¢isel R takové,
ze A= (1,2), B =(2,3), C = [3,4). Urcete, jestli jsou tyto mnoziny navzajem

oddélené.

Resent:

A=[1,2], B=[2,3] aC = [3,4]
ANB=(1,2)N1[2,3] =0,

(1 2
ANB=[1,2]N(2,3) =0
Tyto mnoziny jsou tedy oddélené.
BNC=(2,3)N[3,4 =10
BNC=[2,3N[3,4) =3

Tedy mnoziny B, C' oddélené nejsou.

Definice 2.2. [1, strana 249] Topologicky prostor X se nazyva nesouvisly, jestlize
existuji dvé neprazdné, oteviené podmnoziny U, V C X tak, zz UNV =0 a

X = U U V. Topologicky prostor, ktery neni nesouvisly, se nazyva souvisly.

Jinak feceno, topologicky prostor X je souvisly, jestlize neobsahuje otevienou
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a uzavienou podmnozinu A C X ruznou od () a X.

Definice 2.3. Nechf X je topologicky prostor. Rekneme, ze mnozina A C X je
souvisla, pokud je souvisla jako topologicky podprostor s podprostorovou topo-

logii.

Na zacatku této kapitoly jsme si definovali pojem oddélené mnoziny. Muzeme
tedy vyslovit vétu, kterd nam popisuje vztah mezi pojmem souvisld mnozina a

oddélené mnoziny.

Véta 2.1. |1, strana 181] Mnozina A je souwvisld, prdvé kdyz neni sjednocenim

dvou neprdazdnych oddélenych mnozin.

Dusledek 2.1. [1, strana 181] Pokud jsou A, B dvé souvislé mnoZiny, které

nejsou oddélené, pak AU B je souvisld mnozZina.

Poznamka 2.1. O mnozZinach U a V' v definici 2.2 budeme rikat, Ze tvori rozklad

topologického prostoru X.

Priklad 2.2. Necht X je mnozina takovd, ze X = {a,b, ¢, d, e}. Na mnoziné X je
déna topologie 7 nésledovné: 1 = {X,0,{a,b,c},{d,e}}. Tvoii dvojice (X, 11)
souvisly topologicky prostor?

Reseni:

Nejprve je tieba dokézat, zda-li dvojice (X, 71) vubec tvoii topologicky pro-
stor. Triviadlné zjistime, ze tato dvojice opravdu tvoii topologicky prostor, jelikoz
{a,b,c}U{d,e} = X a{a,b,c} N{d, e} = 0.

Déle budeme postupovat podle definice 2.2. Hledejme tedy mnoziny U a V', pro
které plati: UNV =0 a X = U UYV. Snadno uvidime, ze takové mnoziny
opravdu existuji. Tedy U = {a,b,c},V = {d,e}. Dvojice (X, ) tedy netvoii

souvisly topologicky prostor.

20



Obrézek 2.1: Graf topologického prostoru (X, )

Zde si uvedeme piiklad podobny tomu piedchozimu, kde nosnd mnozina X
bude obsahovat stejné prvky, ale topologie na mnoziné X bude odlisna od té

predchozi.

Piiklad 2.3. Necht X je mnozina z pfedchoziho pifkladu. Na této mnoziné je
déna topologie 1, takovd, ze o = {X,0,{a,b,c},{c},{c,d,e}}. Otdzka opét znf:
Tvoii dvojice (X, 72) souvisly topologicky prostor?

Resent:

Stejné jako u minulého piikladu nejdiiv musime dokazat, zda-li tato dvojice
opravdu tvoii topologicky prostor. Trividlné zjistime, ze dvojice (X, 73) opravdu
tvoii topologicky prostor.

Pro tuplnost :

{a,b,c} U{c} ={a,b,c} €m

{a,b,c} U{c,d,e} =X €y

{c}U{c,d,e} ={c,d,e} € 1

{a,b,c} N{c} ={c} emn

{c} n{c,d,e} ={c} €

{a,b,c} N{c,d,e} =c€m

Kdyz se nésledné zaméiime na otazku, zda-li je tento prostor souvisly, vSimneme
si, ze neexistuji zadné dvé mnoziny U,V takové, aby vyhovovaly definici 2.2,
protoze zadné dveé neprazdné mnoziny této topologie nejsou disjunktni. Zavérem

tedy muzeme Tict, ze tento topologicky prostor je souvisly.
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9

Obrazek 2.2: Graf topologického prostoru (X, 75)

Vidime, ze i kdyz oba tyto topologické prostory maji stejnou nosnou mnozinu
(v nasem piipadé mnozinu X), tak obecné oba souvislymi prostory byt nemusi.
Z predchozich dvou piikladu nam tedy plyne, ze pojem souvislost je tizce spjata
s danou topologii. Mohli bychom se vSak ptat, zda-li toto plati vzdy? Existuji
dva topologické prostory se stejnou nosnou mnozinou avsak rozdilnymi topolo-
giemi, které by byly oba souvislé ¢i oba nesouvislé? Na tuto otdzku nam odpovi
nasledujici priklad.
Priklad 2.4. [2, strana 152, pt.1] Necht 7 a 7/ jsou dvé topologie na mnoziné
X. Jestlize 7" D 7, co ndm souvislost X v jedné topologie implikuje o souvislosti
v topologii druhé?
Resent:
Méjme mnozinu A C (X, 7), ktera je nesouvisla.
Znamena to tedy, ze existuje rozklad této mnoziny na dvé oteviené neprazdné
podmnoziny v topologii 7 tj.

A=CUD aziroven CND =)

Jestlize 7 D 7, potom C' je neprazdnd a oteviend v (X, 7') a také D je neprazdnd

a oteviend v (X, 7). Tedy mnoziny C' a D tvoii také rozklad mnoziny A v topo-

logii (X, 7). Z toho vyplyvé, ze je A nesouvisld v (X, 7).

Timto jsme dokazali, ze z nesouvislosti v (X, 7) plyne nesouvislost v (X, 7).

Z vlastnosti implikace vime, Zze pro vyroky V; a V5 obecné plati:

22



W= V) < (V2= V)

tzn. polozime-li V; = nesouvislost v (X, 7) a V4, = nesouvislost v (X, 7’), vyplyva

nam, ze ze souvislosti v (X, 7’) plyne souvislost v (X, 7).

Nasledné si uvedeme vétu, kterd pro nds bude mit velmi dulezity dusledek

napf. pti definici oblouku.

Véta 2.2. [1, strana 252, v.7] Mnozina redlnijch cisel R s prirozenou topologii je

souvisly topologicky prostor.

Diikaz. [1, strana 252] Predpoklddejme, ze existuji oteviené mnoziny U,V C R
takové, ze UNV = 0, R = U U V. Ukdzeme, 7ze bud U = () nebo V = 0.
Piedpoklddejme, ze U,V # (. Zvolme z € U, y € V, x < y. Pak mnozina
U N [z,y] je ohranicend, existuje tedy ¢islo z = sup(U N [z,y]). Necht 2z € A.
Pak existuje interval [z, z + h| kde h > 0 takovy, ze [z,z + h] C [z,y] a zdroven
2,24+ h] C U, nebot mnozina U je oteviend. Odtud [z, z + h] C AN|[z,y], coz je
spor s predpokladem, Ze z je supremum mnoziny A N [z, y|. Plat{ tedy, ze 2z ¢ U.
Ovsiem R=UUV aUNV =, takze z € V. Existuje tedy h > 0 takové, ze
[z — h,z] C [z,y], a z otevienosti mnoziny V plyne, ze zle vzit [z — h,z] C V.
Pak ovsem [z — h,z] C V N [z,y]. Jelikoz 2z je supremem mnoziny A N [z,y],
interval [z — h, z] obsahuje néjaky bod mnoziny U, coz je spor s predpokladem,

7ze UNV = 0. Mus{ tedy platit U = ) nebo V =0 O
Dusledek 2.2. [1, strana 252] Libovolny interval v R je souvisld mnoZina.

Otézka nyni zni, jak bychom mohli zkonstruovat souvislou mnozinu. Konstru-
ovat souvislé mnoziny budeme tak, ze k uz znamé souvislé mnoziné pridame dalsi

tak, abychom ale zachovali souvislost. K tomu ndm poslouzi néasledujici véta.
Véta 2.3. Uzdvér souvislé mnoziny je souvisld mnozina.

Diikaz. Predpokladejme, ze A je nesouvisla. Existuji tedy dvé disjunktni, uzaviené

neprazdné podmnoziny U a V tak, ze A=UUV aUNV = 0. Jelikoz A C A,
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pak A C U nebo A C V(viz véta 2.5), napiiklad A C U. Z vlastnosti uzdvéru
vime, ze A C U = U, coz vede ke sporu protoze V = (). Timto jsme dokézali, ze

uzaver souvislé mnoziny je souvisla mnozina. O

Nyni bychom se mohli ptét, je-li uzavér mnoziny A souvisly, je souvisld i
mnozina A7 Obecné tomu tak neni. Vezméme napiiklad mnozinu Q s pfirozenou
topologii. Vime, ze uzavér mnoziny Q je R, coz je ovSem podle véty 2.2 souvisla
mnozina. Avsak mnozina Q souvisld neni. Uvazujme ¢islo « ¢ Q, napiiklad v/2.

Definujme dvé mnoziny U a V nésledovné:
U=(-00,v2),V=(v2,00)
Muzeme tedy psat:
Q=UnNQUIVNQ) a UNV =0

Vidime, ze mnozina Q je sjednocenim dvou disjunktnich otevienych neprazdnych

mnozin U a V. Mnozina racionalnich ¢isel je tedy podle definice 2.2 nesouvisla.
7 vyse dokazaného jsme zjistili, ze uzavér souvislé mnoziny je souvisla mnozina,

co muzeme fict o mnozing, ke které priddme jen ¢dst jeji hranice (v extrémnim

piipadeé i jeden bod). K tomu ndm poslouzi nésledujici véta.

Véta 2.4. [1, strana 250, v.3] Bud A souvisld mnoZina v topologickém prostoru

X. Mnozina B C X takovd, 2e A C B C A , je souvisld.

Diikaz. [1, strana 250] Predpokladejme, Ze mnozina B neni souvisld. Pak existujf
2 neprazdné disjunktni oteviené mnoziny U,V C B tak, ze B = U UV. Mnoziny
ANU,ANYV jsou oteviené v. A a plati (ANV)U(ANU) =ANUUV) =
ANB = A. Ovsem ANU, ANV jsou disjunktni mnoziny a mnozina A je souvisla,
takZe jedna z téchto mnozin musi byt prazdnd. Necht napiiklad AN U = @. Pak
A=ANV, tj.ACVatedy ACV.Oviem UNV =0, takze UNV = () a tedy
UNBcUNAcCUNV = 0. To je spor s predpokladem, Ze mnozina B nenf

souvisla. O

Véta uvedend nize bude velmi dulezita pii feSeni nasledujictho prikladu.
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Véta 2.5. [2, strana 149, v.2] Necht C a D tvori rozklad topologického prostoru
X a Y je souvisly podprostor prostoru X. Pak Y leZi cely v C' nebo D.

Priklad 2.5. [2, strana 152, pt.2] Necht {4, } je posloupnost souvislych podpro-
stortt X, pro néz plati 4, N A,.1 # 0 pro vSechna n. Ukazte, ze | A4, je souvisla.
Reseni:

Predpokladejme, ze | J 4, je nesouvisld mnozina.

Existuji tedy dvé neprazdné oteviené disjunktni mnoziny C, D takové, ze:
U4, =CuDaCnD=4.

Podle predchozi véty 2.5 tedy kazdy prvek { A, } ndlezi do jedné z mnozin C' nebo
D. Bez 1jmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze prvek A; nalezi do mnoziny
C. Timto vsak dostavame, ze i prvek A, musi lezet v téze mnoziné C, protoze
Ay N Ay # (. Jestlize takto budeme postupovat prvek po prvku posloupnosti
{A,}, dostaneme spor s predpokladem, ze druhd z mnozin je neprazdnd. Tedy

U A,, musi byt souvisla.

Obrazek 2.3: Obrazek mnoziny | J 4,

Zde si ukazeme priklad, ktery ma velice cenny dusledek v teorii souvislych

mnozin.
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Priklad 2.6. Necht {A,} je systém souvislych podprostort prostoru X a necht
A je souvisly podprostor prostoru X. Ukazte, ze pokud A N A, # () pro vSechna
a, pak AU (UA,) je souvisly.

Resent:

Uvazujme, ze AU (UA,) souvisly neni.

Potom dle definice existuji neprazdné a oteviené mnoziny C' a D takové, ze
AU(UA,) =CUD aziroven CND =10

Vime také, ze podle véty 2.5 musi mnozina A nélezet do pravé jedné z mnozin
C' nebo D. Stejnou myslenku pouzijeme i pro kazdy podprostor ze systému { A, }.
Zde se pozastavme nad zadanim piikladu, které nam tika, ze kazdy souvisly pod-
prostor ze systému {A,} ma neprazdny prunik s A. Tedy kazdy tento podprostor
musi nalezet do stejné mnoziny jako mnozina A, napiiklad do C. Timto vsak
dostavame, ze mnozina D je prazdnd, ¢ili jsme dostali spor s predpokladem, ze

je mnozina AU (UA,) nesouvisla.

Disledek 2.3. Sjednoceni systému souvislyjch mnozin, jehoZ prinik je neprdzdny,

je souvisla mnozina.

Predstavme si nyni situaci, kdy by mnozina A z ptedchoziho ptikladu obsa-
hovala pouze jeden bod x. Pak by v8echny souvislé podprostory ze systému { A, }
mély spoleény praveé tento jediny bod. Sjednoceni toho systému budeme nazyvat
souvisla komponenta v bodé x. Pfesnou definici souvislé komponenty uvedeme
zahy.

Definice 2.4. [I, strana 250] Necht X je topologicky prostor a necht z € X.

Sjednocenim systému souvislych podprostort obsahujici bod x nazyvame souvisla

komponenta bodu .

Dusledek 2.4. [1, strana 250] Je-li prostor X souvisly, je souvislou komponentou

libovolného ze svijch bodui.

Uvédomme si vsak, Ze souvisld komponenta bodu x je nejvétsi souvisld mnozina
obsahujici bod z. Z véty 2.3 vime, ze uzaveér souvislé mnoziny je souvislda mnozina.

Z toho nam plyne nasledujici dusledek.
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Dusledek 2.5. [1, strana 250] Souvisld komponenta bodu x topologického prostoru

X je uzavrend mnozZina.
V nésledujicich sekcich si ukdzeme blizsi vyznam této souvislé komponenty.

Véta 2.6. [I, strana 251, v.5] Bud f : X — Y spojité zobrazeni topologickijch

prostoru. Obraz f(A) souvislé mnoziny A C X je souvisld mnoZina.
Na konec této sekce jsem si prichystal celkem 3 zajimavé priklady:.

Piiklad 2.7. [2, strana 152, pi.5] Prostor je totdlné nesouvisly, pokud jsou jeho
jediné souvislé podprostory jednobodové mnoziny. Ukazte, ze pokud je prostor
vybaven diskrétni topologii, potom je X totdlné nesouvisly.

Resent:

Necht X nenf totdlné nesouvisly, pak existuje mnozina A majici alespon 2 prvky,
kterd je souvisld. Méjme = € A, uvazujme mnoziny {z} a A —{z}. Tyto mnoziny

jsou ovSem neprazdné a oteviené, pricemz
{z} U (A —{z}) = A a zdroven {z} N (A —{x}) =10
Tedy {x} a A — {x} tvoii rozklad A, coz je spor.

Priklad 2.8. [2, strana 152, pi.4] Necht je X nekoneénd mnozina, pak je souvisla

v topologii kone¢nych doplnku.

Reseni:

Uvazujme, ze je mnozina X nesouvisla v topologii kone¢nych dopliku. Pro pripomenuti

topologie konec¢nych doplnku vypada nasledovné.
T={AC X | X — A je konetnd mnozina nebo X}

Jelikoz je mmnozina X nesouvisla, pak musi existovat rozklad mnoziny X na
mnoziny U a V tak, ze X = UUV aUNV # 0, piitom U e TaV €7 a
zarovenn obé mnoziny U i V nejsou prazdné mnoziny.

Z rozkladu mnoziny X vime, ze U = X —V. Jak je snadno vidét, tak U je konecna
mnozina. Stejny princip provedeme i pro V. Nyni se ale dostavame ke sporu s
tim, Ze je mnozina X nekonecnd, protoze sjednocenim dvou konec¢nych mnozin

vznikne opét kone¢nd mnozina.

27



Priklad 2.9. [2, strana 152, pt.6] Necht A C X. Ukazte, ze pokud je C souvisly
podprostor X, ktery mé prunik s A i X — A, pak ma prunik i s 0A.

Reseni :

Uvazujme, ze C nemd prunik s 0A.

Mnozinu X muzeme zapsat jako

X=X-X-AUX-A4AuUoa
Podle zadani, C' musi mit neprazdny prunik s A i X — A. Muzeme tedy psat, ze
CNX=(CN(X-X—-A)U(CN(X—-A)U(CNaoA)
podle naseho predpokladu ale C' N JA = ) muzeme tedy psat

CNX=(CN(X-X—A)U(Cn (X —4A)

Vime, ze mnozina C' je souvisla, tzn. mohou nastat pouze tyto dvé moznosti.
NDCNX-X-A)=C=0n(X-A)=Cnint(X —A)) =10
) CN(X -A)=C=CNX-X-A)=Cnint(A4) =0

Obé tyto moznosti jsou vsak ve sporu se zadanim, kdy C musi mit neprazdny

priunik s A1 X — A a vime, ze A=intAUJA a X — A =int(X — A)UJA.
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2.2. Obloukové souvisla mnozina

Definice 2.5. [1, strana 256] Obloukem v topologickém prostoru X spojujicim
body x a y € X rozumime spojité zobrazeni f uzavieného intervalu [a,b] C R do

X takové, ze f(a) =z, f(b) =v.

Definice 2.6. [I, strana 256] Topologicky prostor X se nazyva obloukové sou-

visly, jestlize kazdé dva body z,y € X lze spojit obloukem.

Véta 2.7. [, strana 256, v.12] Kazdy obloukové souvisly prostor je zdrovern i

souvisly.

Diikaz. [1, strana 256] Bud X obloukové souvisly prostor. Piedpoklddejme, Ze
X neni souvisly. Existuji tedy oteviené mnoziny U,V C X takové, ze U NV =
0,UUV = X. Bud f : [a,b] — X libovolny oblouk. Jelikoz interval [a,b] je
souvisly, mnozina f([a,b]) C X je souvisld(véta 3.). Dale U UV = X, takze
F(la, b)) = (F((a. b)) "U)YU (f([a, b)) N V) a piitom f([a,b]) U A ([a, b)) NV = 0.
Ze souvislosti topologického prostoru f([a,b]) tedy vyplyva, ze jedna z mnozin
f(la,d))NU, f([a,b]) NV musi byt prazdnd. Znamena to tedy, ze f([a, b]) lezi bud
v U nebo ve V' a tedy zadné dva body x € U,y € V nelze spojit obloukem. To je
ovSem spor s predpokladem, ze X je obloukové souvisly. Tento spor ukazuje, ze

X musi byt souvisly. O

Nyni bychom se mohli ptat, zda-li ze souvislosti prostoru plyne i obloukova
souvislost. Obecné to ovsem neplati. Jako dikaz této myslenky uvedu nésledujici

priklad.
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Piiklad 2.10. Méjme mnozinu A = {sin(1/z),z e R,0 <z <1} a X =(0,0) €
R? . Otézka zni, je mnozina M = A U X souvisld a obloukové souvisld ?

Reseni:

X

Obrazek 2.4: Graf mnoziny M

Mnozina M —{ X} je jisté obloukové souvisla a proto podle véty 2.7 je mnozina
M — {X} souvisld. Co muzeme Fict o uzavéru mnoziny M —{X} 7

Uzaveér mnoziny M — {X},
tzn. M —{X} =AU ({0,y}: -1 <y<1)

je souvisld mnozina podle véty 2.3. Podle véty 2.4 je kazdd mnozina B, ktera
splituje podminku A C B C A, souvisld. Polozime-li A = M — {X}, B= M a
A =M —{X}, dostéavame, ze i mnozina M je souvislé.

Zbyva nam tedy zjistit, zda-li je mnozina M obloukové souvisld. Predpoklddejme,
ze je mnozina M obloukové souvisld. Existuje tedy oblouk f : [0,1] — M takovy,
7e f(0) = X. Zaméime se na mnozinu f~1(X). JelikoZ f je oblouk, je tedy toto
zobrazeni spojité a mnozina { X} C M je uzaviend, tedy mnozina f~(X) C [0, 1]
je také uzaviena.

Uvazujme nyni kouli K se stfedem v bodé X. Opét ze spojitosti oblouku f

vyplyvd, 7e ke kazdému bodu a € f~1(X) existuje otevieny interval I, se stiedem
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v a takovy, ze f(I,) C KNM. Jelikoz je I, interval, tak je podle dusledku 2.2 sou-
visly. Obrazem souvislé mnoziny je podle véty 2.6 souvisld mnozina. Dostavame
tedy, ze f(1,) je také souvislda mnozina. Z tohoto ndm vyplyva, ze f(1,) = X pro
vsechna a € f~1(X). Timto jsme dokézali otevienost mnoziny f~!(X). Dohro-
mady dostavame, ze tato mnozina je uzaviena, oteviend a neprazdnd a prostor
0,1] je souvisly, musi tedy platit, ze f~'(X) = [0,1]. Vysledkem je tedy, Ze ne-
existuje oblouk takovy aby spojil bod X s néjakym bodem mmnoziny A, takze

mnozina M neni obloukové souvisla.

(v predchozim piikladu jsem se inspiroval piikladem [I, strana 258, pi.4))
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2.3. Lokalni souvisla mnozina

Definice 2.7. [I, strana 254] Topologicky prostor se nazyva lokdlné souvisly,

ma-li kazdy jeho bod lokélni bazi tvorenou souvislymi mnozinami.

Veéta 2.8. [, strana 254, v.9] K tomu, aby topologicky prostor X byl lokdlné
souvisly je nutné a staci, aby pro libovolnou otevrenou mnozZinu U C X kaZda

souvisld komponenta mnozZiny U byla otevrend mnozina v X.

Stejné, jako néas v sekci obloukové souvisla mnozina zajimal vztah mezi oblou-
kovou souvislosti a souvislosti mnoziny, muzeme se i nyni ptat, zda-li souvislost
implikuje lokalni souvislost ¢i naopak.

Tedy souvislost = lokalni souvislost nebo lokalni souvislost = souvislost.

Zaméime se tedy na prvni ¢dst. Vratme se k piikladu 2.10 v minulé sekei. Vidime,
ze tento prostor je souvisly. Pokud ale vezmeme otevienou kouli K se sttedem v
bodé X a polomérem 1/10, pak M N K je oteviend mnozina, ale souvisla kompo-
nenta { X} je ovsem v M uzaviend coz je spor s vétou 2.8. Tedy M neni lokalné

souvisly.

Vidime tedy, Ze ze souvislosti neplyne lokalni souvislost. Ptejme se nyni, zda-li
obecné existuje obracena implikace, tedy jestli z lokalni souvislosti plyne souvis-

lost.

Priiklad 2.11. Dokazte, zda-li je topologicky prostor X obdafeny diskrétni to-
pologii lokalné souvisly.

Reseni:

Vezméme libovolny bod x € X, pak {z} je souvisld mnozina obsahujici bod z.
Tuto mnozinu vSak obsahuje kazdd oteviend mmnozina obsahujici bod x. Tedy

prostor X s diskrétni topologii je lokalné souvisly prostor.

V prikladu 2.7 jsme se vsak dozvédéli, ze diskrétni topologicky prostor s vice
jak 2 prvky je totalné nesouvisly. Jsme opravnéni tvrdit, ze ani obracend implikace
neplati. Zavérem tedy dostavame, ze obecné neni zadny vztah mezi souvislosti a

lok&lni souvislosti.
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Zaver

Cilem prace bylo ¢tenafe sezndmit s pojmem souvisla a nesouvisla mnozina
v topologickych prostorech. Ctendf byl obezndmen s definici tohoto pojmu a na
piikladech bylo ukazéano, jak postupovat pii zjistovani, zda-li je tato mnozina ¢i
prostor souvisly. Muzeme si vSak v§imnout, ze dokédzat, zda-li je mnozina sou-
dukaz sporem. Také jsme mohli vidét, ze z obloukové souvislosti plyne souvislost,
avSak opacné toto tvrzeni neplati. V kapitole popisujici pojem lokalni souvis-
lost jsme si také mohli povSimnout, ze z lokalni souvislosti neplyne souvislost. Z
prikladu v této kapitole vSak vime, Ze i obracené tvrzeni neplati. Tedy neexistuje
zadny vztah mezi témito dvéma pojmy.

Na tplny zaver je treba zminit, Ze pojem souvisld mnozina je hojné pouzivanym
pojmem v ruznych odvétvich matematiky. Napiiklad v komplexni analyze se
¢tenal muze setkat s pojmem souvisla oblast ¢i jednoduse souvisla oblast, ktery

je definovany pomoci souvislé mnoziny.

33



Literatura

[1] KRUPKA, Demeter a Olga KRUPKOVA Topologie a geometrie, Obecnd
topologie. SPN Praha, 1989, 404 s.

[2] MUNKRES, James R. Topology. 2nd ed. Upper Saddler River, NJ: Prentice
Hall, ¢2000. ISBN 0-13-181629-2

[3] HAMHALTER, Jan a Jaroslav TISER. Funkce komplexni proménné. Praha:
Vydavatelstvi CVUT, 2001. ISBN 80-01-02415-6.

[4] LIPSCHUTZ, Seymour. General topology. [Rev. ed.]. New York: McGraw-
Hill, 2012. ISBN 9780071763479.

34



	Úvod
	Topologické prostory
	Definice topologického prostoru a jeho základní vlastnosti
	Báze, lokalní báze a subbáze topologického prostoru
	Druhy topologických prostoru

	Souvislá množina
	Základní definice
	Obloukove souvislá množina
	Lokální souvislá množina

	Záver
	Literatura

