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2



BIBLIOGRAPHICAL IDENTIFICATION

Author: David Dohnal

Title: Connected sets

Type of thesis: Bachelor’s

Department: Department of algebra and geometry

Supervisor: doc. Mgr. Karel Pastor, Ph.D.

The year of presentation: 2017

Abstract: The aim of the thesis is to discuss connected and disconnected sets
in topological spaces. Firstly, I deal with the definition of important concepts
that play a significant role in the following text. Secondly, I deal with concepts
of path and local connectedness. I have found that every path connected sets is
either connected, but every connected sets are not path connected. I also found
that there is not relationship between connectedness and local connectedness.
The thesis contains solved examples related to the given topic.

Key words: Topology, topological space, connected set, path connected set,
locally connected set

Number of pages: 34

Number of appendices: 0

Language: Czech

3



Prohlášeńı
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Úvod

Ćılem této bakalářské práce je pojednat o souvislých a nesouvislých množinách

v topologických prostorech. Pod pojmem souvislá množina si čtenář může představit

množinu, která se skládá z jednoho celku. Neńı tedy možné ji rozložit na dvě dis-

junktńı podmnožiny. Práce je obohacena o př́ıklady s grafickým znázorněńım, což

jsem bral jako největš́ı př́ınos.

V prvńı části této práce jsem se věnoval definici d̊uležitých pojmů, které byly

nezbytné pro hlavńı část mé práce, jako je např́ıklad topologický prostor, báze či

metrika. Také jsem zde uvedl jednotlivé typy topologíı, které jsem často využ́ıval

v jednotlivých př́ıkladech.

Druhá část je rozdělena na 3 kapitoly. V prvńı kapitole se pojednává o definici

souvislých topologických prostor̊u a souvislých množin. U stěžejńıch vět jsem zde

uvedl i d̊ukazy. V následuj́ıćı kapitole jsem se věnoval pojmu oblouková souvislost

a jej́ı vztah vzhledem k souvislosti. Posledńı kapitolu jsem věnoval pojmu lokálńı

souvislost a stejně jako u obloukové souvislosti jsem se zaměřil na jej́ı vztah s

pojmem souvislost.
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Kapitola 1

Topologické prostory

1.1. Definice topologického prostoru a jeho základńı

vlastnosti

Definice 1.1. [1, strana 1] Topologie na množině X je systém τ podmnožin X

maj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti :

1) ∅ a X nálež́ı do systému τ .

2) Sjednoceńı libovolného konečného systému množin z τ patř́ı do τ .

3) Pr̊unik libovolných dvou množin z τ patř́ı do τ .

Množina X na ńıž je dána topologie τ splňuj́ıćı podmı́nky 1-3 se nazývá topolo-

gický prostor.

Př́ıklad 1.1. Necht’ X = {1, 2, a, b} a τ = {∅, X, {1, a}, {2}, {b}, {2, b}, {1, a, 2},

{1, a, b}}. Ukažte, zda (X, τ) tvoř́ı topologický prostor.

Řešeńı:

Ćılem je ukázat, jestli systém množin τ vyhovuje výše zmı́něné definici topolo-

gie. To znamená ověřit, jestli je tato topologie uzavřená na sjednoceńı konečného

počtu systému množin z τ a pr̊unik libovolných dvou množin.

{1, a} ∪ {2} = {1, a, 2} ∈ τ

{1, a} ∪ {b} = {1, a, b} ∈ τ

{2} ∪ {b} = {2, b} ∈ τ

{1, a, 2} ∪ {1, a, b} = X ∈ τ
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T́ımto jsme dokázali, že je daný topologický prostor uzavřen na sjednoceńı.

Následně vyšetřeme uzavřenost na pr̊unik.

{1, a} ∩ {2} = ∅ ∈ τ ,

{1, a} ∩ {b} = ∅ ∈ τ ,

{1, a} ∩ {2, b} = ∅ ∈ τ ,

{1, a} ∩ {1, a, 2} = {1, a} ∈ τ ,

{1, a} ∩ {1, a, b} = {1, a} ∈ τ

{2} ∩ {b} = ∅ ∈ τ ,

{2} ∩ {2, b} = {2} ∈ τ ,

{2} ∩ {1, a, 2} = {2} ∈ τ ,

{2} ∩ {1, a, b} = ∅ ∈ τ

{2, b} ∩ {1, a, 2} = {2} ∈ τ ,

{2} ∩ {1, a, b} = {b} ∈ τ

{1, a, 2} ∩ {1, a, b} = {1, a} ∈ τ ,

Všechny výsledné množiny patř́ı do τ . T́ımto jsme dokázali, že dvojice (X, τ)

tvoř́ı topologický prostor.

Obrázek 1.1: Graf topologického prostoru X

Př́ıklad 1.2. Zjistěte, zda dvojice (X, τ) tvoř́ı topologický prostor, kde X =

{1, 2, a, b} a τ = {X, ∅, {1}, {2, a}, {b}}.

Řešeńı:

Už na prvńı pohled vid́ıme, že tato dvojice topologický prostor netvoř́ı, protože

např. {1} ∪ {2, a} = {1, 2, a} 6∈ τ .
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Př́ıklad 1.3. Zjistěte, zda dvojice (X, τ) tvoř́ı topologický prostor, kde X =

{1, 2, a, b} a τ = {X, ∅, {1, 2}, {2, a, b}}.

Řešeńı:

Jak vid́ıme, tak množiny {1, 2} a {2, a, b} sice splňuj́ı 2. podmı́nku z definice 1.1,

tedy {1, 2} ∪ {2, a, b} ∈ τ , avšak tyto množiny nesplňuj́ı podmı́nku č.3. Závěrem

tedy můžeme ř́ıct, že dvojice (X, τ) netvoř́ı topologický prostor.

Definice 1.2. [1, strana 1] Prvky topologie τ se nazývaj́ı otevřené množiny.

Definice 1.3. [1, strana 1] Necht’ X je topologický prostor a množina A taková,

že A ⊂ X. Otevřenou množinu B budeme nazývat okoĺım množiny A, jestliže

A ⊂ B ⊂ X. Okoĺım bodu x budeme rozumět okoĺı množiny {x}. Toto okoĺı

budeme značit U(x).

Definice 1.4. Necht’ A je otevřená množina v X. Pak doplněk množiny A je

uzavřená množina v X.

Definice 1.5. Necht’ x je bod množiny A. Bod x nazveme vnitřńım bodem A,

jestliže existuje okoĺı bodu x tak, že U(x) ⊂ A.

Definice 1.6. Množina všech vnitřńıch bod̊u množinyA se nazývá vnitřek množiny.

Vnitřek množiny znač́ıme intA. Je-li množina A otevřená, pak plat́ı intA = A

Definice 1.7. Bod x budeme nazývat vněǰśım bodem množiny A, jestliže existuje

okoĺı bodu x takové, že U(x) ⊂ X \ A.

Definice 1.8. Množina všech vněǰśıch bod̊u množinyA se nazývá vněǰsek množiny

A.

Vněǰsek množiny znač́ıme extA. Vněǰsek množiny je vždy otevřená množina

až na př́ıpad, kdy A = X.

Definice 1.9. Řekneme, že x je hraničńım bodem množiny A, jestliže do každého

U(x) nálež́ı vnitřńı i vněǰśı body množiny A.

Definice 1.10. Hranice množiny A je sjednoceńım všech svých hraničńıch bod̊u.
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Tuto hranici budeme označovat jako bdA

Věta 1.1. Necht’ X je topologický prostor, pak plat́ı X = intA∪extA∪bdA pro

libovolnou množinu A ⊂ X. Jelikož intA i extA jsou otevřené množiny pak bdA

muśı být uzavřená množina.

Definice 1.11. Uzávěr množiny A je nejmenš́ı uzavřená množina obsahuj́ıćı

množinu A.

Tento uzávěr budeme značit jako A.

Poznámka 1.1. Máme-li otevřenou množinu A, pak pro jej́ı uzávěr plat́ı A =

intA∪bdA.

Nyńı bychom si pro úplnost měli definovat vztahy mezi dvěma topologiemi

na jedné množině.

Definice 1.12. [2, strana 77] Necht’ τ ′ a τ jsou dvě topologie na množině X.

Řekneme, že topologie τ ′ je jemněǰśı než topologie τ , pokud plat́ı τ ′ ⊃ τ . Obráceně

můžeme ř́ıct, že τ je hrubš́ı než τ ′. O topologíıch τ ′ a τ řekneme, že jsou porov-

natelné, jestliže τ ′ ⊃ τ nebo τ ⊃ τ ′.
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1.2. Báze, lokalńı báze a subbáze topologického

prostoru

Motivaćı k zavedeńı pojmu báze je zp̊usob, jak popsat topologii daného pro-

storu. V minulé sekci jsme se setkali s př́ıkladem 1.1, kde daná topologie obsaho-

vala 8 podmnožin množiny X. Uvědomme si však, jak by mohla vypadat situace,

kdy by množina X obsahovala např́ıklad 1000 prvk̊u. Bylo by tedy dobré naj́ıt

systém množin, ze kterých bychom mohli tuto topologii vygenerovat.

Definice 1.13. [1, strana 5] Báźı topologie τ rozumı́me podsystém σ systému

τ takový, že každá neprázdná množina z τ je sjednoceńım nějakých množin ze

systému σ.

Nyńı je tedy jasné, jak budeme tvořit topologii z báze. Nyńı se pod́ıvejme na

to, co muśı daný podsystém splňovat, abychom ho mohli nazývat báźı.

Věta 1.2. [2, strana 79] Necht’ X je množina, báze topologie na množině X

rozumı́me systém σ podmnožin množiny X(prvky báze nazýváme elementy),

pro které plat́ı :

1) pro každé x ∈ X existuje aspoň jeden element B ⊂ σ takový, že x ∈ B

2) pokud x nálež́ı pr̊uniku dvou element̊u B1, B2 ⊂ σ, pak existuje B3 tak, že

x ∈ B3 a zároveň B3 ⊂ B1 ∩B2.

Je potřeba si také uvědomit, že každý element báze patř́ı také do topologie.

Z tohoto poznatku nám ovšem plyne d̊usledek.

Důsledek 1.1. Topologie τ topologického prostoru X je svou báźı.

Př́ıklad 1.4. Necht’ X = {1, 2} a τ = {∅, X, {1}, {2}}. Najděte bázi tohoto

topologického prostoru.

Řešeńı:

Podle předchoźıho d̊usledku můžeme triviálně ř́ıct, že báźı tohoto topologického

prostoru je jeho topologie τ . Je ovšem nutné si uvědomit, že tento prostor nemá

jen tuto bázi.
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Např: σ1 = {X, {1}, {2}} také tvoř́ı bázi X.

Vyjmenujme tedy všechny možné báze topologického prostoru X.

σ2 = {∅, {1}, {2}}

σ3 = {{1}, {2}}

Vid́ıme tedy, že topologický prostor (X, τ) má 4 báze.

Daľśım velmi d̊uležitým pojmem o kterém se v této sekci budeme bavit je

pojem subbáze. Jak už název napov́ıdá, bude mı́t tento pojem co do činěńı s

pojmem báze. Jeho hlavńı myšlenkou je to, jestli existuje podsystém topologie

takový, který by ji generoval, avšak aby byl ještě úsporněǰśı než předešlá báze.

Tedy jestli existuje systém takový, který by generoval bázi, která následně gene-

ruje danou topologii. Tuto úvahu nám poṕı̌se následuj́ıćı definice.

Definice 1.14. [1, strana 5] Subbázi topologie τ rozumı́me podsystém δ systému

τ takový, že systém všech konečných pr̊unik̊u množin z δ tvoř́ı bázi topologie τ .

Obrázek 1.2: Diagram znázorňuj́ıćı vztah mezi báźı, subbáźı a topologíı
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Pro nás nejd̊uležitěǰśım pojmem této sekce bude pojem lokálńı báze. Zde si

tento pojem jen stručně poṕı̌seme a jeho využit́ı si ukážeme v sekci Lokálně

souvislá množina.

Definice 1.15. [1, strana 5] Necht’ X je topologický prostor, τ jeho topologie.

Lokálńı báźı topologie τ v bodě x ∈ X rozumı́me systém σx okoĺı bodu x takový,

že ke každému okoĺı U bodu x existuje element V ∈ σx tak, že V ⊂ U .

Př́ıklad 1.5. Necht’ (X, τ) je topologický prostor takový, že X = {1, 2, 3} a

τ = {X, ∅, {1}, {3}, {1, 2}, {1, 3}}. Napǐste lokálńı báze prvku 1.

Řešeńı:

Nejprve si naṕı̌seme všechny podmnožiny τ obsahuj́ıćı prvek 1.

Tzn. 1 ∈ {1}, 1 ∈ {1, 2}, 1 ∈ {1, 3}, 1 ∈ X,

tedy σ1 = {{1}, {1, 2}, {1, 3}, X} je lokálńı báze prvku 1,

ovšem i σ2 = {1} je lokálńı báźı.

Tato topologie má tedy 2 lokálńı báze.
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1.3. Druhy topologických prostor̊u

V posledńı části této kapitoly se budeme věnovat některým významným to-

pologíım, pomoćı kterých budeme řešit př́ıklady v následuj́ıćıch kapitolách.

Diskrétńı topologie

Mějme libovolnou množinu X, systém všech podmnožin množiny X nazýváme

diskrétńı topologie, t.j. τ = P (X). Množinu X s diskrétńı topologíı nazýváme

diskrétńı topologický prostor.

Indiskrétńı topologie(triviálńı)

Opět mějme libovolnou množinu X, indiskrétńı topologíı nazýváme topologii τ

takovou, že τ = {∅, X}.

Podprostorová topologie

Mějme topologický prostor (X, τ) a množinu S takovou, že S ⊂ X. Podprosto-

rovou topologii definujeme jako topologii τp = {S ∩ A | A ∈ τ}. Množinu S s

podprostorovou topologíı nazýváme topologický podprostor.

Topologie konečných doplňk̊u

Necht’ X je libovolná množina, pak je topologie konečných doplňk̊u definovaná

následovně: τ = {A ⊂ X | X − A je konečná množina nebo X }.

Topologie indukovaná metrikou

Než definujeme topologii indukovanou metrikou, bude účelné si vysvětlit pojem

metrika či metrický prostor. Metriku můžeme chápat jako zobrazeńı, kdy dvěma

bod̊um přǐrad́ıme reálné č́ıslo. Toto č́ıslo pak budeme nazývat vzdálenost bod̊u.

Abychom zobrazeńı mohli nazývat metrikou, muśı pro něj platit 3 axiomy. Prvńı

axiom nám ř́ıká, že vzdálenost bod̊u, které jsou si rovny, je rovna nule. Druhý

axiom nám ukazuje, že je daná metrika symetrická, což znamená, že se vzdálenost

dvou r̊uzných bod̊u zachovává, i když vyměńıme pořad́ı bod̊u. Posledńı axiom se
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nazývá trojúhelńıková nerovnost. Spoj́ıme-li tři body úsečkami pak nám vytvoř́ı

trojúhelńık, kde součet libovolných dvou stran je vždy vetš́ı než strana třet́ı.

Rovnost nastává pouze tehdy, lež́ı-li všechny tři body na jedné př́ımce. Výše

zmı́něné poznatky nám shrne následuj́ıćı definice.

Definice 1.16. Metrikou na neprázdné množině X rozumı́me zobrazeńı ρ : X ×

X → R splňuj́ıćı následuj́ıćı axiomy :

1)∀x ∈ X : ρ(x, x) = 0

2)∀x, y ∈ X : ρ(x, y) = ρ(y, x)

3)∀x, y, z ∈ X : ρ(x, y) + ρ(y, z) ≥ ρ(x, z)

Množina X s danou metrikou tvoř́ı metrický prostor.

Polož́ıme-li x = z, dostaneme následuj́ıćı nerovnost

ρ(x, y) + ρ(y, x) ≥ ρ(x, x)

Z druhého axiomu v́ıme, že ρ(x, y) = ρ(y, x). Jsme tedy oprávněni psát

2 ∗ ρ(x, y) ≥ ρ(x, x)

Dále můžeme dle prvńıho axiomu psát

2 ∗ ρ(x, y) ≥ 0

Což nám po vyděleńı č́ıslem 2 dává následuj́ıćı nerovnost

ρ(x, y) ≥ 0

Důsledek 1.2. Vzdálenost bod̊u je vždy nezáporné č́ıslo.

Nyńı si uvedeme typy metrik na prostoru Rn. Uvažujme body x = {x1, x2, x3, ..., xn},

y = {y1, y2, y3, ..., yn}

1) Eukleidovská metrika

ρ(x, y) =

√
n∑
k=1

(xk − yk)2
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Rn spolu s takto definovanou metrikou tvoř́ı tzv. Eukleidovský metrický prostor.

Důležitost tohoto prostoru si uvedeme na konci této kapitoly.

2) součtová metrika

ρ(x, y) =
n∑
k=1

|xk − yk|

3) maximálńı metrika

ρ(x, y) = max
1≤k≤n

|xk − yk|

Definice 1.17. Bud’X metrický prostor s metrikou ρ. Otevřenou (resp. uzavřenou)

kouĺı se středem v bodě x ∈ X a poloměrem r > 0 rozumı́me množinu

Bx(x, r) = {y ∈ X | ρ(x, y) < r} (resp. Bx(x, r) = {y ∈ X | ρ(x, y) ≤ r}).

Věta 1.3. [1, strana 112] Bud’ X metrický prostor.

1) Systém všech otevřených kouĺı je báze topologie na X.

2) Systém všech otevřených kouĺı se středem v bodě x ∈ X je lokálńı báze této

topologie v bodě x.

Definice 1.18. [1, strana 112] Topologie na metrickém prostoru X generovaná

systémem všech otevřených kouĺı, se nazývá topologie indukovaná metrikou.

Věta 1.4. Topologie indukovaná eukleidovskou metrikou se nazývá přirozená to-

pologie.
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Kapitola 2

Souvislá množina

2.1. Základńı definice

Na úvod této sekce si představ́ıme pojem oddělené množiny.

Definice 2.1. [4, strana 180] O podmnožinách A,B topologického prostoru X

řekneme že jsou oddělené, jestliže plat́ı: A ∩B = ∅ a A ∩B = ∅.

Př́ıklad 2.1. Necht’ A,B,C jsou intervaly na množině reálných č́ısel R takové,

že A = (1, 2), B = (2, 3), C = [3, 4). Určete, jestli jsou tyto množiny navzájem

oddělené.

Řešeńı:

A = [1, 2], B = [2, 3] a C = [3, 4]

A ∩B = (1, 2) ∩ [2, 3] = ∅,

A ∩B = [1, 2] ∩ (2, 3) = ∅

Tyto množiny jsou tedy oddělené.

B ∩ C = (2, 3) ∩ [3, 4] = ∅

B ∩ C = [2, 3] ∩ [3, 4) = 3

Tedy množiny B,C oddělené nejsou.

Definice 2.2. [1, strana 249] Topologický prostor X se nazývá nesouvislý, jestliže

existuj́ı dvě neprázdné, otevřené podmnožiny U , V ⊂ X tak, že U ∩ V = ∅ a

X = U ∪ V . Topologický prostor, který neńı nesouvislý, se nazývá souvislý.

Jinak řečeno, topologický prostor X je souvislý, jestliže neobsahuje otevřenou
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a uzavřenou podmnožinu A ⊂ X r̊uznou od ∅ a X.

Definice 2.3. Necht’ X je topologický prostor. Řekneme, že množina A ⊂ X je

souvislá, pokud je souvislá jako topologický podprostor s podprostorovou topo-

logíı.

Na začátku této kapitoly jsme si definovali pojem oddělené množiny. Můžeme

tedy vyslovit větu, která nám popisuje vztah mezi pojmem souvislá množina a

oddělené množiny.

Věta 2.1. [4, strana 181] Množina A je souvislá, právě když neńı sjednoceńım

dvou neprázdných oddělených množin.

Důsledek 2.1. [4, strana 181] Pokud jsou A,B dvě souvislé množiny, které

nejsou oddělené, pak A ∪B je souvislá množina.

Poznámka 2.1. O množinách U a V v definici 2.2 budeme ř́ıkat, že tvoř́ı rozklad

topologického prostoru X.

Př́ıklad 2.2. Necht’ X je množina taková, že X = {a, b, c, d, e}. Na množině X je

dána topologie τ1 následovně: τ1 = {X, ∅, {a, b, c}, {d, e}}. Tvoř́ı dvojice (X, τ1)

souvislý topologický prostor?

Řešeńı:

Nejprve je třeba dokázat, zda-li dvojice (X, τ1) v̊ubec tvoř́ı topologický pro-

stor. Triviálně zjist́ıme, že tato dvojice opravdu tvoř́ı topologický prostor, jelikož

{a, b, c} ∪ {d, e} = X a {a, b, c} ∩ {d, e} = ∅.

Dále budeme postupovat podle definice 2.2. Hledejme tedy množiny U a V , pro

které plat́ı: U ∩ V = ∅ a X = U ∪ V . Snadno uvid́ıme, že takové množiny

opravdu existuj́ı. Tedy U = {a, b, c},V = {d, e}. Dvojice (X, τ1) tedy netvoř́ı

souvislý topologický prostor.
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Obrázek 2.1: Graf topologického prostoru (X, τ1)

Zde si uvedeme př́ıklad podobný tomu předchoźımu, kde nosná množina X

bude obsahovat stejné prvky, ale topologie na množině X bude odlǐsná od té

předchoźı.

Př́ıklad 2.3. Necht’ X je množina z předchoźıho př́ıkladu. Na této množině je

dána topologie τ2 taková, že τ2 = {X, ∅, {a, b, c}, {c}, {c, d, e}}. Otázka opět zńı:

Tvoř́ı dvojice (X, τ2) souvislý topologický prostor?

Řešeńı:

Stejně jako u minulého př́ıkladu nejdř́ıv muśıme dokázat, zda-li tato dvojice

opravdu tvoř́ı topologický prostor. Triviálně zjist́ıme, že dvojice (X, τ2) opravdu

tvoř́ı topologický prostor.

Pro úplnost :

{a, b, c} ∪ {c} = {a, b, c} ∈ τ2
{a, b, c} ∪ {c, d, e} = X ∈ τ2
{c} ∪ {c, d, e} = {c, d, e} ∈ τ2
{a, b, c} ∩ {c} = {c} ∈ τ2
{c} ∩ {c, d, e} = {c} ∈ τ2
{a, b, c} ∩ {c, d, e} = c ∈ τ2
Když se následně zaměř́ıme na otázku, zda-li je tento prostor souvislý, všimneme

si, že neexistuj́ı žádné dvě množiny U, V takové, aby vyhovovaly definici 2.2,

protože žádné dvě neprázdné množiny této topologie nejsou disjunktńı. Závěrem

tedy můžeme ř́ıct, že tento topologický prostor je souvislý.
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Obrázek 2.2: Graf topologického prostoru (X, τ2)

Vid́ıme, že i když oba tyto topologické prostory maj́ı stejnou nosnou množinu

(v našem př́ıpadě množinu X), tak obecně oba souvislými prostory být nemuśı.

Z předchoźıch dvou př́ıklad̊u nám tedy plyne, že pojem souvislost je úzce spjata

s danou topologíı. Mohli bychom se však ptát, zda-li toto plat́ı vždy? Existuj́ı

dva topologické prostory se stejnou nosnou množinou avšak rozd́ılnými topolo-

giemi, které by byly oba souvislé či oba nesouvislé? Na tuto otázku nám odpov́ı

následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad 2.4. [2, strana 152, př.1] Necht’ τ a τ ′ jsou dvě topologie na množině

X . Jestliže τ ′ ⊃ τ , co nám souvislost X v jedné topologie implikuje o souvislosti

v topologii druhé?

Řešeńı:

Mějme množinu A ⊂ (X , τ), která je nesouvislá.

Znamená to tedy, že existuje rozklad této množiny na dvě otevřené neprázdné

podmnožiny v topologii τ tj.

A = C ∪D a zároveň C ∩D = ∅

Jestliže τ ′ ⊃ τ , potom C je neprázdná a otevřená v (X, τ ′) a také D je neprázdná

a otevřená v (X, τ ′). Tedy množiny C a D tvoř́ı také rozklad množiny A v topo-

logii (X, τ ′). Z toho vyplývá, že je A nesouvislá v (X, τ ′).

T́ımto jsme dokázali, že z nesouvislosti v (X, τ) plyne nesouvislost v (X, τ ′).

Z vlastnosti implikace v́ıme, že pro výroky V1 a V2 obecně plat́ı:
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(V1 ⇒ V2) ⇐⇒ (¬V2 ⇒ ¬V1)

tzn. polož́ıme-li V1 = nesouvislost v (X, τ) a V2 = nesouvislost v (X, τ ′), vyplývá

nám, že ze souvislosti v (X, τ ′) plyne souvislost v (X, τ).

Následně si uvedeme větu, která pro nás bude mı́t velmi d̊uležitý d̊usledek

např. při definici oblouku.

Věta 2.2. [1, strana 252, v.7] Množina reálných č́ısel R s přirozenou topologíı je

souvislý topologický prostor.

D̊ukaz. [1, strana 252] Předpokládejme, že existuj́ı otevřené množiny U, V ⊂ R

takové, že U ∩ V = ∅, R = U ∪ V . Ukážeme, že bud’ U = ∅ nebo V = ∅.

Předpokládejme, že U, V 6= ∅. Zvolme x ∈ U , y ∈ V , x < y. Pak množina

U ∩ [x, y] je ohraničená, existuje tedy č́ıslo z = sup(U ∩ [x, y]). Necht’ z ∈ A.

Pak existuje interval [z, z + h] kde h > 0 takový, že [z, z + h] ⊂ [x, y] a zároveň

[z, z + h] ⊂ U , nebot’ množina U je otevřená. Odtud [z, z + h] ⊂ A∩ [x, y], což je

spor s předpokladem, že z je supremum množiny A∩ [x, y]. Plat́ı tedy, že z 6∈ U .

Ovšem R = U ∪ V a U ∩ V = ∅, takže z ∈ V . Existuje tedy h > 0 takové, že

[z − h, z] ⊂ [x, y], a z otevřenosti množiny V plyne, že zle vźıt [z − h, z] ⊂ V .

Pak ovšem [z − h, z] ⊂ V ∩ [x, y]. Jelikož z je supremem množiny A ∩ [x, y],

interval [z − h, z] obsahuje nějaký bod množiny U , což je spor s předpokladem,

že U ∩ V = ∅. Muśı tedy platit U = ∅ nebo V = ∅

Důsledek 2.2. [1, strana 252] Libovolný interval v R je souvislá množina.

Otázka nyńı zńı, jak bychom mohli zkonstruovat souvislou množinu. Konstru-

ovat souvislé množiny budeme tak, že k už známé souvislé množině přidáme daľśı

tak, abychom ale zachovali souvislost. K tomu nám poslouž́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.3. Uzávěr souvislé množiny je souvislá množina.

D̊ukaz. Předpokládejme, žeA je nesouvislá. Existuj́ı tedy dvě disjunktńı, uzavřené

neprázdné podmnožiny U a V tak, že A = U ∪ V a U ∩ V = ∅. Jelikož A ⊆ A,
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pak A ⊆ U nebo A ⊆ V (viz věta 2.5), např́ıklad A ⊆ U . Z vlastnost́ı uzávěru

v́ıme, že A ⊆ U = U , což vede ke sporu protože V = ∅. T́ımto jsme dokázali, že

uzávěr souvislé množiny je souvislá množina.

Nyńı bychom se mohli ptát, je-li uzávěr množiny A souvislý, je souvislá i

množina A? Obecně tomu tak neńı. Vezměme např́ıklad množinu Q s přirozenou

topologíı. Vı́me, že uzávěr množiny Q je R, což je ovšem podle věty 2.2 souvislá

množina. Avšak množina Q souvislá neńı. Uvažujme č́ıslo x 6∈ Q, např́ıklad
√

2.

Definujme dvě množiny U a V následovně:

U = (−∞,
√

2) , V = (
√

2,∞)

Můžeme tedy psát:

Q = (U ∩Q) ∪ (V ∩Q) a U ∩ V = ∅

Vid́ıme, že množina Q je sjednoceńım dvou disjunktńıch otevřených neprázdných

množin U a V . Množina racionálńıch č́ısel je tedy podle definice 2.2 nesouvislá.

Z výše dokázaného jsme zjistili, že uzávěr souvislé množiny je souvislá množina,

co můžeme ř́ıct o množině, ke které přidáme jen část jej́ı hranice (v extrémńım

př́ıpadě i jeden bod). K tomu nám poslouž́ı následuj́ıćı věta.

Věta 2.4. [1, strana 250, v.3] Bud’ A souvislá množina v topologickém prostoru

X . Množina B ⊂ X taková, že A ⊂ B ⊂ A , je souvislá.

D̊ukaz. [1, strana 250] Předpokládejme, že množina B neńı souvislá. Pak existuj́ı

2 neprázdné disjunktńı otevřené množiny U, V ⊂ B tak, že B = U ∪ V . Množiny

A ∩ U,A ∩ V jsou otevřené v A a plat́ı (A ∩ V ) ∪ (A ∩ U) = A ∩ (U ∪ V ) =

A∩B = A. Ovšem A∩U,A∩V jsou disjunktńı množiny a množina A je souvislá,

takže jedna z těchto množin muśı být prázdná. Necht’ např́ıklad A ∩ U = ∅. Pak

A = A∩ V , t.j. A ⊂ V a tedy A ⊂ V . Ovšem U ∩ V = ∅, takže U ∩ V = ∅ a tedy

U ∩ B ⊂ U ∩ A ⊂ U ∩ V = ∅. To je spor s předpokladem, že množina B neńı

souvislá.

Věta uvedená ńıže bude velmi d̊uležitá při řešeńı následuj́ıćıho př́ıkladu.
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Věta 2.5. [2, strana 149, v.2] Necht’ C a D tvoř́ı rozklad topologického prostoru

X a Y je souvislý podprostor prostoru X. Pak Y lež́ı celý v C nebo D.

Př́ıklad 2.5. [2, strana 152, př.2] Necht’ {An} je posloupnost souvislých podpro-

stor̊u X , pro něž plat́ı An ∩An+1 6= ∅ pro všechna n. Ukažte, že
⋃

An je souvislá.

Řešeńı:

Předpokládejme, že
⋃

An je nesouvislá množina.

Existuj́ı tedy dvě neprázdné otevřené disjunktńı množiny C,D takové, že:⋃
An = C ∪D a C ∩D = ∅.

Podle předchoźı věty 2.5 tedy každý prvek {An} nálež́ı do jedné z množin C nebo

D. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že prvek A1 nálež́ı do množiny

C. T́ımto však dostáváme, že i prvek A2 muśı ležet v téže množině C, protože

A1 ∩ A2 6= ∅. Jestliže takto budeme postupovat prvek po prvku posloupnosti

{An}, dostaneme spor s předpokladem, že druhá z množin je neprázdná. Tedy⋃
An muśı být souvislá.

Obrázek 2.3: Obrázek množiny
⋃

An

Zde si ukážeme př́ıklad, který má velice cenný d̊usledek v teorii souvislých

množin.
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Př́ıklad 2.6. Necht’ {Aα} je systém souvislých podprostor̊u prostoru X a necht’

A je souvislý podprostor prostoru X. Ukažte, že pokud A ∩ Aα 6= ∅ pro všechna

α, pak A ∪ (∪Aα) je souvislý.

Řešeńı:

Uvažujme, že A ∪ (∪Aα) souvislý neńı.

Potom dle definice existuj́ı neprázdné a otevřené množiny C a D takové, že

A ∪ (∪Aα) = C ∪D a zároveň C ∩D = ∅

Vı́me také, že podle věty 2.5 muśı množina A náležet do právě jedné z množin

C nebo D. Stejnou myšlenku použijeme i pro každý podprostor ze systému {Aα}.

Zde se pozastavme nad zadáńım př́ıkladu, které nám ř́ıká, že každý souvislý pod-

prostor ze systému {Aα} má neprázdný pr̊unik s A. Tedy každý tento podprostor

muśı náležet do stejné množiny jako množina A, např́ıklad do C. T́ımto však

dostáváme, že množina D je prázdná, čili jsme dostali spor s předpokladem, že

je množina A ∪ (∪Aα) nesouvislá.

Důsledek 2.3. Sjednoceńı systému souvislých množin, jehož pr̊unik je neprázdný,

je souvislá množina.

Představme si nyńı situaci, kdy by množina A z předchoźıho př́ıkladu obsa-

hovala pouze jeden bod x. Pak by všechny souvislé podprostory ze systému {Aα}

měly společný právě tento jediný bod. Sjednoceńı toho systému budeme nazývat

souvislá komponenta v bodě x. Přesnou definici souvislé komponenty uvedeme

záhy.

Definice 2.4. [1, strana 250] Necht’ X je topologický prostor a necht’ x ∈ X.

Sjednoceńım systému souvislých podprostor̊u obsahuj́ıćı bod x nazýváme souvislá

komponenta bodu x.

Důsledek 2.4. [1, strana 250] Je-li prostor X souvislý, je souvislou komponentou

libovolného ze svých bod̊u.

Uvědomme si však, že souvislá komponenta bodu x je největš́ı souvislá množina

obsahuj́ıćı bod x. Z věty 2.3 v́ıme, že uzávěr souvislé množiny je souvislá množina.

Z toho nám plyne následuj́ıćı d̊usledek.
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Důsledek 2.5. [1, strana 250] Souvislá komponenta bodu x topologického prostoru

X je uzavřená množina.

V následuj́ıćıch sekćıch si ukážeme bližš́ı význam této souvislé komponenty.

Věta 2.6. [1, strana 251, v.5] Bud’ f : X → Y spojité zobrazeńı topologických

prostor̊u. Obraz f(A) souvislé množiny A ⊂ X je souvislá množina.

Na konec této sekce jsem si přichystal celkem 3 zaj́ımavé př́ıklady.

Př́ıklad 2.7. [2, strana 152, př.5] Prostor je totálně nesouvislý, pokud jsou jeho

jediné souvislé podprostory jednobodové množiny. Ukažte, že pokud je prostor

vybaven diskrétńı topologíı, potom je X totálně nesouvislý.

Řešeńı:

Necht’ X neńı totálně nesouvislý, pak existuje množina A maj́ıćı alespoň 2 prvky,

která je souvislá. Mějme x ∈ A, uvažujme množiny {x} a A−{x}. Tyto množiny

jsou ovšem neprázdné a otevřené, přičemž

{x} ∪ (A− {x}) = A a zároveň {x} ∩ (A− {x}) = ∅

Tedy {x} a A− {x} tvoř́ı rozklad A, což je spor.

Př́ıklad 2.8. [2, strana 152, př.4] Necht’ je X nekonečná množina, pak je souvislá

v topologii konečných doplňk̊u.

Řešeńı:

Uvažujme, že je množina X nesouvislá v topologii konečných doplňk̊u. Pro připomenut́ı

topologie konečných doplňk̊u vypadá následovně.

τ = {A ⊂ X | X − A je konečná množina nebo X }

Jelikož je množina X nesouvislá, pak muśı existovat rozklad množiny X na

množiny U a V tak, že X = U ∪ V a U ∩ V 6= ∅, přitom U ∈ τ a V ∈ τ a

zároveň obě množiny U i V nejsou prázdné množiny.

Z rozkladu množiny X v́ıme, že U = X−V . Jak je snadno vidět, tak U je konečná

množina. Stejný princip provedeme i pro V . Nyńı se ale dostáváme ke sporu s

t́ım, že je množina X nekonečná, protože sjednoceńım dvou konečných množin

vznikne opět konečná množina.
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Př́ıklad 2.9. [2, strana 152, př.6] Necht’ A ⊂ X . Ukažte, že pokud je C souvislý

podprostor X , který má pr̊unik s A i X − A, pak má pr̊unik i s ∂A.

Řešeńı :

Uvažujme, že C nemá pr̊unik s ∂A.

Množinu X můžeme zapsat jako

X = (X − X − A) ∪ (X − A) ∪ ∂A

Podle zadańı, C muśı mı́t neprázdný pr̊unik s A i X −A. Můžeme tedy psát, že

C ∩X = (C ∩ (X − X − A)) ∪ (C ∩ (X − A)) ∪ (C ∩ ∂A)

podle našeho předpokladu ale C ∩ ∂A = ∅ můžeme tedy psát

C ∩X = (C ∩ (X − X − A)) ∪ (C ∩ (X − A))

Vı́me, že množina C je souvislá, tzn. mohou nastat pouze tyto dvě možnosti.

1)C ∩ (X − X − A) = C ⇒ C ∩ (X − A) = C ∩ int(X − A)) = ∅

2)C ∩ (X − A) = C ⇒ C ∩ (X − X − A) = C ∩ int(A)) = ∅

Obě tyto možnosti jsou však ve sporu se zadáńım, kdy C muśı mı́t neprázdný

pr̊unik s A i X − A a v́ıme, že A = intA ∪ δA a X − A = int(X − A) ∪ δA.
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2.2. Obloukově souvislá množina

Definice 2.5. [1, strana 256] Obloukem v topologickém prostoru X spojuj́ıćım

body x a y ∈ X rozumı́me spojité zobrazeńı f uzavřeného intervalu [a, b] ⊂ R do

X takové, že f(a) = x, f(b) = y.

Definice 2.6. [1, strana 256] Topologický prostor X se nazývá obloukově sou-

vislý, jestliže každé dva body x,y ∈ X lze spojit obloukem.

Věta 2.7. [1, strana 256, v.12] Každý obloukově souvislý prostor je zároveň i

souvislý.

D̊ukaz. [1, strana 256] Bud’ X obloukově souvislý prostor. Předpokládejme, že

X neńı souvislý. Existuj́ı tedy otevřené množiny U, V ⊂ X takové, že U ∩ V =

∅, U ∪ V = X. Bud’ f : [a, b] → X libovolný oblouk. Jelikož interval [a, b] je

souvislý, množina f([a, b]) ⊂ X je souvislá(věta 3.). Dále U ∪ V = X, takže

f([a, b]) = (f([a, b])∩U)∪ (f([a, b])∩V ) a přitom f([a, b])∩U ∩f([a, b])∩V = ∅.

Ze souvislosti topologického prostoru f([a, b]) tedy vyplývá, že jedna z množin

f([a, b])∩U, f([a, b])∩V muśı být prázdná. Znamená to tedy, že f([a, b]) lež́ı bud’

v U nebo ve V a tedy žádné dva body x ∈ U, y ∈ V nelze spojit obloukem. To je

ovšem spor s předpokladem, že X je obloukově souvislý. Tento spor ukazuje, že

X muśı být souvislý.

Nyńı bychom se mohli ptát, zda-li ze souvislosti prostoru plyne i oblouková

souvislost. Obecně to ovšem neplat́ı. Jako d̊ukaz této myšlenky uvedu následuj́ıćı

př́ıklad.
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Př́ıklad 2.10. Mějme množinu A = {sin(1/x), x ∈ R, 0 < x ≤ 1} a X = (0, 0) ∈

R2 . Otázka zńı, je množina M = A ∪ X souvislá a obloukově souvislá ?

Řešeńı:

Obrázek 2.4: Graf množiny M

Množina M−{X } je jistě obloukově souvislá a proto podle věty 2.7 je množina

M − {X } souvislá. Co můžeme ř́ıct o uzávěru množiny M − {X } ?

Uzávěr množiny M − {X },

tzn. M − {X } = A ∪ ({0, y} : −1 ≤ y ≤ 1)

je souvislá množina podle věty 2.3. Podle věty 2.4 je každá množina B , která

splňuje podmı́nku A ⊂ B ⊂ A, souvislá. Polož́ıme-li A = M − {X }, B = M a

A = M − {X } , dostáváme, že i množina M je souvislá.

Zbývá nám tedy zjistit, zda-li je množina M obloukově souvislá. Předpokládejme,

že je množina M obloukově souvislá. Existuje tedy oblouk f : [0, 1]→M takový,

že f(0) = X. Zaměřme se na množinu f−1(X). Jelikož f je oblouk, je tedy toto

zobrazeńı spojité a množina {X} ⊂M je uzavřená, tedy množina f−1(X) ⊂ [0, 1]

je také uzavřená.

Uvažujme nyńı kouli K se středem v bodě X. Opět ze spojitosti oblouku f

vyplývá, že ke každému bodu a ∈ f−1(X) existuje otevřený interval Ia se středem
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v a takový, že f(Ia) ⊂ K∩M . Jelikož je Ia interval, tak je podle d̊usledku 2.2 sou-

vislý. Obrazem souvislé množiny je podle věty 2.6 souvislá množina. Dostáváme

tedy, že f(Ia) je také souvislá množina. Z tohoto nám vyplývá, že f(Ia) = X pro

všechna a ∈ f−1(X). T́ımto jsme dokázali otevřenost množiny f−1(X). Dohro-

mady dostáváme, že tato množina je uzavřená, otevřená a neprázdná a prostor

[0, 1] je souvislý, muśı tedy platit, že f−1(X) = [0, 1]. Výsledkem je tedy, že ne-

existuje oblouk takový aby spojil bod X s nějakým bodem množiny A, takže

množina M neńı obloukově souvislá.

(v předchoźım př́ıkladu jsem se inspiroval př́ıkladem [1, strana 258, př.4])

31



2.3. Lokálńı souvislá množina

Definice 2.7. [1, strana 254] Topologický prostor se nazývá lokálně souvislý,

má-li každý jeho bod lokálńı bázi tvořenou souvislými množinami.

Věta 2.8. [1, strana 254, v.9] K tomu, aby topologický prostor X byl lokálně

souvislý je nutné a stač́ı, aby pro libovolnou otevřenou množinu U ⊂ X každá

souvislá komponenta množiny U byla otevřená množina v X.

Stejně, jako nás v sekci obloukově souvislá množina zaj́ımal vztah mezi oblou-

kovou souvislost́ı a souvislost́ı množiny, můžeme se i nyńı ptát, zda-li souvislost

implikuje lokálńı souvislost či naopak.

Tedy souvislost ⇒ lokálńı souvislost nebo lokálńı souvislost ⇒ souvislost.

Zaměřme se tedy na prvńı část. Vrat’me se k př́ıkladu 2.10 v minulé sekci. Vid́ıme,

že tento prostor je souvislý. Pokud ale vezmeme otevřenou kouli K se středem v

bodě X a poloměrem 1/10, pak M ∩K je otevřená množina, ale souvislá kompo-

nenta {X} je ovšem v M uzavřená což je spor s větou 2.8. Tedy M neńı lokálně

souvislý.

Vid́ıme tedy, že ze souvislosti neplyne lokálńı souvislost. Ptejme se nyńı, zda-li

obecně existuje obrácená implikace, tedy jestli z lokálńı souvislosti plyne souvis-

lost.

Př́ıklad 2.11. Dokažte, zda-li je topologický prostor X obdařený diskrétńı to-

pologíı lokálně souvislý.

Řešeńı:

Vezměme libovolný bod x ∈ X, pak {x} je souvislá množina obsahuj́ıćı bod x.

Tuto množinu však obsahuje každá otevřená množina obsahuj́ıćı bod x. Tedy

prostor X s diskrétńı topologíı je lokálně souvislý prostor.

V př́ıkladu 2.7 jsme se však dozvěděli, že diskrétńı topologický prostor s v́ıce

jak 2 prvky je totálně nesouvislý. Jsme oprávněni tvrdit, že ani obrácená implikace

neplat́ı. Závěrem tedy dostáváme, že obecně neńı žádný vztah mezi souvislost́ı a

lokálńı souvislost́ı.
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Závěr

Ćılem práce bylo čtenáře seznámit s pojmem souvislá a nesouvislá množina

v topologických prostorech. Čtenář byl obeznámen s definićı tohoto pojmu a na

př́ıkladech bylo ukázáno, jak postupovat při zjǐst’ovańı, zda-li je tato množina či

prostor souvislý. Můžeme si však všimnout, že dokázat, zda-li je množina sou-

vislá, je obvykle náročněǰśı, než dokázat opak. Proto jsem často při řešeńı použ́ıval

d̊ukaz sporem. Také jsme mohli vidět, že z obloukové souvislosti plyne souvislost,

avšak opačně toto tvrzeńı neplat́ı. V kapitole popisuj́ıćı pojem lokálńı souvis-

lost jsme si také mohli povšimnout, že z lokálńı souvislosti neplyne souvislost. Z

př́ıkladu v této kapitole však v́ıme, že i obracené tvrzeńı neplat́ı. Tedy neexistuje

žádný vztah mezi těmito dvěma pojmy.

Na úplný závěr je třeba zmı́nit, že pojem souvislá množina je hojně použ́ıvaným

pojmem v r̊uzných odvětv́ıch matematiky. Např́ıklad v komplexńı analýze se

čtenář může setkat s pojmem souvislá oblast či jednoduše souvislá oblast, který

je definovaný pomoćı souvislé množiny.
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