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Uvod

Cilem této diplomové prace je nastudovat numerické metody pro feseni dife-
rencialnich rovnic a néasledné je aplikovat na feseni diferencialnich inkluzi. Nume-
rickych metod zabyvajicich se touto problematikou je mnoho. My se v této praci
zaméfime pouze na obecnou jednokrokovou metodu, konkrétnéji na Eulerovu
metodu, kterd je nejjednodussi obecnou jednokrokovou metodou a na metody
Runge-Kutta.

V prvni kapitole se seznamime se symbolikou O a s mnohozna¢nym zobraze-
nim, jejichz znalost je potiebna k pochopeni dalsich pojmii.

Ve druhé kapitole se budeme vénovat nékterym numerickym metodam, kte-
rymi muzeme fesit diferencidlni rovnice. Nejprve se budeme zabyvat obecnou
jednokrokovou metodou, dale Eulerovou metodou, metodami Runge-Kutta a na
zaver této kapitoly si ukazeme, jak vyresit soustavu diferencialnich rovnic pomoci
obecné jednokrokové metody.

Ve treti kapitole se budeme zabyvat aplikaci numerickych metod z kapitoly 2
na feSeni diferencialnich inkluzi. Tato feseni budeme znéazornovat pomoci grafti.

Dalsim tkolem této diplomové prace je sestavit programy v matematickém
softwaru Matlab pro feseni konkrétnich tloh. Tyto programy jsou uvedeny v po-
sledni kapitole.

Rada bych upozornila na situaci, kdy se ptikazovy tadek, ktery zadavam do
Matlabu, nevejde na Sitku stranky. V tomto pripadé je dany ptikaz logicky roz-
délen do vice radkt.

Vs8echny M-soubory uvedené v této praci jsou odladény v matematickém soft-
waru Matlab 7.1 na notebooku Fujitsu SIEMENS model AMILO L7300 s proce-
sorem Intel Celeron a opera¢ni paméti 512 MB.

V této préci je pro oznaceni konce prikladt pouzit symbol ¥ .



1 Pripravna kapitola

V této kapitole se budeme zabyvat tématy, ktera nejsou pfimo obsahem této

prace, ale tizce s nim souvisi.

1.1 Symbolika O
Symbolika O se ¢asto pouziva pro vyjadieni chyb matematickych vyrazt.

Definice 1. Necht [ je realna nebo komplexni funkce definovana v okoli bodu

a € R*. Nechf g je funkce kladné v okoli bodu a. Symbol

f(x) = O(g(x)) pro z—a

znadl, ze

/()|

lim sup < 00,
c—a ()
tedy ze funkce % je v okoli bodu a ohranicené.

V tomto textu budeme tento symbol pouzivat v souvislosti s chybou aproxi-
mace numerické metody, kde funkce g(h) = h*, k € R, h € Ra h — 0, tj. budeme
uzivat symbol O(h*).

1.2 Mnohoznacéné zobrazeni

Definice 2. Necht X a Y jsou dvé mnoziny. Mnohoznaénym zobrazenim F
z X do Y rozumime zobrazeni, které kazdému prvku z € X prifadi mnozinu

F(z), kde F(z) €Y .

Mnohoznac¢né zobrazeni budeme znacit nasledovné: F: X — Y.

Mnohozna¢né zobrazeni miizeme charakterizovat jeho grafem
Graf(F)={(z,y) € X x Y|y € F(x)}.
Priklad mnohoznac¢ného zobrazeni

F:R" - R
6



definované vztahem
F(x) = (e *,1), prokazdé x € R".

Toto mnohoznac¢né zobrazeni mizeme také znazornit nasledujicim grafem:

Y

Obréazek 1

Na Obrazku 1 vidime, ze toto zobrazeni je v poc¢atku souradnicového systému
jednozna¢né, v bodech intervalu (0, o) v8ak nikoli. Bodtim x z intervalu (0, c0) je

prifazen cely interval hodnot (e™*, 1), tedy zobrazeni F je opravdu mnohoznacné.



2 Obecna jednokrokova metoda pro diferencial-
ni rovnice

V této kapitole se budeme zabyvat numerickym feSenim pocatecni tlohy

y'(x) = fla,y(2)), (1)
y(zo) = a, (2)

kde = € (xg,b), a,x9,b € R a podminku (2) budeme nazyvat pocateéni pod-
minkou. Ulohu (1), (2) budeme nazyvat Cauchyova tiloha.

Dale budeme v této kapitole predpokladat:

Piedpoklad 1. Uvedend uloha (1), (2) md na intervalu (xq, b) pravé jedno feseni
y(x). To je zaruceno pravé tehdy, kdyz pro pravou stranu f(x,y(zx)) diferencidlni

rovnice (1) plati

(i) funkce f(z,y(x)) je definovand a spojitda funkce dvou proménnigch v pdsu

P=A{[z,y];xo <z <b,—00 <y < o0}, kde xg,b jsou koneénd cisla,

(i1) funkce f(z,y(x)) spliiuje v tomto pasu Lipschitzovu podminku vzhledem k y

s konstantou nezdavislou na x, tj. existuje konstanta L > 0 takovd, Ze plati

|f(x,y) - f(.’L',Z)‘ < L|y - Z| pro kazdé [xay]a [l‘, Z] € P.

Hledame-li feseni dané pocatecni ulohy analyticky, mtize se stat, ze toto feseni
bud nenalezneme viibec, nebo je vyjadfeno slozitymi vzorci. Proto se velmi ¢asto
tato pocatecni tiloha fesi ptiblizné, a to pomoci néjaké numerické metody. V této
kapitole se nejprve budeme zabyvat obecnou jednokrokovou metodou, v dalsi
casti Eulerovou metodou, kterd je nejjednodussim typem obecné jednokrokové
metody a dale pak metodami Runge-Kutta.

Jednim typem numerickych metod jsou tzv. diskrétni metody, kdy na né-
jaké diskrétni mnoziné bodu {z,}, =, € (zo,b), kde z9,b € R, hleddme pouze
nékteré hodnoty pfesného feseni uvazované funkce. Dostavame tak posloupnost

hodnot piiblizného feseni v bodech této diskrétni mnoziny, které budeme znacit
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{y,}. Dale x,, se da zapsat jako x,, = zo+n h,, kde h,, > 0. Cislo h,, budeme nazy-
vat integracni krok. Tento krok miizeme volit jako konstantni nebo jej mtizeme
dle potfeby ménit. My jej budeme pro jednoduchost volit jako konstantni, a to
tak, aby byl posledni bod posloupnosti {x,} roven pravému krajnimu bodu in-
tervalu, na némz feseni hledame. Dostaneme tak ekvidistantni posloupnost bodt
{z,,}. Tento konstantni integracni krok budeme znacit h.

Mezi diskrétni metody s konstantnim krokem h patii napt. obecné k-krokové
metody, specialné pro k = 1 obecna jednokrokova metoda. Obecnou jedno-
krokovou metodou ziskavame posloupnost pribliznych hodnot hledaného feseni

pocatecni tlohy (1), (2) pomoci rekurentniho vztahu
Yni1 = Yn + hO(Tn, Y, h), n=0,1,... 3)

pricemz klademe yo = a, coz plyne z pocatetni podminky (2). Funkce & tii
realnych proménnych ze vztahu (3) zavisi na diferencialni rovnici (1).

Tedy v obecné jednokrokové metodé postupujeme tak, ze dany interval (xz, b)
rozdélime s krokem h tak, abychom dostali ekvidistantni posloupnost bodii. Déale
hodnotu pfiblizného feseni y,,,; tlohy (1), (2) v bodé , 11 pocitdme na zékladé
znalosti jedné hodnoty v, v predchézejicim bodé x,,, viz vztah (3), pficemz yo = a.

Obecné k-krokovou metodou rozumime algoritmus, ktery hodnotu pribliz-
ného feseni y, tlohy (1), (2) v bodé x; pocitad na zdkladé znalosti k£ hodnot
Yo, Y1, - - -, Yk—1 vV bodech xg, x1, ..., T _1.

Dilezitou vlastnost, kterou u numerické metody pro feseni pocatecni tlohy
sledujeme, je konvergence, tj. zajiméa nas, jestli viibec a za jakych podminek
konverguje posloupnost hodnot priblizného feseni ziskana danou numerickou me-
todou k presnému feseni uvazované pocatecni tlohy.

Budeme tedy uvazovat obecnou jednokrokovou metodu s konstantnim krokem
h > 0 a studovat chovani {y,} pfi h — 0 a pevném x,, = x¢g + nh,z, € (xg,b),
které je jinak libovolné. Chceme-li studovat chybu pfiblizného feseni v pevném
bodé z = =z,, musime pfi zmensovani kroku h zvétSovat n. V opacném pii-

padé bychom nezjistili nic uzite¢ného, protoze by platilo z,, = g + nh — xg



a Yy, — Yo = y(ro). Tedy limitni pfechod v nasledujici definici je nutno chapat

tak, Ze souc¢asné h — 0 a n — oo pticemz plati, ze x, = ro+nh = x,z, € (xo,b).

Definice 3. Obecné jednokrokova metoda je konvergentni, jestlize pro kazdé
x € (xo, b) plati
lim Yn ::y($), (4)

h—0

Tp=1

kde vy, je priblizné feSeni tlohy (1), (2) s integratnim krokem h a y je pfesné

feseni této ulohy.

Pti numerickém teseni dané pocatecni tlohy vznikaji chyby dvojiho druhu,
zaokrouhlovaci a chyby aproximace, kterym se také rika diskretiza¢ni chyby

metody a které jsou opét dvoji: lokalni a globalni.

Definice 4. Lokalni diskretizacni chybou obecné jednokrokové metody na

intervalu (x,, z,1) nazveme vyraz L(y(x,); h), ktery je dan vztahem

L(y(wn); h) = y(Tni1) — y(zn) — h (2, yn, h).

Je to tedy nepresnost, s niz hodnoty teoretického feseni dané tilohy splnuji reku-

rentni vztah (3), ze kterého se pocitd hodnota y,,1 pfiblizného feseni.

Chovani lokalni chyby se obvykle charakterizuje veli¢inou, ktera se nazyva rad

diferen¢ni metody.

Definice 5. Radem diferenc¢ni metody rozumime nejvétsi prirozené cislo p
takové, Ze pro danou metodu aplikovanou na libovolnou poéatecni tlohu (1), (2)

s dostatecné hladkym fesenim y plati pti kazdém pevném n a h — 0 odhad
L(y(wn); h) = O(h"*1),

tj. pro h — 0 jsou lokdlni diskretizaéni chyby L(y(x,);h) uvazované metody

Ffadove velikosti APT1.
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Meétitko toho, jak presné nam posloupnost hodnot {y,} pribliZzného Feseni
uvazované pocatecni tlohy, kterou ziskame pomoci rekurentniho vztahu obecné
jednokrokové metody, aproximuje presné reseni dané ulohy, je globalni diskre-
tizaéni chyba e, = y(z,) — y,. Tato chyba je samozfejmé zavisla na lokalnich
diskretizacnich chybéach.

Dalsi diilezitou vlastnosti, kterou u numerickych metod sledujeme, je stabilita.
Stabilita numerické metody zajisti, Ze mald zména pocatec¢nich dat jen malo

ovlivni vysledek.

2.1 Analyza stability obecné jednokrokové metody pri pev-
ném kroku h

Pii zjisfovani stability obecné jednokrokové metody je potfebné znat tzv.
funkci stability R(z), kterou dostaneme nésledujicim postupem.

Necht ¢(x) je dostatetné hladké FeSeni diferencialni rovnice (1), tj. plati
¢'(x) = f(z,p(z)). Pak mizeme na jeho okoli funkci f linearizovat a to néa-

sledovné

af

y'(z) = [z, e(x)) + g, L)) —el@) + ...

UZijeme-li rovnosti f(z, ¢(x)) = ¢'(x), zavedeme-1i substituci

a uzijeme-li pravidlo pro pocitani s derivacemi, ze y'(x) = y/'(z) — ¢'(z), dosta-

neme

7'@) = S e (@)ia) + . = i) + .

V prvnim pfiblizeni mizeme predpokladat, ze Jakobidn J(z) je konstanta, ozn.
ji A € C. Po linearizaci (uvazujeme pouze prvni ¢len tohoto rozvoje, ostatni

zanedbame) a preznac¢ime-li y(z) na y(z), obdrzime diferencialni rovnici ve tvaru

Yy = \y.

11



Aplikujeme-li na tuto diferencialni rovnici obecnou jednokrokovou metodu, do-

staneme rekurentni vztah
Ynt1 = R(AR)y, n=0,1,... (5)

Ozna¢ime-li z = M,z € C, dostavame ze vztahu (5) zminovanou funkci

stability R(z). Tato funkce pak zavisi na konkrétni obecné jednokrokové metodé,

(@n, Yn, b
pticemz plati R(Ah) =1+ h M
Yn
Definice 6. Obecné jednokrokova metoda (3) je pro dané h absolutné stabilni,
jestlize
[R(z)[ < 1,

kde R(z) je funkce stability dané metody ze vztahu (5), z € C, z = Ah.

Obecné jednokrokova metoda (3) je pro dané h relativné stabilni, jestlize

[R(2)| < €7,

kde R(z) je funkce stability dané metody ze vztahu (5), z € C, z = Ah.

Definice 7. Mnozina

S={2€GR(z)| <1}

se nazyvéa oblast absolutni stability, kde R(z) je funkce stability dané metody
ze vztahu (5).

Definice 8. Obecnd jednokrokova metoda (3) je A - stabilni, jestlize

SDOC ={z€C;Rez <0}.

Definice 9. Obecnd jednokrokovd metoda (3) je L - stabilni, jestlize je A -
stabilni a jestlize plati

lim R(z) =0,

zZ—00

kde R(z) je funkce stability dané metody ze vztahu (5), z € C, z = Ah.

12



Poznamka 1. Teorie A - stability, pfi niz analyzu stability provadime pomoci
funkce stability R(z), je zaloZena na autonomnich linearnich ulohach. Tato ana-
Iyza se tedy pouziva pro tlohy tvaru y/'(x) = A\y(z), poptipadé také pro tlohy
y'(z) = My(x) 4+ g(x)), kde g(x) je libovolna spojita funkce proménné x, které se
linearizovanim daji pirevést na autonomni linearni tlohu, viz napf. Priklad 1. Pro

obecné nelinearni ulohy se uziva teorie B - stability, kterou si ukdzeme pozdéji.

Priklad 1. Vysetrete stabilitu obecné jednokrokové metody dané vztahem

Yn+1 = YUn + hf(17na yn)

pro ulohu

y'(z)

A(y(z) — cos(x))
y(0) =0

na intervalu (0,1.5) s krokem h = 1.5/80 pro A = —20 a A\ = —200. Naleznéte
oblast absolutni stability.

Reseni: Nejprve musime urcit funkei stability R(z): Postupujeme-li podle navodu

z odstavce 2.1, dostaneme novou diferencialni rovnici ve tvaru

protoze g—i = A. Aplikujeme-li na tuto rovnici zadanou obecnou jednokrokovou

metodu, dostaneme jeji tvar

Yn+1 = Yn + )‘hyna

tedy
Ynt1 = (14 M)y,
a tedy
R(z) =1+ z,
kde z = A\h.

13



a)

Dle Definice 6 je numerickd metoda absolutné stabilni, jestlize |R(z)| < 1.
Pro A = —20 je R(z) = 0.625 a tedy plati, ze |R(z)| < 1, proto je metoda
pro tyto hodnoty absolutné stabilni.

Pro A = =200 je R(z) = —2.75 a tedy neplati, ze |R(z)| < 1, proto neni
metoda pro tyto hodnoty absolutné stabilni.

Dle Definice 6 je numerickd metoda relativné stabilni, jestlize |R(z)| < e*.
Pro A = —20 je R(z) = 0.625 a e* pfiblizné rovno 0.6873, a tedy je splnéna
podminka relativni stability.

Pro A = =200 je R(z) = —2.75 a e pfiblizné rovno 0.0235, a tedy podminka

relativni stability splnéna neni.

x 10°°

Obrazek 2: vlevo priblizné feseni pro A = —20, vpravo pro A = —200

Na Obrazku 2 vlevo vidime nalezené pfiblizné feseni pomoci dané metody
pro A = —20. Na Obrazku 2 vpravo je zndzornéno feseni nalezené pomoci
zadané numerické metody, které je vsak odlisné od pfesného feseni dané
ulohy (viz Obrazek 3 vpravo) a to kvili tomu, ze dana numerickd metoda
neni pro A = —200 absolutné ani relativné stabilni. Pro srovnani uvadim

feseni zadané tlohy vypocitané analyticky pro jednotlivé hodnoty .
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Obrazek 3: vlevo presné feseni pro A = —20, vpravo pro A = —200

c¢) Dle Definice 7 uré¢ime oblast absolutni stability vyfeSenim nerovnice tvaru
|1+ z| < 1, tj. pro danou metodu je S = {z € C;|1 + z| < 1}, kterd je

znazornéna na Obrazku 4 Sedou vyplni.

Imz

Y

Rez

Obréazek 4

Spravnost vysledki z a) mtizeme zkontrolovat tak, ze ovéfime, zda hodnota
zprodand \lezi v S: pro A = —20 je z = —0.375, tedy z € S, pro A = —200
jez=-3T75atedy z ¢ S.
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d) Dle Definice 8 je metoda A - stabilni, jestlize S obsahuje celou levou po-
lorovinu mnoziny komplexnich ¢isel C, coz v tomto pripadé neplati, takze

zadand metoda neni A - stabilni.

e) Jelikoz zadand metoda neni A - stabilni, tak z Definice 9 plyne, Ze neni ani

L - stabilni.

*

Poznamka 2. Analyza stability ndm také pomaha urcit, jak velky, resp. maly
integracni krok mame volit, abychom dostali pfiblizné feSeni blizké presnému
feSeni. Napriklad z Prikladu 1 vime, Ze oblast absolutni stability je pro danou
metodu rovna S = {z € C; |1 + z| < 1}. Museli bychom tedy integra¢ni krok h
volit tak, aby A h € S. To znamené, aby pro A = —20 byl h < 0.1, coz je splnéno,
nebot % < 0.1. Pro A = —200 je vsak pozadovano, aby h < 0.01, coz splnéno

neni.

Poznamka 3. Uvazovana metoda z Ptikladu 1 se nazyva Eulerova explicitni

metoda.

Jak uz jsem dfive poznamenala, nejjednodussi obecnou jednokrokovou meto-

dou je Eulerova metoda, kterou se nyni budeme podrobnéji zabyvat.

2.2 Eulerova metoda

Pro N € N zvolme sit 79 < 771 < ... < oy = b s krokem h = b—% Eule-
rovou metodou ziskavame pro n = 0,..., N — 1 posloupnost pribliznych hodnot

hledaného feseni pocatecni tlohy (1), (2) pomoci rekurentniho vztahu

Yn+1 = Un + hf(l'na yn)a (6)

pricemz klademe 1y = a. Eulerova metoda tedy opravdu patii mezi jednokro-
kové metody.
Spojime-li body o soutadnicich [z, y,] lomenou ¢arou, dostaneme tzv. Eule-

ruv polygon, ktery aproximuje hledané feseni y(z) viz Obrazek 5.
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YA

Y(x)

Yo

Obréazek 5: modra: pfesné Feseni poc¢atecni tlohy (1), (2); Cervené: Eulertv polygon

Eulerovu metodu je mozné také ziskat tak, Ze hodnotu presného feseni y(x,,1),
y(Tn1) = y(x, + h), aproximujeme pomoci Taylorova polynomu prvniho stupné

pro funkci y v bodé z,, tj.

Y(Tni1) = y(n) + hy'(zn) = y(on) + hf (20, y(2n)),

coz je rekurentni vztah Eulerovy metody.
Lokalni diskretiza¢ni chybou Eulerovy metody na intervalu (x,, z,1) je

dle Definice 4 vyraz, ktery je dan vztahem

L(y(x); h) = y(@ni1) — y(@n) — hf (2n, y(2,)).

NapiSeme-li Taylortv rozvoj feseni y(z) v bodé x,; druhého tadu, tj.

h2y" ()
2 )

y(@ni1) = y(@n) + hf (@n, y(n)) +

kde ¢ € (x,,x,41), pak porovnanim s vyrazem L(y(x);h) dostavame, Ze chyba,
které se dopustime v jednom kroku Eulerovy metody je také dana tvarem

_ e

Liy(e);h) = L5, 7

Tedy z Definice 5 a ze vztahu (7) ihned vidime, ze Eulerova metoda je metoda

prvniho fadu.
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Jednou ze zakladnich vlastnosti, kterou u numerické metody sledujeme je

konvergence. Zformulujeme tedy konvergencni vétu pro Eulerovu metodu:

Véta 1. Necht plati Predpoklad 1 a necht pro presné teseni y(z) rovnice (1)
urcené pocdtecni podminkou (2) plati y(z) € C?(xo,b). Necht

1
M(z) = & max |y (1))
te(xo,x)

Necht ddle posloupnost {g,}, n =0,..., N je definovand rekurentné

Yo = a

gn+1:gn+hf($n7gn)+0n0h27 TLZO,...,N—l,

kde C je konstanta, h je integracni krok a 6,, jsou libovolnd redlnd cisla, pro néz

plati |0,] <1 pron=0,...,N — 1. Pak plati

kde N je nejvétsi prirozené ¢islo, pro néz je xy € (xo,b) a funkce Ey, je definovdna

takto:

elz_1

L>0
B _ 7 pro ,
r(z) {x pro L =0.

Dukaz: viz [9] str. 26.

Tato véta 1ika, ze k pfesnému Teseni dané pocatecni tlohy konverguje nejen pii-
blizné reseni ziskané Eulerovou metodou, ale i feSeni, které vznikne tak, Ze se

v kazdém kroku Eulerovy metody dopustime chyby o velikosti fadu h2.

Oblast stability

Funkce stability pro Eulerovu metodu ma tvar
R(z) =1+ z,

jak jsme odvodili v Piikladu 1. Oblast stability je dle Definice 7 dana vztahem
S ={z€C|R(z)|] <1}, tedy S = {z € C;|1 + z|] < 1}. Jelikoz S neobsahuje
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celou levou polorovinu mnoziny C, neni Eulerova metoda dle Definic 8 a 9 ani
A - stabilni, ani L - stabilni.

Dale si ukazeme prakticky priklad, ktery vyfesime pomoci Eulerovy metody.
Obecné zadani tohoto piikladu je prevzato ze skript [7]. Abychom mohli tuto
ulohu vyftesit Eulerovou metodou, je potfeba zadat konkrétni hodnoty. Hmotnost

kapky, kapajici z kohoutku, je orientacné zvazena na kuchynské vaze.

Priklad 2. Pdd telesa proménné hmotnosti: Kapka vody s poc¢ateéni hmotnosti
M volné pada vzduchem, stejnomérné se odpafuje, kazdou vterinu ztraci hmot-
nost m. Sila odporu vzduchu je timérna rychlosti padu kapky. Najdéte zavis-
lost rychlosti paddu kapky na case, jestlize v poc¢ateénim ¢ase padu (¢t = 0) byla
rychlost kapky rovna nule. Reste nejprve analyticky a poté Eulerovou metodou

s konkrétnimi hodnotami k£ = 0.1, M = 0.1575g, m = 0.0lg a g = 981cm/s2.

Reseni: V disledku rovnomérného odpaiovani kapky je jeji hmotnost v case t
rovna M — mt a tiha kapky je (M — mt)g, kde g je tihové zrychleni. Sila odporu
vzduchu je timérna rychlosti padu kapky, jeji velikost je tedy kv, kde o koeficientu
umeérnosti k predpokladame, ze k # m. Vyslednice sil F' piisobici na kapku vody
je

F=(M—mt)g — kv.

Dale podle 2. Newtonova zakona plati
F=(M-mt)v.
Tedy diferencialni rovnice popisujici danou tlohu ma tvar

, k

v+ —
M —mt

=g, (8)

coZ je nehomogenni linearni diferencilni rovnice 1. fadu pro rychlost v(t).
Tuto diferencialni rovnici vyfesime nejprve analyticky a poté pomoci Eulerovy

metody.
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1. Analytické Feseni

a) Nejprve vyfesime homogenni diferencialni rovnici ptislusnou rovnici (8),

tedy fesime rovnici

ok
—
M —mt

(%

Metodou separace proménnych dostavame

a integraci
Injv| = £1n|M —mt|+In|e1|, ¢ €R, 1 #0
Po tpravé mame
v=K(M—mt)n, KEeR

b) Nyni metodou variace konstanty nalezneme feSeni nehomogenni dife-

rencilni rovnice (8), tj.

i

v(t) = K(O)(M —mt), 9)
kde K (t) je neznama funkce. Dosazenim do rovnice (8) zjistime, ze
K'(t) = g(M = mt)~

a poté integraci, ze
k

1—k
K(t):%(M—mt) "4T, TeR
—m

Dosazenim do vztahu (9) dostaneme obecné FeSeni rovnice (8), které

je tvaru

v(t):T<M—mt>%+kL<M—mt>, T eR. (10)

—m
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c) Konecné dosazenim pocateéni podminky, Ze v ¢ase t = 0 je rychlost

v =0, tj. v(0) = 0, do vztahu (10) zjistime, ze

g 1-£
T=—"-M"m.
m —k
Dosadime-li toto T do vztahu (10), dostaneme po mensich tpravach

hledanou zavislost rychlosti padu kapky na case

k

v(t):i( t—M+M<1—%t)E>, (11)

kde ¢ € (0,24).

d) Dosazenim konkrétnich hodnot za neznamé k, M, m a g dostaneme

funkeci

6867 6867 4 \10
£) = —109¢ ———(1——t> , 12
v(t) 09+ = 4 63 (12)

kde ¢ € (0,15.75).

2. Dosazenim konkrétnich hodnot za neznamé do rovnice (8) dostaneme po-
catecni ulohu
v(t)
"t) =981 — —————— 13
V() 1.575 — 0.1¢’ (13)
v(0) = 0.

Pomoci Eulerovy metody s integra¢nim krokem A = 0.1575 aplikovanou na
tuto pocatecni tilohu, ktera je tvaru

Yn
L= h<981 _ —)
Ynt1 = Yn + 1575 — 0.1¢,

dostaneme na intervalu (0, 15.75) posloupnost {y,} pfibliznych hodnot hle-
daného Teseni, které jsou zaznamenany v nasledujici tabulce. V této tabulce
uvadim také pro srovnani hodnoty presného feseni z d) v diskrétni mnoziné

bodti ¢,.
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0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.1575 | 146.9846 | 154.5075 7.5229
0.3150 | 279.7053 | 293.4082 13.7029
0.4725 | 399.2746 | 417.9761 18.7015
0.6300 | 506.7286 | 529.3933 22.6647

SO JURN RS ) s

96 | 15.1200 | 68.6700 | 68.6700 0.0000
97 | 15.2775 | 51.5025 | 51.5025 0.0000
98 | 15.4350 | 34.3350 | 34.3350 0.0000
99 | 15.5925 | 17.1675 | 17.1675 0.0000

100 | 15.7500 0.0000 0.0000 0.0000

Tabulka 1

Z tabulky vidime, Ze nejprve lokalni diskretizacni chyba Eulerovy metody
roste, pak se ale zmensuje, coz je znazornéno na Obrazku 6, kde je zelenou
barvou znézornén graf presného feseni Cauchyovy tlohy (13) a cervené

Eulertiv polygon této tlohy.

1200 s
1000 -
800
600 -
400

200

Obrazek 6

Tento priklad byl vyfesen pomoci mnou sestaveného M-souboru Eulerovy

metody, a to nasledovné: do matematického softwaru Matlab bylo zadano
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k=0.1;M=0.1575;m=0.01;g=981;
a=0;b=M/m;ni=0;h=0.1575;
f=0(x,y)g-kxy/ (M-m*x) ;
[yl=Euler(a,b,ni,f,h);

M-soubor Eulerovy metody je uveden v odstavci 4. 1.
Na zavéer tohoto prikladu jesté uvedu pro srovnani obrazky, jak se Euleriv
polygon (znazornén cervené) lisi od pfesného feseni této tlohy (znézornéno

zelené) v zavislosti na volbé délky kroku, viz Obrazek 7.

1500 1500
1000 1000
500 500
0 0

0 5 10 15 0 5 10 15

h=1.575 h=0.7875

1500 1500
1000 ﬁ 1000
500 500
0 0

0 5 10 15 0 5 10 15

h=0.1575 h=0.01575

Obréazek 7
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2.3 Metody Runge-Kutta

Dalsi metody, které patii mezi obecné jednokrokové metody, jsou tzv. metody
Runge-Kutta.
V obecnych metodach Runge—Kutta je funkce ® z rovnice (3) dana predpisem

D(xp, Yn, h) = wiky + ... + wsks,

kde
ky = f(xnayn)a
i—1
j=1
kde wy, ..., ws, 04, Bij,i =2,...,s,j =1,...,i—1, jsou konstanty.

Pro ziskani feSeni pocéatecni tlohy (1), (2) pomoci metod Runge-Kutta po-
stupujeme tak, ze pro N € N zvolime sit g < x; < --- < zy = b s krokem

h = b*% Déle pron =0, ..., N — 1 uzijeme rekurentni vztah

s
Yn+1 = Yn + hz wiks, (15)
i=1
pricemz yy = a. Konstanty ws, ..., w, nazyvame koeficienty metody Runge—
Kutta.

V kazdém kroku metody nejprve postupné spocitame ki, ..., ks, které nazy-
vame stadia metody Runge-Kutta, a potom podle vztahu (15) vypocteme hod-
notu priblizného teseni y,,,1 v bodé x,, ;.

Pocitdme-li stddia v metodé Runge-Kutta ze vztahu (14), jednd se o tzv.

explicitni metodu Runge—Kutta. Pocitame-li je z nasledujiciho vztahu

ki = f(n+aihyn + 0> Byk), i=1,...5s, (16)
j=1

jedna se o tzv. implicitni metodu Runge—Kutta.
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Metody Runge-Kutta se daji také zapsat jinym zptisobem, dle Butchera, a to
tak, Ze vSechny konstanty, které se objevuji ve vztazich (15), (14), respektive (15),
(16), se daji zapsat do nésledujici tabulky:

aq ﬁn ce ﬁls

(&%) 521 te 523

Qg ﬁsl e ﬁss
wl ) ws
Tabulka 2

Metod Runge-Kutta je mnoho, my se budeme zabyvat nejuzivanéjsi z nich, kterou
budeme nazyvat klasickda metoda Runge—Kutta. Tato metoda je fadu 4 a mé

nasledujici tvar:

k1 4 2ko + 2ks + Ky

Yn+1 :yn+h 6 )
kde
= f(xnayn)a
h h

Zapis klasické metody Runge-Kutta dle Butchera:

== O

o= | O O O
wi= | Ok O O
W= O O O
o=lOo O O O
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Priklad 3. Vyrteste Piiklad 2 pomoci klasické metody Runge-Kutta.

Resenid: Tento piiklad opét vyfesime pomoci Matlabu a to pomoci mnou sestave-
ného M-souboru klasické metody Runge-Kutta, ktery je uveden v odstavci 4.2.

Zadame do Matlabu

k=0.1;M=0.1575;m=0.01;g=981;
a=0;b=M/m;ni=0;h=0.1575;
f=0(x,y) g-k*y/ (M-m*x) ;
[y]=RungeKutta4(a,b,ni,f,h);

S timto krokem h = 0.1575 dostavame presnéjsi vysledky nez pri pouziti Eule-
rovy metody, coz vidime na nasledujicim obrazku, kde je znazornéno presné reseni

dané tlohy ¢ervené a nalezené piiblizné feseni zelené (zelend piekryje ¢ervenou).

1200

1000 -

800

600

400

200

Obrazek 8

Na zavér tohoto prikladu na Obrazku 9 opét uvedu, jak se hledané ptiblizné
feSeni (zndzornéno Cervené) lisi od presného (zndzornéno zelené) v zavislosti na

volbé velikosti délky integracniho kroku:
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h=1.575 h=0.7875

1500 1500
1000
1000
500
\\\\ 500
0
-500 0
0 5 10 15 0 5 10 15
h=0.1575 h=0.01575
1500 1500
1000 1000
500 500
0 0
0 5 10 15 0 5 10 15
Obrazek 9

*

Poznamka 4. Pfi ovéfovani stability pro nelinearni tlohy, tj. tlohy, kdy prava
strana diferencidlni rovnice (1) je nelinearni funkce, nastava problém pfi sestavo-
vani funkce stability R(z) z kapitoly 2. 1, protoze v tomto ptipadé je zde nutné
znat feseni zadané ulohy, které ale ovsem hledame. Hledalo se tedy zobecnéni A -

stability. Zrodil se tak koncept B - stability pro implicitni metody Runge-Kutta.

Definice 10. Implicitni metoda Runge-Kutta (15), (16) je B - stabilni, jestlize
podminka kontraktivity

(f(z,y) = f(z,2),y —2) <0

implikuje pro vSechny kroky h > 0 nerovnost

ly1 =Tl < |yo — Yol
kde y;, respektive 7, , je druhy ¢len posloupnosti ptiblizného feSeni rovnice (1)
ziskané pomoci obecné jednokrokové metody s krokem h a s poc¢ate¢ni podminkou
y(z0) = o, respektive y(7o) = Yy.
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Poznamka 5. Ovérovani podminky kontraktivity z predchozi definice byva v praxi
obtizné, hledaji se tedy jiné zptisoby ovéfeni B - stability dané metody. Nasledu-

jici véta nam pomiize B - stabilitu ovérit.

Véta 2. JestliZe koefictenty implicitni metody Runge—Kutta splnugi nasledujici
podminky

i) w; >0proi=1,...s,

i) matice M = (m;;)

definitnz,

fic1s kde mi; = w;B;; + w;B; — wiwj, je positivné semi-

pak je metoda B - stabilni.
Dukaz: Viz [4] str. 182.

Poznamka 6. Mezi témito dvéma extrémy: teorii A - stability pro autonomni
linearni ulohy ¢y’ = Ay, A € C, a teorii B - stability pro obecné nelinearni tlohy
y' = f(x,y) se nachazi teorie AN - stability pro studium skalarni, linedrni, neau-

tonomni tlohy y'(z) = A(x) y(z), Re A(z) < 0.
Definice 11. Implicitni metoda Runge-Kutta je AN - stabilni, jestlize

pro vSechna 7 = diag(z,..., %) spliujici Rez; <0
a zj =2z, kdykoliv a;=a; (j,k=1,...,9),

K@< {
kde s je pocet stadii dané metody a dale

KZ)=1+wZ(I - AZ)'v,
w = (wy,...,wy),
v=(1,....,1)7,

z; = hA(zo + ajh),
A= (ﬁij)j,jzl’
I = diag(1,...,1),

pricemz v je typu s X 1 a I ma rozmeér s X s.
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Pro srovnani A - stability, B - stability a AN - stability plati nasledujici véta,

ktera je prevzata z literatury [4].

Véta 3. Pro implicitni metody Runge—Kutta plati
B — stabilita — AN — stabilita — A — stabilita.

Priklad 4. VySetfete B-stabilitu a AN-stabilitu implicitni metody Runge-Kutta

dané vztahem
Yn+1 = YUn + hf(anrla ynJrl)

pro ulohu

y'(x)

Ay(z) —cos(x)), A € R
y(0) =0

na intervalu (0, 1.5) s krokem h = 1.5/80 pro A = —20 a A = —200.
Reseni:

a) B - stabilitu vySetfime pomoci Véty 2. Z tvaru zadané metody vidime, Ze
wy = 1afy =1 Tedy w; > 0 apodminka ¢) z Véty 2 je splnéna. Sestavime

matici M. Jelikoz se dana metoda da zapsat v nasledujicim tvaru

Yn+1 = yn_'_hkla
k:l - f('rn + h7yn + hkl)a

vidime, ze pocet stadii s = 1, tedy 7,5 = 1. Matice M bude mit tedy
rozmér 1 x 1. Dle uvazované véty tedy M = w,f11 + w1511 — wiwy, = 1,
odkud vidime, Ze je podminka ii) také splnéna. A tudiz dand metoda je

opravdu B - stabilni.

b) AN - stabilitu vySetiime pomoci Definice 11. Nejprve musime sestavit funkci
K(Z): Ze vztahu zadané metody Runge-Kutta vidime, ze ay = 1, 11 = 1

aw; = 1. Matice Z ma takovou hodnost, kolik mé uvazovana metoda stadii,
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v naSem piipadé je to 1. Tedy Z = 2z, ptifemz z; = hA(zg + a1h) = hA.
Déle A = (3;; a I = 1. Tedy funkce K(Z) mé tvar

1 1

(Z) =1+ 1z( 21) +1_Zl 12

kde z; = hA.
Pro A = —20 je z; = —3, odkud vidime, ze Rez, <0 a |K(Z)| = & < 1.

Pro A = —200 je z; = —22, odkud vidime, ze Rez; < 0 a |K(Z)| = 15 < 1.

Tedy zadana tloha je pro danou metodu, zadany krok A a obé hodnoty A
AN-stabilni.

*

Poznamka 7. Uvazovand metoda z Prikladu 4 se nazyva Eulerova implicitni

metoda. Eulerova implicitni metoda je specidlnim a nejjednodussim pripadem

implicitnich metod Runge-Kutta. Je to jednostadiova (s = 1) metoda Runge-

Kutta s koeficienty w; =1, oy =1 a 11 = 1.

Poznamka 8. Funkce K(Z) z Ptikladu 4 je funkce jedné proménné z;. Obecné

je vsak funkci s proménnych zi, ..., z,. Na nasledujicim prikladé ukazi, jak tuto

funkci sestavit pro metodu Runge-Kutta se dvéma stadii.

Priklad 5. Vysetfete AN - stabilitu implicitni metody Runge—Kutta dané vzta-

h
Ynt1 = Yn + §(k1 + k2)7

kl == f(xn + h, Yn + hkl)a
k’g = f([L‘n + 2h, Yn — hk?l + 3hk’2),

pro ulohu

y'(z) =Cuay(x), CeR

y(0) =0

na intervalu (0, 1.5) s krokem h = 1.5/80 pro C' = —20.
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Reseni: AN - stabilitu vySetfime opét pomoci Definice 11. V tomto piipadé je
A(z) = Cz. Nejprve sestavime funkci K(Z): Ze vztahu zadané metody Runge—
Kutta vidime, ze oy =1, ap =2, 11 =1, f12 =0, o1 = —1, B =3 a w; = %,

Wy = % Matice Z ma v tomto pfipadé hodnost 2, protoze s = 2. Tedy

. 210
2= (52)

pricemz z; = hA(zg + arh) = hA(xg + h) = C'h(xg + h) a 20 = hA(zg + azh) =
hA(zo + 2h) = C h(zo + 2h). Déle

~( Bu B2\ 10
A= (521 ﬁ22> N (—1 3>

a I = diag(1,1). Tedy funkce K(Z) ma tvar

wa-+ b (326D -(G9 G2 ()

Po nékolika upravach dostaneme, ze

K(Z) - 2—522-2’1"‘2122
21— 2)(1 —32)

kde z; = C' h(zo + h) a 2o = C h(zo + 2h).

Pro C' = —-20 je z; = —7980, 2y = —% odkud vidime, ze Rez; < 0,Re 2z, < 0
_ 1701841
a |K(Z)| = figss < 1-

Tedy pro dany krok h je zadana metoda AN - stabilni.

2.4 Obecna jednokrokova metoda pro soustavu diferencial-
nich rovnic

V tomto odstavci budeme hledat numerické feseni soustavy diferencialnich

rovnic

yi(x) = fl(xayl(x)w”aym(x))? (17)
yé(x) = f2($,y1($),...,ym($)), (18)

y;n(l‘) = fm(xv yl(x)’ SR >ym(x))
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s pocatecnimi podminkami

y1(wo) = a1, (19)
Y2(wo) = as, (20)

coz se da vektoroveé zapsat

kdey = (y1,. -, ym), £ = (f1,- .., fm)T aa=(a1,...,an)".

Hledédme-li feseni této soustavy s pocatecnimi podminkami, tedy feseni tlohy
(21), (22), pomoci obecné jednokrokové metody, postupujeme tak, ze tuto me-
todu s danym krokem h aplikujeme na jednotlivé diferencialni rovnice uvazované
soustavy s prislusnymi pocatecnimi podminkami. Konkrétnéji, opét zvolime ekvi-
distantni sit {z,}, kde x, = xy+n h, uréenou krokem h, na které feseni hledame
a dale postupné v kazdém bodé této sité vyfresime obecnou jednokrokovou meto-
dou s krokem h vSechny diferencialni rovnice s prislusnymi pocatecnimi podmin-
kami, tedy alohu (17), (19), déle tlohu (18), (20), atd. Tento postup si ukdzeme
na Priikladeé 6.

Poznamka 9. M-soubor obecné jednokrokové metody pro feseni soustavy dife-
rencialnich rovnic s poc¢atecnimi podminkami se trochu zmeéni. Jak se zméni je

uvedeno na prikladé Eulerovy explicitni metody v odstavci 4.3.

Piiklad 6. Najdéte spojitou funkci y : I — R? takovou, ze plati
Yi(2) = —ya(x) + 0.1 (2)(9 — 1 (2)* — pa(2)?) (23)
ya(2) = ya(x) + 0.1 y2(2) (9 — 1 (2)* — pa(2)?) (24)

pro vSechna z € I = (0,6) a



Reste pomoci Eulerovy explicitni metody s krokem h = 0.005.

Reseni: Reseni najdeme pomoci Matlabu a pomoci M-souboru Eulerovy explicitni
metody pro feseni soustavy diferencidlnich rovnic s poc¢ateénimi podminkami,

ktery je uveden v odstavci 4.3. Zaddme do Matlabu

f=0(x,y) [-y(2)+0.1xy (1) *(9-y (1) "2-y(2)"2);
y(1)+0. 1%y (2)*(9-y (1) ~2-y(2)"2)]1;
[y]=EulerSoustavy(0,6,[5 0],f,0.005);

Nalezené teseni, tedy jednotlivé jeho slozky, je znazornéno na Obrazku 10.

Obrazek 10: vlevo 1. slozka TfeSeni, vpravo 2. slozka feseni
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3 Diferencialni inkluze

Diferencialnimi rovnicemi se daji popsat nékteré pfirodni jevy, na vsSechny
vsak nestaci, proto se zavadi pojem diferencialni inkluze. Ptikladem je kyvadlo
s kombinovanym suchym a viskéznim tlumenim.

Diilezitost pojmu diferencialni inkluze ukazeme na nasledujicim motiva¢nim

prikladé:
Piiklad 7. Reste diferencilni rovnici
y'(x) = —= + sgn(x)
s pocatecni podminkou y(—1) = 1 na intervalu (—1,1).

Reseni: Prava strana uvazované diferencidlni rovnice je tvorena funkci signum,
coz je nespojita funkce v poc¢atku souradnicového systému, jak miizeme vidét na
Obrazku 11. Je tedy porusen Predpoklad 1 z kapitoly 2 a nemutzeme tedy obecné

ocCekavat existenci ¢i jednoznacnost feseni.

lprox >0
sgn(x) = 0 proz =0 (25)
—1proxz <0

Y

Obrazek 11
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Tento problém nespojitosti mizeme vytesit tim, ze k funkci sgn(x) zavedeme

mnohoznacnou funkei Sgn(z), a to nasledovné

1 proxz >0
Sgn(z) =< (=1,1) proxz =0 (26)
—1 proxz <0

Zbavime se tedy problému nespojitosti, vyvstane vSak jiny, a to mnohoznac¢nost

v pocatku souradnicového systému, coz lze vidét na Obrazku 12.

Y

Obrazek 12

Zadanou pocatecni tlohu s nespojitou pravou stranou tak prevedeme na novy

pocatecni problém vytesit diferencialni inkluzi
y'(x) € —x + Sgn(x)

na intervalu (—1,1) s poéateéni podminkou y(—1) = 1. Diky spojitosti pravé
strany mtzeme ocCekavat existenci feseni této tlohy, jednoznacnost z divodu mno-
hoznacnosti pravé strany vsak nikoli. Ve skutecnosti existuje cely svazek feseni
v zavislosti na tom, jakou hodnotu v poc¢atku souradnicového systému vybereme
z intervalu (—1,1), jelikoz téchto hodnot v tomto bodé mnohozna¢na funkce
Sgn(z) nabyva. Na nésledujicim obrazku ukazi, jak se FeSeni méni v zavislosti na
vybéru hodnoty funkce Sgn(x) v poc¢atku souradnicového systému.
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Obrézek 13

Na Obrazku 13 vidime 3 rtzna feSeni pro rtizné hodnoty mnohoznacné funkce
Sgn(z) v poéatku souradnicového systému: pro vybranou hodnotu Sgn(0) = —1
dostéavame feseni zndzornéné zelenou barvou, pro Sgn(0) = 0 ¢ervené feseni a pro
Sgn(0) = 1 modré. Vidime, Ze na intervalu (—1,0) se ndm FeSeni nelisi, protoze
funkce Sgn(x) je na tomto intervalu déna jednoznacné, ve zbylé ¢asti intervalu
vSak ano, protoze v bodé x = 0 nastava mnohoznac¢nost funkce Sgn(z).
*

Tedy méjme pocateéni ulohu (1), (2) s nespojitou pravou stranou. Pii vy-
Setfovani existence a jednoznacnosti feseni diferencialni rovnice je jednim ze za-
kladnich pozadavkil na pravou stranu této rovnice spojitost. V opa¢ném pripadé
nelze obecné ocekavat viibec existenci hledaného teseni. Tyto pripady jsou feSeny
zavedenim mmnohoznacné funkce a nasledné fesenim nikoli diferencialni rovnice,
ale jiz diferencialni inkluze. Tento postup je uveden v Prikladé 7.

Nyni tento poc¢atecni problém zformulujeme obecné.

V této kapitole se tedy budeme zabyvat hleddnim numerického feseni poca-
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tecni ulohy
y'(z) € F(z,y(z)) (27)
y(xo) = Yo (28)
na konecném intervalu I = (zg,b), kde yp € R™ a F : [ x R™ — R™.
Poznamka 10. Symbol —o je znak pro mnohoznac¢né zobrazeni, viz odstavec 1.2.

Numerické Teseni diferencialni inkluze lze nalézt pomoci numerickych metod
popsanych v kapitole 2, s malymi obménami. Jelikoz se ndm v inkluzi objevuje
mnohoznac¢né funkce, nemizeme ocekavat jednoznacné feseni, naopak dostavame
cely svazek TeSeni. Je tedy dilezity vybeér strategie, neboli volba dalsi metody,

ktera nam najde pouze jedno feseni. To si vSak ukazeme pozdéji.

3.1 Eulerova metoda pro diferencialni inkluze

Uvazujme pocate¢ni tlohu (27), (28). Pro ziskani feSeni této ilohy Eulerovou

metodou postupujeme tak, ze pro N € N zvolime sif xg < 21 < -+ < zy = b
s krokem h = b‘% Daéle necht 179 = yg a pron =0,..., N — 1 poc¢itdme 1, ze
vztahu

Nnt1 € My + hF(xna nn) (29)

Jak jsem jiz diive poznamenala, fesime-li inkluzi, dostaneme celou mnozinu te-
Seni pro dany krok h, které spliuji (29). Nasim tkolem je pomoci vhodné stra-
tegie vybrat jedno z téchto feSeni. Které z nich to bude, zalezi pravé na nasi
zvolené strategii. Rizné strategie vybéru si ukdzeme pozdéji, na nasledujicim
prikladé ukazi jednu z nich, a to strategii nadhodného vybéru, kdy v bodech, ve
kterych funkce pravé strany diferencidlni inkluze (29) nabyva vice hodnot, vybe-
reme jednu z téchto moznych hodnot, a to ndhodné. Zadani Ptikladu 8 je prevzato

z ¢lanku [3].
Piiklad 8. Najdéte spojitou funkei v : I — R? takovou, ze plati
Yi() € —ya(@) +0.1y1(2)(9 = y1(2)? — ya(2)?) + (~1,1), (30)

ys(x) € y1(x) + 0.1y2(2)(9 — y1(x)? — 2(2)®) + (=1, 1), (31)
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pro vSechna = € I = (0,12) a

Reseni: Uzijeme Eulerovu metodu s krokem h = 0.005. Reseni je mnoho, v tomto
prikladé zvolime strategii ndhodného vybéru. Tento piiklad vyresim pomoci mnou
sestaveného M-souboru, ktery je uveden v odstavci 4. 4. Je zde povinné zadat hod-
notu parametr, ktery nabyva hodnot 1-7 a udava, jakou strategii vybéru jediného
feSeni chci diferencidlni inkluzi vyfesit. V tomto ptfipadé zadam hodnotu 4, ktera
odpovida strategii ndhodného vybéru. Vice viz odstavec 4.4.

Do Matlabu tedy zadam:

F.min=0(x,y) [-y(2)+0.1xy (1) *(9-y (1) "2-y(2)"2)-1;
y(1)+0.1xy(2)*(9-y (1) "2-y(2)"2)-1];

F.max=0(x,y) [-y(2)+0.1xy (1) *(9-y (1) "2-y(2) "2) +1;
y(1)+0.1xy (2)*(9-y (1) "2-y(2) "2) +1];

[y]l=EulerInkluze(F,0,12,[5 0],0.005,4);

Na Obrazku 14 vlevo je zndzornéna prava strana diferencidlni inkluze (30)
v bodech feSeni ziskaného pomoci Eulerovy metody, a to zelené jeji maximalni
hodnoty a ¢ervené minimalni hodnoty. Obdobné na obrazku vpravo pro diferenci-
alni inkluzi (31). Tyto kfivky znazornujeme proto, ze pravé strany diferencidlnich
inkluzi jsou mnohoznaéna zobrazeni, jelikoz obsahuji interval (—1,1). Hodnoty,
kterych pravé strany uvazované tlohy mohou nabyvat, tak lezi v pasu, jehoz horni
hranice mé zelenou barvu a dolni hranice ¢ervenou barvu. Horni hranice pasu od-
povidd maximalnim hodnotam pravych stran, které ziskame tak, ze z intervalu
(—1,1) vybereme maximéalni hodnotu, tedy 1. Podobné dolni hranice pasu odpo-
vidd minimalnim hodnotdm pravych stran a ziskame je tak, Ze z intervalu (—1, 1)

vybereme minimalni hodnotu, tedy -1.
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Obrazek 14

Na Obrazku 15 je znazornén, a to modfe, vybér ndhodného feseni pro jed-
notlivé pravé strany inkluzi. Tedy z intervalu (—1,1) vybirdame ndhodné ¢islo,
pocitame hodnoty pravych stran prislusné tomuto ¢islu a fesime prislusné dife-

rencialni rovnice.

Obrézek 15

Na Obrazku 16 je znazornéna vlevo prvni slozka feseni pomoci strategie na-

hodného vybéru a vpravo druhéa slozka reseni.
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Obrazek 16: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

Na zavér je na poslednim Obrazku 17 znézornén fazovy portrét slozek nale-
zenych Teseni, pricemz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka feSeni a na

svislou druhé slozka feSeni.

Obréazek 17: fazovy portrét reseni
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Konvergence

Ozna¢me X jako mnozinu vSech FeSeni ulohy (27), (28), X}, jako svazek FeSeni
diferencialni inkluze (29) pro dané h a n™¥(.) : I x R™ jako feSeni diferencialni

inkluze (29) pro dany krok h, coZ je spojité, po ¢astech linedrni funkce takova, ze

19 (@) =+ 7 = ) (ass = )

pro kazdé = € (z,,x,11), n=0,...,N — 1, pficemz 1o, . ..,ny vyhovuji inkluzi
tvaru (29).
Vyvstéva otézka, zda-li alespoii jedna podposloupnost posloupnosti (7V (.)) xen

konverguje k feseni y(.) € X tlohy (27), (28). Na to ndm odpovi nasledujici véta.

Véta 4. Predpokladejme, Ze mnohoznacné zobrazeni F': [ x R™ —o R™ splnuje

ndsledugjici podminky:
(i) F je neprazdné, kompaktni, konvexni, shora polospojité v I x R™.
(i1) Ezistugi konstanty k a ¢ takové, Ze
[|z]] < Ef[w]] + ¢
pro kazdé z € F(x,w), w e R™, z € [.

Pak kazdd posloupnost (n™V(.))nen, kde n™(.) € X}, pro N € N, obsahuje podpo-

sloupnost, kterd konverguje pro N — oo stejnomerne v I k néjakému resent ulohy
(27), (28).

Dukaz: Viz [3] str. 267.

Piiddme-li néjaké dalsi podminky, jsme schopni dokazat, Ze kazdé Feseni n'¥(.)

ulohy (29) s dostatetné malym krokem obsahuje v jeho e-novém okoli jediné Feseni

z C(I)™ tlohy (27), (28) , viz Véta 5.

Poznamka 11. Zapis y(z) = (y1(2), ..., ym(z)) € C(I)™ znamend, ze y1(z) € C(I),
yo(z) € C(I), ..., ym(z) € C(I).
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Véta 5. Predpoklddejme, Ze jsou splnény predpoklady z véty 4 a mecht navic
zobrazeni F' je spojité v I x R™ a Lipschitzovské ve w na omezené mnoziné v R™
s Lipchitzovskou konstantou integrovatelnou v I. Pak pro kaZdé ¢ > 0 existuje
N; € N takové, Ze pro vsechna N € N, N > N a pro kaZdé veseni n™¥(.) dlohy
(29) existuje tesent y(.) ulohy (27), (28) takové, Ze

max [ () — y(@)|| < e.

Dukaz: Viz [3] str. 269.

Dalsi otazkou, kterou se budeme zabyvat, je odhad chyby, neboli odhad vzda-
lenosti mezi mnozinami feSeni pocate¢niho problému (27), (28) a diferencialni

inkluze (29):
Véta 6. Necht F': R™ — R™ je kompaktni, konvexni zobrazeni a y je TesSent
y'(z) € F(y(x)) pro skoro vdechna x € I, y(xo) = yo.

Predpokladeyme, Ze existuje € > 0 takové, Ze F je Lipschitzovské na mnoziné
{w e R™ : ||lw—y(x)|| < e pro néktera x € 1}. Pak existuji c € R a N; € N

takové, Ze pro vsechna N € N, N > N; existuje veseni 0™ () inkluze
nn+1€nn+hF(Tln)’ nzoalw")N_la o = Yo
takove, Ze

N
— <
omax |07 (@) —y(za)l| < ch.

Dukaz: Viz [3] str. 283.

Véta 6 tedy ik, ze za uvedenych pfedpokladi se v kazdém kroku pii hledani
feseni daného pocatecniho problému (27), (28) Eulerovou metodou dopustime

chyby o velikosti maximélné O(h).
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Véta 7. Necht jsou splnény ndsledujici predpoklady
(i) F:IxR™—R™ je neprazdné, kompaktni a konvexni zobrazen.
(i1) Ezistugi konstanty k a ¢ takové, Ze
Izl < Ellw[] + ¢
pro kazdé z € F(x,w), w e R™, z € [.
(i1i) F' je Lipschitzovké ve w na omezené mnoziné stejnomerné v .

(iv) F je omezend variace v x stejnomérné ve w na omezené mnoziné, tj. pro

kazdou omezenou mnozinu U C R™ plati

12
sup{Zilé[U){haus(F(xiH,w),F(mi,w))} txp <o <xpp1 <ay,N,ve N} < 0.
i=1

Pak
haus(X, X,) = O(h) na C(I)™.

Dukaz: Viz [3] str. 283.

Véta 7 tedy tika, ze za uvedenych predpokladii je odhad Hausdorffovy vzdalenosti
mezi mnozinami feSeni pocatetniho problému (27), (28) a diferencidlni inkluze

(29) Fadu h.

Poznamka 12. Necht X je uplny metricky prostor s metrikou d(.,.), H(X) je
mnozina neprazdnych uzavienych podmnozin prostoru X. Pak haus(M, N) znaci

Hausdorffovu vzdalenost mnozin M, N € H(X), ktera je definovana nésledovné
haus(M,N) = max{d(M,N),d(N, M)},
kde

d(M,N) = supd(y, N).

yeM
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Poznamka 13. Uvedeme si priklad na Hausdorffovu vzdalenost dvou mnozin,
konkrétné bodu a trojuhelniku: Necht mnozina M je trojihelnik a mnozina N
je bod. Hausdorffova vzdalenost téchto mnozin je zndzornéna na Obrazku 18,
pricemz

haus(M, N) = haus(/\, o) = maz{dy, ds},

kde d; = d(A,0) a dy = d(o,A\). V naSem piipadé je haus(A, o) = d;.

Obrézek 18

Doposud jsme se zabyvali mnozinami X a X}, vsech feseni danych tloh. Nekdy
nas vsak mohou vice zajimat hodnoty vSech feseni v urc¢itych bodech. Dostavame

se tak k problému aproximace dosazitelnych mnozin.

Definice 12. Necht x € I. Dosazitelnd mnoZina v ¢ase x ulohy (27), (28) je

definovana nasledovné:
R(z) ={w e R™:w=y(x) pronékteré y(.)e€ X}.

Dosazitelnd mnozina je vlastné mnozina vSech bod w, které jsou koncemi

trajektorii z (27), (28) na (zo, ).
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Podobné muzeme definovat dosazitelnou mnozinu diferencialni inkluze (29).
Necht n je pevné ¢islo z mnoziny {0, 1, ..., N}. Pak dosaZitelnd mnozina diferen-

cialni inkluze (29) v case z,, je
RY ={w e R™:w=n"(z,) pronékterd n" (.)€ X,}.

Zabyvejme se nyni tim, jestli dosazitelnd mnozina diferencialni inkluze (29)
konverguje k dosazitelné mnoziné tlohy (27), (28). Na to ndm odpovi nasledujici

véta.

Véta 8. Necht F' : I x R™ — R™ je kompaktni, konvexni zobrazeni, které je
spojité v obou proménnych x a w v I X R™ a necht dosaZitelnd mnozina R(z)
pocdtecniho problému (27), (28) je obsaZena v omezené mnoziné K C R™ pro
vSechna x € I. Necht F je Lipschitzovské v okoli mnozZiny K vzhledem k w stej-
nomeéerné v x € I. Pak

max haus(RY, R(xz,)) — 0

0<n<N
pro N — oo.

Dukaz: Viz [3] str. 285.

Problematika konvergence je velmi obsahla. V této praci je z divodu jejiho roz-
sahu uvedeno jen nékolik zékladnich konvergencénich vét z ¢lanku [3]. Dalsi kon-

vergencni vysledky je mozno nalézt napiiklad v publikacich

- Dontchev, A. L., Farkhi, E. M.: Error Estimates for Discretized Differential
Inclusions. Computing, 41 (1989), pp. 349-358.

- Filippov, A. F.: Differential Equations with Discontinuous Righthand Side.
Mathematics and Its Applications, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht,
Boston, London, 1988.

V nésledujici ¢asti této kapitoly se budeme zabyvat nékterymi strategiemi

vybéru jediného feseni uvazované diferencialni inkluze.
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3.2 Strategie vybéru selekce

Resime-li diferencialni inkluzi, dostaneme cely svazek feseni. Proto je dilezity
vybér strategie, tedy metody, ktera vybere pouze jedno feseni z tohoto svazku.
Toto jedno Teseni budeme nazyvat selekce. Strategii na vybér selekce je mnoho.
Na Prikladé 8 jsme si ukazali strategii ndhodného vybéru. Nyni si ukdzeme néjaké

dalsi mozné strategie.

3.2.1 Vybér s minimalni normou

Podstatou strategie vybéru selekce pomoci miniméalni normy je vybrat v kaz-
dém kroku jedinou hodnotu mnohoznacné pravé strany uvazované diferencialni
inkluze z mnoziny hodnot, kterych miize nabyvat, a to tak, aby byla co nejméné

vzdalena od néjakého zvoleného prvku. Postupujeme tedy néasledovné:

Vybereme pevny prvek z € R™ a pron =0,..., N — 1 minimalizujeme
[z = Gll,
pricemz
N+l = T+ hCTH (32)
Cn € F(@n,nn)- (33)

Zvolime-li za z = 0, dostavame v kazdém kroku vybér s minimélni normou.

Ukazme si tento vybér na Piikladé 8.

Piiklad 9. Reste Piiklad 8 pomoci Eulerovy metody s krokem h = 0.005 a vy-

béru selekce s minimalni normou.

Reseni: Tuto tilohu vyfesime opét pomoci mnou sestaveného M-souboru uvede-
ného v odstavci 4.4. Tentokrat vSak zvolime hodnotu parametr jako ¢islo 5, které

odpovida vybéru s minimalni normou. Do Matlabu tedy zadame:
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F.min=0(x,y) [-y(2)+0.1*xy(1)*(9-y (1) "2-y(2)"2)-1;
y(1)+0. 1xy (2)*x (9-y (1) ~"2-y(2) "2)-1];

F.max=0(x,y) [-y(2)+0.1*xy (1) *(9-y (1) "2-y(2)"2) +1;
y(1)+0. 1xy (2)*x (9-y (1) "2-y(2) "2) +1] ;

[y]l=EulerInkluze(F,0,12,[5 0],0.005,5);

Reseni této tlohy si ukdZeme na nasledujicich obrézcich: Na Obrazku 19 vlevo
je znazornéna prava strana diferencialni inkluze (30) v bodech FeSeni ziskaného
pomoci Eulerovy metody, a to zelené pro maximalni hodnoty pravé strany, které
odpovidaji maximalni hodnoté intervalu (—1, 1), tedy 1, a ¢ervené pro miniméalni
hodnoty pravé strany, které odpovidaji minimalni hodnoté intervalu (—1,1),
tedy —1. Obdobné na obrézku vpravo pro diferencidlni inkluzi (31). Mame tedy
znazornén pas, ze kterého nyni podle vyse uvedeného postupu budeme v kazdém

kroku vybirat jedinou hodnotu.

f

N

\ 5 |
4 \

Obrézek 19

Na Obrazku 20 je znazornén, a to modre, vybér feseni s minimalni normou

pro jednotlivé pravé strany inkluzi.
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Obréazek 20

Na Obrazku 21 je znazornéna vlevo prvni slozka feseni pomoci strategie vy-

béru s minimalni normou a vpravo druha slozka feSeni.

Obrazek 21: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni
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Na zavér je na poslednim Obréazku 22 znézornén fazovy portrét slozek nale-
zenych Teseni, pricemz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka feSeni a na

svislou druha slozka feSeni.

-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Obrazek 22: fazovy portrét feseni

3.2.2 Vybér s minimalni variaci

Podstatou strategie vybéru selekce pomoci minimélni variace je v aktudl-
nim kroku vybrat hodnotu pravé strany diferencidlni inkluze z mnoziny vsech
moznych hodnot takovou, jejiz vzdalenost od jiz vybrané hodnoty pravé strany

v predchazejicim kroku je nejmensi. Postup je tedy nasledovny:

Pron =0,..., N — 1 minimalizujeme
[lon = vngal],
pricemz
Nnt1 = T + hvpqa, (34)
Uns1 € F(2n,nn)- (35)

Piiklad 10. Reste Piiklad 8 pomoci Eulerovy metody s krokem A = 0.005 a vy-

béru selekce s miniméalni variaci.
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Reseni: Tento ptiklad opét vyfesime pomoci M-souboru uvedeného v odstavci
4.4 zadadnim za hodnotu parametr cisla 6, které odpovida vybéru s minimalni

variaci. Do Matlabu zadame

F.min=0(x,y) [-y(2)+0.1xy (1) *(9-y (1) "2-y(2)"2)-1;
y(1)+0.1xy (2)*(9-y(1) "2-y(2)"2)-1];

F.max=0(x,y) [-y(2)+0.1*xy (1) *(9-y (1) "2-y(2) "2) +1;
y(1)+0. 1%y (2)*x (9-y (1) "2-y(2) "2) +1];

[y]l=EulerInkluze(F,0,12,[5 0],0.005,6);

Reseni této tilohy si opét ukadZeme na nasledujicich obrazcich: Na Obrazku 23
vlevo je znazornéna prava strana diferencialni inkluze (30) v bodech feseni ziska-
ného pomoci Eulerovy metody, a to zelené pro maximalni hodnoty pravé strany,
které odpovidaji maximalni hodnoté intervalu (—1,1), tedy 1, a cervené pro
minimalni hodnoty pravé strany, které odpovidaji minimalni hodnoté intervalu
(—1,1), tedy —1. Obdobné na obrazku vpravo pro diferencialni inkluzi (31). Opét
tak dostavame pas, ve kterém lezi vsechny hodnoty, kterych prava strana dife-

rencialni inkluze mutze nabyvat.

/1

Vo
\ J

Obréazek 23
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Na Obrazku 24 je znazornén, a to modre, vybér feseni s miniméalni variaci pro

jednotlivé pravé strany inkluzi.

-10 : : : : : -6

Obrazek 24

Na Obrazku 25 je znazornéna vlevo prvni slozka feseni pomoci strategie vy-

béru s minimalni variaci a vpravo druha slozka resSeni.

Obrazek 25: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni
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Na zavér je na poslednim Obrazku 26 znézornén fazovy portrét slozek nale-
zenych Teseni, pricemz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka feSeni a na

svislou druha slozka feSeni.

Obrazek 26: fazovy portrét reseni

3.2.3 Vybér s respektovanim referenc¢ni trajektorie

V tomto pripadé vybirdme tentokrat reseni, které nejlépe respektuje zadanou
referencni trajektorii. Postupujeme pomoci nize uvedeného navodu:
Nejprve vyberme lipschitzovsky spojitou referenc¢ni trajektorii iy : I — R™.

Pron =0,..., N — 1 minimalizujme

NY(Tnt1) — Dnsal]s
pficemz
Nn+1 = Tn + h g?’m (36)

Cn € F(»’Um??n)- (37)

Ukazme si tuto strategii vybéru selekce opét na Prikladé 8 s referencéni tra-
jektorii y(z) = 0.
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Priklad 11. Reste Piiklad 8 pomoci Eulerovy metody s krokem h = 0.005 a vy-

béru selekce s respektovanim referencni trajektorie y(x) = 0.

Reseni: Priklad vyfeSime opét pomoci M-souboru z odstavce 4.4, pricemz za

parametr volime c¢islo 7. Do Matlabu zadame

F.min=0(x,y) [-y(2)+0.1xy(1)*(9-y(1) "2-y(2)"2)-1;
y(1)+0.1xy(2)*(9-y (1) "2-y(2)"2)-1];

F.max=0(x,y) [-y(2)+0.1xy (1) *(9-y (1) "2-y(2) "2) +1;
y(1)+0.1xy (2)*(9-y (1) "2-y(2)"2) +1];

[y]l=EulerInkluze(F,0,12,[5 0],0.005,7);

Jelikoz jsme zvolili strategii vybéru s respektovanim referenc¢ni trajektorie, bu-

deme vyzvani, abychom zadali referen¢ni trajektorii. V- Matlabu se objevi hlaseni
zadej referenéni trajektorii:

Referen¢ni trajektorii zadavame jako funkci proménné x. My v nasem ptipadé

zadame
e(x)0

Po stisknuti tlacitka Enter dostaneme feseni zadané tlohy, které si ukdzeme na
néasledujicich obrazcich: Na Obrazku 27 vlevo je zndzornéna prava strana dife-
rencialni inkluze (30) v bodech FeSeni ziskaného pomoci Eulerovy metody, a to
zelené pro maximalni hodnoty pravé strany, které odpovidaji maximalni hodnoté
intervalu (—1,1), tedy 1, a ¢ervené pro minimdlni hodnoty pravé strany, které
odpovidaji minimélni hodnoté intervalu (—1,1), tedy —1. Obdobné na obrazku

vpravo pro diferencialni inkluzi (31).
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Obrézek 27

Na Obrazku 28 je znazornén, a to modfe, vybér feseni s respektovanim refe-

renc¢ni trajektorie pro jednotlivé pravé strany inkluzi.

Obrazek 28

Na Obrazku 29 je znazornéna vlevo prvni slozka feseni pomoci strategie vy-

béru s respektovanim referencni trajektorie a vpravo druhé slozka reseni.
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Obrazek 29: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

Na zavér je na poslednim Obrazku 30 znézornén fazovy portrét slozek nale-
zenych Teseni, pricemz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka feSeni a na

svislou druhé slozka feSeni.

Obrazek 30: fazovy portrét feseni
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V nésledujici ¢asti této kapitoly si ukazeme, jak diferencidlni inkluze vytesit
pomoci metod Runge-Kutta.
3.3 Metody Runge—Kutta pro diferencialni inkluze

Uvazujme pocatecni ulohu (27), (28). Pro ziskani feseni této tlohy metodami

Runge—Kutta postupujeme tak, ze pro N € N zvolime sit xg < x; < -+ <xzy =b

s krokem h = b—% Déle polozime pocatecni aproximaci rovnu 79 = ¥y a pro
n=20,..., N — 1 fesime systém inkluzi
My =T+ h Z BijCnj (38)
j=1
Cnj € Fon +ajh,m;), 4,=1,...,s. (39)

a dalsi aproximaci pocitame ze vztahu

o1 =T +h Y wiCnj, (40)
j=1
kde wj, «j, Bij, pro i,7 = 1,...,s, jsou konstanty. Cislo s zna¢i pocet stadii

metody Runge-Kutta.

Poznamka 14. Predchozi zapis metod Runge-Kutta je zépisem jeho implicitni
formy, kterd vSak v sobé vhodnou volbou konstant (3;; zahrnuje i tu explicitni.

Vhodnou volbou rozumime 3;; = 0 pro ¢ < j.

Nyni vyfesime Priklad 8 explicitnimi metodami Runge-Kutta pro stadia s = 2,

s =3 a s =4, jejichz vzorce jsou zapsany pomoci nasledujicich tabulek:

0
111
1
2

= | O O

s=2
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00 0 O
1|1

§§OO
12
1§§O
11 1
3 3 3
s=3
00 0 O O
110 L o0 o0
110 0 1 O
i1 1 1
6 3 3 6

s = 4: klasickd metoda Runge-Kutta

Jako strategii vybéru selekce zvolime napf. vybér s minimalni normou. Reseni
ziskana pomoci jednotlivych metod Runge-Kutta a strategii vybéru selekce s mi-
nimalni normou se prilis nelisi od feseni ziskané Eulerovou metodou se stejnym
vybérem, jak lze vidét z Obrazku 31. Pro nazornost je znazornén vytez feSeni,
pricemz modfe Teseni ziskané Eulerovou metodou, zelené metodou Runge-Kutta
s s = 2, cervené metodou Runge-Kutta s s = 3 a zluté klasickou metodou Runge-

Kutta.

—-2.698 -1.14
-1.15
-2.699 y
-1.16
—2.7r 1-1.17
-1.18
—2.701} .
-1.19
—2.702} :
-1.2
—2.703} ] -1.21
-1.22
—2.704 ,
-1.23
-2.705 —1.24
6 6.01 6.02 6.03 6.04 6.05 6 6.01 6.02 6.03 6.04 6.05

Obrazek 31: vlevo 1. slozka TfeSeni, vpravo 2. slozka feseni
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3.4 Resené priklady

V tomto odstavci vyfesime tii ilohy pomoci poznatki ziskanych v kapitole 3.
Priklad 12. Vyreste diferencialni inkluzi
y" (@) + ay'(x) + by(x) € P(x),
kde a,b € R, y(0) =2, ¢/(0) = 3, = € (0,12). Za P(x) volte rtizné pasy hodnot.
Reseni:

a) Za P(x) zvolime P(x) = (x,x + 1). Tento pas je znédzornén na Obrazku 32.

A
P(X)

Y

Obréazek 32

Dale zvolime napt. a = 1, b = 2. Dostaneme tak diferencialni inkluzi
y'(@) + 9 (x) + 2y(x) € (.2 + 1),
kterou muzeme prepsat na soustavu

Yy = Yo (41)

Uy € —yo — 2y + (x,x + 1) (42)
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s pocateénimi podminkami y;(0) = 2, y2(0) = 3. Tuto soustavu vyfesime
Eulerovou metodou pro feseni diferencialnich inkluzi s krokem h = 0.005.
Zvolime napf. strategii vybéru selekce s respektovanim referenc¢ni trajekto-
rie y(x) = sin(z). Tento piiklad vyFesime pomoci M-souboru z odstavce 4.4
(za hodnotu parametr zvolime ¢islo 7, které odpovida strategii vybéru se-

lekce pomoci referen¢ni trajektorie): Do Matlabu zadame

a=1;

b=2;

F.min=0(x,y) [y(2);-axy(2)-bxy(1)+x];
F.max=0(x,y) [y(2);-a*xy(2)-b*xy(1)+x+1];
[y]l=EulerInkluze(F,0,12,[2 3],0.005,7);

Déle budeme Matlabem vyzvani

zadej referenéni trajektorii:

Referencni trajektorii zadavame jako funkci proménné z, tedy
@(x)sin(x)

Reseni této tilohy znazornime na nasledujicich obrazcich: Na Obréazku 33
vpravo je znazornéna prava strana diferencialni inkluze (42) v bodech Feseni
ziskané pomoci Eulerovy metody, a to zelené pro maximéalni hodnotu pravé
strany a cervené pro minimalni hodnotu pravé strany. Na Obrazku 33 vlevo

je znazornéna prava strana diferencialni rovnice (41), kterd je jednoznacna.
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Obréazek 33

Na Obrazku 34 je znazornén, a to modfe, vybér feseni s respektovanim
referenc¢ni trajektorie pro jednotlivé pravé strany rovnice a inkluze. Jeli-
koz pravé strana diferencidlni rovnice (41) je jednoznacnd, vybér je tu dan
jednozna¢né, na rozdil od pravé strany diferencidlni inkluze (42), kde mu-
sime zvolit strategii vybéru selekce, v tomto pripadé vybeér s respektovanim

zvolené referenc¢ni trajektorie.

A
~

Obrazek 34
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Na Obrazku 35 je znadzornéna vlevo prvni slozka feseni, vpravo druhé slozka

feSeni pomoci strategie vybéru s respektovanim referenc¢ni trajektorie.

Obrazek 35: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

Na zavér je na poslednim Obrazku 36 znazornén fazovy portrét slozek na-
lezenych Teseni, pricemz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka feseni

a na svislou druhé slozka reseni.

Obrazek 36: fazovy portrét reseni
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Kdybychom tento piiklad fesili pomoci klasické metody Runge-Kutta se
stejnym vybérem selekce a stejnou délkou kroku, dostali bychom témér
identické Teseni, které je spolecné s fesenim ziskanym Eulerovou metodou

znazornéno na nasledujicim obrazku:

Obréazek 37: modre feSeni ziskané Eulerovou metodou, zelené feseni ziskané klasickou

metodou Runge-Kutta, vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

b) Za P(z) zvolime P(x) = (—sin(x),sin(x) + 7). Tento pés je zndzornén na

Obrazku 38.

P(x)

Obréazek 38
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Zvolime opét napi. a = 1, b = 2. Dostaneme tak diferencialni inkluzi
y" (@) +y'(x) + 2y(x) € (= sin(z), sin(z) + ),
kterou mutzeme prepsat na soustavu

Y1 = Y2 (43)

Yo € —Yo — 2y1 + (—sin(x), sin(z) + 7) (44)

s pocateénimi podminkami y;(0) = 2, y2(0) = 3. Tuto soustavu vyfesime
Eulerovou metodou pro feseni diferencialnich inkluzi s krokem A = 0.005.
Zvolime napt. strategii vybéru selekce pomoci stfedni hodnoty, tj. v bo-
dech, ve kterych funkce pravé strany dané diferencialni inkluze nabyva vice
hodnot vybereme jednu z nich a to stfedni hodnotu. Tento ptiklad vytesime
pomoci M-souboru z odstavce 4.4 (strategii vybéru selekce pomoci stiedni

hodnoty odpovida hodnota parametr ¢islu 3): Do Matlabu zaddame

a=1;

b=2;

F.min=0(x,y) [y(2);-a*y(2)-bxy(1)-sin(x)];
F.max=0(x,y) [y(2);-a*xy(2)-b*xy(1)+sin(x)+pil;
[y]l=EulerInkluze(F,0,12,[2 3],0.005,3);

Reseni této tilohy znazornime na nasledujicich obrazcich: Na Obréazku 39
vpravo je znézornéna prava strana diferencialni inkluze (44) v bodech fe-
Seni ziskané pomoci Eulerovy metody, a to zelené pro maximalni hodnotu
pravé strany a Cervené pro miniméalni hodnotu pravé strany. Na Obrazku
39 vlevo je zndzornéna pravé strana diferencialni rovnice (43), ktera je opét

jednoznacna.
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Obrazek 39

Na Obrazku 40 je zndzornén, a to modre, vybér feseni pomoci stiedni hod-
noty pro jednotlivé pravé strany rovnice a inkluze. Jelikoz prava strana
diferencilni rovnice (43) je jednoznacnd, vybér je tu dén jednoznacné, na
rozdil od pravé strany diferencidlni inkluze (44), kde musime zvolit strategii

vybéru selekce, v tomto pripadé vybér pomoci stfedni hodnoty.

Obrazek 40
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Na Obrazku 41 je znazornéna vlevo prvni slozka feseni, vpravo druhé slozka

feSeni pomoci strategie vybéru pomoci stfedni hodnoty.

Obrazek 41: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

Na zavér je na poslednim Obrazku 42 znazornén fazovy portrét slozek na-
lezenych Teseni, pricemz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka reseni

a na svislou druhé slozka reseni.

Obrazek 42: fazovy portrét feseni
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Tento priklad také vyfesim pomoci klasické metody Runge-Kutta pro feseni
diferencialnich inkluzi se strategii vybéru pomoci stfedni hodnoty. Pouziji
M-soubor, ktery jsem sestavila v Matlabu a ktery je uveden v odstavci 4. 6.

Do Matlabu zadam

a=1;

b=2;

F.min=0(x,y) [y(2);-a*xy(2)-b*xy(1)-sin(x)];
F.max=0(x,y) [y(2);-axy(2)-b*xy(1)+sin(x)+pil;

A=[0 0.5 0.5 1];

B=[0 0 0 0;0.5 0 0 0;0 0.5 0 0;0 0 1 0];

w=[1/6 1/3 1/3 1/6];
[y]=RungeKuttalnkluze(F,0,12,[2 3],0.005,3,A,B,W);

Na Obrazku 43 je pro srovnani znazornéno zelené feseni ziskané klasickou
metodou Runge-Kutta a modre feseni ziskané Eulerovou metodou. Vidime,

Ze se tato Teseni prilis nelisi.

Obrazek 43: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni
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Priklad 13. Vyfteste diferencialni rovnici

y'(x) + asgn(y'(z)) + by(x) = p(z),
kde a,b € R, y(0) =0, ¢'(0) = 7, € (0,87). Zvolte napt. p(z) = ccos(x),c € R.

Reseni: Nejprve zadanou diferencialni rovnici prepiSeme na soustavu:

Y1 = Yo (45)

Yy = ccosx — asgn(ys) — by. (46)

Jelikoz je prava strana diferencidlni rovnice (46) kvuli funkei signum nespojita,
nahradime ji mnohoznacnou funkci Sgn stejné jako jsme to provedli v Piikladé 7.

Dostaneme tak ale diferencialni inkluzi. Resime tedy soustavu

Y1 = Y2 (47)

Yy € ccosx —a Sgn(yz) — b (48)

s po¢ateénimi podminkami y;(0) = 0, y2(0) = 7. Nyni za konstanty a, b, ¢ zvolime

konkrétni hodnoty.

a) Nejprve volime napi. a = 1, b = 2, ¢ = 1. Tuto soustavu vyfesime Eulero-
vou metodou pro feseni diferencidlnich inkluzi s krokem h = 0.005. Zvolime
napi. strategii vybéru selekce pomoci miniméalni normy. Tento priklad vy-
fesime pomoci mnou sestaveného M-souboru z odstavce 4.5: Do Matlabu

zadame

c=1;

F.min=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*xy(1)+a];
F.max=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*y(1)-al;
[y]=EulerInkluzeSignum(F,0,8*pi, [0 pi],0.005,5);
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Reseni této tlohy je znazornéno na nasledujicich obrazcich:

Na Obrazku 44 je znazornéna vlevo prvni slozka feseni, vpravo druhé slozka

feSeni pomoci strategie vybéru s minimalni normou.

Obrazek 44: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

Na Obrazku 45 je znazornén fazovy portrét slozek nalezenych feSeni, pii-
¢emz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka feseni a na svislou druha

slozka FeSeni.

Obrazek 45: fazovy portrét feseni
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Kdybychom tento ptiklad fesili pomoci klasické metody Runge-Kutta pro
inkluze, na prvni pohled bychom dostali podobné feSeni. Pti pfibliZzeni
se vSak na nékterych tisecich lisi a to hlavné druhd slozka feseni. Reseni
bychom ziskali pomoci mnou sestaveného M-souboru z odstavce 4. 7 zada-

nim do Matlabu

F.min=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*xy(1)+a];

F.max=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*xy(1)-al;

A=[0 0.5 0.5 1];

B=[0 0 0 0;0.5 0 0 0;0 0.5 0 0;0 0 1 0];

w=[1/6 1/3 1/3 1/6];

[y]=RungeKuttaInkluzeSignum(F,0,8%pi, [0 pi],0.005,5,A,B,W);

Na Obrazcich 46 a 47 jsou pro srovnani znazornény vytezy druhé slozky
feSeni nalezené nejprve pomoci Eulerovy metody a poté pomoci klasické

metody Runge-Kutta.

0.008

0.006 -

0.004 -

0.002

-0.002 |

-0.004

-0.006

-0.008

~0.01 L L L L L L L
10.1 10.2 10.3 104 105 10.6 10.7 10.8 10.9

Obrazek 46: Aproximace y'(.) ziskand Eulerovou metodou s h = 0.005
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Obrazek 47: Aproximace 3/'(.) ziskana klasickou metodou Runge-Kutta s h = 0.005

b) Zvolme napf. a = —1, b = 2, ¢ = 1. Tuto tlohu vyfesime pomoci Eulerovy
metody pro feseni diferencialnich inkluzi s krokem h = 0.005, strategie vy-
béru minimalni selekce a pomoci M-souboru z odstavce 4.5. Pfi strategii
vybéru minimalni selekce postupujeme tak, ze v bodech, ve kterych funkce
pravé strany dané diferencialni inkluze nabyva vice hodnot vybereme mi-
niméalni hodnotu. Vybéru miniméalni selekce odpovida hodnota parametr

¢islu 1. Do Matlabu zadame

a=-1;

b=2;

c=1;

F.min=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*xy(1)+a];
F.max=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*xy(1)-al;
[y]=EulerInkluzeSignum(F,0,8*pi, [0 pi],0.005,1);

Na Obrazku 48 je znazornéna vlevo prvni slozka feseni, vpravo druha slozka

feSeni pomoci strategie vybéru minimalni selekce.
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Obrazek 48: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

Na Obrazku 49 je znazornén fazovy portrét slozek nalezenych feSeni, pii-
¢emz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka feseni a na svislou druha

slozka FeSeni.

20
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Obrézek 49: fazovy portrét feseni

Kdybychom tento priklad resili klasickou metodou Runge-Kutta se stejnou

strategii vybéru a s krokem h = 0.005, dostali bychom feSeni znazornéné na
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Obréazku 50 zelenou barvou, kde je spolecné s nim znézornéno modie také

feseni ziskané Eulerovou metodou se stejnym krokem.

Obrazek 50: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

*

Poznamka 15. Z obrazki 44 a 48 vidime, Ze se feSeni tlumi pro a > 0 a ampli-

tuda Teseni nartista pro a < 0.

Priklad 14. Vyreste diferencialni rovnici
y"(x) + asgn(y'(x)) + b siny(x) = p(z),
kde a,b € R, y(0) =0, ¢'(0) = 7, € (0,87). Zvolte napt. p(z) = ccos(x),c € R.

Resenid: Nejdiive opét nahradime funkci signum kviili jeji nespojitosti funkei Sgn

dle Prikladu 7. Dostaneme tak diferencialni inkluzi, kterou prepiseme na soustavu:

Y1 = Yo (49)

Yy € ccosx —aSgn(ys) — bsiny. (50)

Opét budeme volit za a, b, ¢ rizné hodnoty.
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a) Nejprve zvolime a = 1.2, b = 0.2, ¢ = 2. Tuto soustavu vyfesime Eulerovou
metodou pro feseni diferencidlnich inkluzi s krokem h = 0.005. Zvolime
napi. strategii vybéru selekce pomoci minimalni variace. Tento priklad vy-
fesime pomoci M-souboru z odstavce 4.5. Strategii vybéru selekce pomoci

miniméalni variace odpovida hodnota parametr ¢islu 6. Do Matlabu zadame

a=1.2;b=0.2;c=2;

F.min=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*sin(y(1))+al;
F.max=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*sin(y(1))-al;
[y]=EulerInkluzeSignum(F,0,8*pi, [0 pi],0.005,6);

Reseni této tlohy je znazornéno na nasledujicich obrazcich:

Na Obrazku 51 je znézornéna vlevo prvni slozka feseni, vpravo druha slozka

feSeni pomoci strategie vybéru s minimalni variaci.

Obrazek 51: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

Na Obrazku 52 je znazornén fazovy portrét slozek nalezenych feSeni, pii-
¢emz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka feseni a na svislou druha
slozka fesSeni.
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Obrézek 52: fazovy portrét feseni

Kdybychom tento ptiklad fesili pomoci klasické metody Runge-Kutta pro
inkluze se stejnym vybérem jako u Eulerovy metody, na prvni pohled bychom
dostali podobné Teseni. Pti priblizeni se vsak na nékterych tsecich lisi a to
hlavné druha slozka feseni. Reseni bychom ziskali pomoci mnou sestaveného

M-souboru z odstavce 4. 7 zadanim do Matlabu

a=1.2;b=0.2;c=2;

F.min=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*sin(y(1))+al;

F.max=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*sin(y(1))-al;

A=[0 0.5 0.5 1];

B=[0 0 0 0;0.5 0 0 0;0 0.5 0 0;0 0 1 0];

w=[1/6 1/3 1/3 1/6];

[y]=RungeKuttaInkluzeSignum(F,0,8%pi, [0 pi],0.005,6,A,B,W);

Na Obrazku 53 je pro srovnani znazornén vytez druhé slozky feseni nalezené
nejprve pomoci Eulerovy metody (modfe) a poté pomoci klasické metody

Runge-Kutta (zelené).
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Obréazek 53

b) Nyni zvolme a = —1.2, b = 0.2, ¢ = 2. Tuto soustavu opét vyfesime Eulero-
vou metodou pro feseni diferencialnich inkluzi s krokem h = 0.005. Zvolime
napf. strategii vybéru maximalni selekce. P1i strategii vybéru maximalni
selekce postupujeme tak, ze v bodech, ve kterych funkce pravé strany dané
diferencialni inkluze nabyva vice hodnot vybereme maximalni hodnotu. Vy-
béru maximalni selekce odpovida hodnota parametr ¢islu 2. Tento priklad

vyfesime pomoci M-souboru z odstavce 4.5: Do Matlabu zadame

a=-1.2;b=0.2;c=2;

F.min=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*sin(y(1))+al;
F.max=0(x,y) [y(2);c*cos(x)-b*sin(y(1))-al;
[y]=EulerInkluzeSignum(F,0,8%*pi, [0 pi],0.005,2);

Reseni této tlohy je znazornéno na nasledujicich obrazcich:

Na Obrazku 54 je znézornéna vlevo prvni slozka feseni, vpravo druhé slozka

feSeni pomoci strategie vybéru maximalni selekce.
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Obrazek 54: vlevo 1. slozka feSeni, vpravo 2. slozka feseni

Na Obrazku 55 je znazornén fazovy portrét slozek nalezenych feSeni, pii-
¢emz na vodorovnou osu je nanesena prvni slozka feseni a na svislou druha

slozka FeSeni.

0 100 200 300 400 500

Obrazek 55: fazovy portrét reseni

Kdybychom tento priklad fesili pomoci klasické metody Runge-Kutta se

stejnym vybérem selekce a stejnou délkou kroku, dostali bychom témér
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identické Teseni, které je spolecné s feSenim ziskanym Eulerovou metodou

znazornéno na nasledujicim obrazku:

500 T T T T n 35

450
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300

250

200
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100

50

Obrazek 56: modre feseni ziskané Eulerovou metodou, zelené feseni ziskané klasickou

metodou Runge-Kutta, vlevo 1. slozka feseni, vpravo 2. slozka feseni

*

Poznamka 16. U feseni Piikladu 12, 13 a 14 je vidét, ze volba Eulerovy me-
tody je pro ziskani feseni dostacujici. Klasickou metodou Runge-Kutta, ktera je

vypocetné narocnéjsi, jsme dostali témeér identicka reSeni.
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4 M-soubory

4.1 M-soubor pro Eulerovu explicitni metodu

function [y]=Euler(a,b,ni,f,h)

hvstup:a...levy krajni bod intervalu

b b...pravy krajni bod intervalu

o ni..hodnota pocatelni podminky

b f...prava strana rovnice y’=f(x,y) zadanad jako

b funkce dvou proménnjch ve tvaru Q(x,y) a tvar
b funkce

b h...integradni krok

hvistup:y..vektor, jehoz sloZzky jsou tvofeny prvky
yA posloupnosti pribliZnych hodnot hledaného

yA feSeni

if (nargin()~=5)
error (’nezadany vSechny parametry’)
end
if (h<=0)
error (’zadej kladnj krok’)
end
x=a:h:b;
if (x(end)"=b)
error(’zvol jiné h - body nejsou ekvidistantni’)
end
y=zeros (length(x),1);y(1)=ni;
for i=2:length(x)
y(1)=y(G-1)+h*x (£ (x(i-1),y(i-1)));
end

graf=plot(x,y);
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4.2 M-soubor pro klasickou metodu Runge—Kutta

function [y]=RungeKutta4(a,b,ni,f,h)

hvstup:a...levy krajni bod intervalu

b b...pravy krajni bod intervalu

b ni..hodnota po&ate&ni podminky

b f...prava strana rovnice y’=f(x,y) zadanad jako

b funkce dvou proménnjch ve tvaru Q(x,y) a tvar
b funkce

b h...integracni krok

hvistup:y..vektor, jehoZ sloZky jsou tvofeny prvky
yA posloupnosti pribliZnych hodnot hledaného
h *eSeni
if (nargin()~=5)
error (’nezaddny vSechny parametry’)
end
if (h<=0)
error (’zadej kladnj krok’)
end
x=a:h:b;y=zeros(length(x),1);y(1)=ni;
if (x(end)~=b)
error(’zvol jiné h - body nejsou ekvidistantni’)
end
for i=2:length(x)
k1=f (x(i-1),y(i-1));
k2=f (x (i-1)+h/2,y(i-1)+h*k1/2) ;
k3=f (x(i-1)+h/2,y(i-1)+hx*k2/2);
k4=f (x(i-1)+h,y(i-1)+h*k3) ;
y(i)=y(i-1)+hxk1/6+h*k2/3+h*k3/3+hxk4/6;

end
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graf=plot(x,y);

4.3 M-soubor pro Eulerovu explicitni metodu pro rfeSeni
soustav diferencialnich rovnic

function [y]=EulerSoustavy(a,b,ni,f,h)

hvstup:a...levy krajni bod intervalu

b b...pravy krajni bod intervalu

h ni..vektor pocatelnich podminek

b f...pravé strany soustavy y’=f(x,y) zadané jako

yA funkce dvou proménnjch ve tvaru @(x,y)[ a tvar

b funkce ve formé vektoru, jednotlivé pravé strany
b odd&leny st¥ednikem]

b h...integradni krok

hvistup:y..matice, jejiZz sloupce jsou tvofeny jednotliviymi

yA slozkami hledaného FYeSeni, tj. kazdy sloupec
yA obsahuje posloupnost pfibliZnjch hodnot hledané
yA slozky feSeni

if (nargin()~=5)
error (’nezadany vSechny parametry’)
end
if (h<=0)
error (’zadej kladny krok’)
end
x=a:h:b;
if (x(end)"=b)
error(’zvol jiné h - body nejsou ekvidistantni’)
end
y(1,:)=ni;
for i=2:length(x)
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y(i,:)=y(i-1,:)+h*f(x(i-1),y(i-1,:))’;
end
[o,pl=size(y);
for j=1:p

subplot(j,p,j);

plot(x,y(:,3));

xlabel (sprintf(’%d. slozka reSeni’,j ));

end

4.4 Mb-soubor pro feseni diferencialnich inkluzi Eulerovou
explicitni metodou pomoci riuznych strategii vybéru
selekce 1

Tento M-soubor najde pomoci explicitni Eulerovy metody a pomoci riznych
strategii vybéru selekce jediné feseni diferencialni inkluze, jejiz prava strana je

mnohoznac¢na ve vSech bodech intervalu, na némz feseni hledame.

function [y]=EulerInkluze(F,a,b,ni,h,parametr)

hvstup:F...pravé strany soustavy y’=f(x,y) zadané jako

yA funkce vice proménnjch ve tvaru @(x,y)[ a tvar
yA funkce ve formé vektoru, jednotlivé pravé strany
b odd&leny st¥ednikem]

b a...levy krajni bod intervalu

b b...pravy krajni bod intervalu

b ni..vektor polate&nich podminek

b h...integradni krok

yA parametr..jeho hodnotu volime dle toho, jakou strategii
b vibéru selekce zvolime

b parametr=1...minimdlni selekce

b parametr=2...maximdlni selekce

b parametr=3...stfedni hodnota
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h parametr=4...ndhodny vybér

b parametr=5...min.norma

b parametr=6...min.variace

yA parametr=7...vjbér selekce s respektovanim referencni

b trajektorie

b ...ref.trajektorii zadej po vyzvani jako funkci
yA proménné x, tedy ve tvaru @(x) a tvar funkce

hvistup:y..matice, jejiZz sloupce jsou tvofeny jednotliviymi

yA slozkami hledaného FYeSeni, tj. kazdy sloupec
b obsahuje posloupnost pribliZznych hodnot hledané
yA slozky teSeni

y(1,:)=ni;x=a:h:b;n=length(x);
if (nargin()~=6)
error (’nezadany vSechny parametry’)
end
if (x(end)~=b)
error(’zvol jiné h - body nejsou ekvidistantni’)
end
if (h<=0)
error(’zadej kladnj krok’)
end
if parametr”=[1 2 3 4 5 6 7]
error(’zadej parametr jako &islo 1-77)
end
if parametr==
reftraj=input (’zadej referen¢ni trajektorii: ’)
end
for i=1:n
gmin(i,:)=F.min(x(1),y(i,:));
gmax (i, :)=F.max(x(i),y(i,:));
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if parametr==
% minimdlni selekce
pom(i,:)=gmin(i,:);
end
if parametr==
% maximdlni selekce
pom(i,:)=gmax(i,:);
end
if parametr==
% st¥edni hodnota
pom(i,:)=(gmax(i,:)+gmin(i,:))/2;
end
if parametr==
% ndhodny vybér
pom(i,:)=gmin(i,:)+(gmax(i,:)-gmin(i,:)).*rand(1,length(ni));
end
if parametr==
% min.norma
if gmin(i,1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if gmax(i,1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if gmax(i,1)>=0&gmin(i,1)<=0
pom(i,1)=0;
end
if gmin(i,2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);

end
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if gmax(i,2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if gmax(i,2)>=0&gmin(i,2)<=0
pom(i,2)=0;
end
end
if parametr==
Jmin.variace
if i==
if gmin(i,1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if gmax(i,1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if gmax(i,1)>=0&gmin(i,1)<=0
pom(i,1)=0;
end
if gmin(i,2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if gmax(i,2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if gmax(i,2)>=0&gmin(i,2)<=0
pom(i,2)=0;
end
end

if i>1
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if gmin(i,1)==gmax(i,1)
pom(i,1)=gmin(i,1);
else
if abs(gmax(i,1)-pom(i-1,1))>abs(gmin(i,1)-pom(i-1,1))
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if abs(gmax(i,1)-pom(i-1,1))<abs(gmin(i,1)-pom(i-1,1))
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if abs(gmax(i,1)>=pom(i-1,1))&abs(gnin(i,1)<=pom(i-1,1))
pom(i,1)=pom(i-1,1);
end
end
if abs(gmax(i,2)-pom(i-1,2))>abs(gmin(i,2)-pom(i-1,2))
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if abs(gmax(i,2)-pom(i-1,2))<abs(gmin(i,2)-pom(i-1,2))
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if abs(gmax(i,2)>=pom(i-1,2))&abs(gmin(i,2)<=pom(i-1,2))
pom(i,2)=pom(i-1,2);
end
end
end
if parametr==
hreferencni trajektorie
poml=y(i,:)+h*gmin(i,:);
pom2=y (i, :)+h*gmax(i,:);
if pom1(1)>0

pom(i,1)=gmin(i,1);
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end

if pom2(1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);

end

if pom2(1)>=0&pom1 (1)<=0
pom(i,1)=-y(i,1)/h;

end

if pom1(2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);

end

if pom2(2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);

end

if pom2(2)>=0&pom1 (2)<=0
pom(i,2)=-y(i,2)/h;

end

end

y(i+1,:)=y(i,:)+h*pom(i,:);

end

figure(1)

subplot(1,2,1)
plot(x(1:n),gmin(:,1),’r’),
hold on,
plot(x(1:n),gmax(:,1),’g’),
subplot(1,2,2)
plot(x(1:n),gmin(:,2),’r’),
hold on,
plot(x(1:n),gmax(:,2),’g’),
figure(2)
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subplot(1,2,1)
plot(x(1:n),gmin(:,1),’r’)
hold on,
plot(x(1:n),gmax(:,1),’g’)
hold on
plot(x(1:n),pom(:,1),’b’)
subplot(1,2,2)
plot(x(1:n),gmin(:,2),’r’)
hold on,
plot(x(1:n),gmax(:,2),’g’)
hold on
plot(x(1:n),pom(:,2),’b’)
figure(3)

subplot(1,2,1)
plot(x(1:n),y(1:n,1))
title(’prvni slozka reseni’)
subplot(1,2,2)
plot(x(1:n),y(1:n,2))
title(’druha slozka reSeni’)
figure(4)
plot(y(:,1),y(:,2),’r’)

title(’fazovy portret reSeni’)

4.5 M-soubor pro reseni diferencialnich inkluzi Eulerovou
explicitni metodou pomoci riuznych strategii vybéru
selekce 2

Tento M-soubor najde pomoci explicitni Eulerovy metody a pomoci riznych
strategii vybéru selekce jediné feseni diferencialni inkluze, jejiz prava strana ob-

sahuje funkci signum.

function [y]=EulerInkluzeSignum(F,a,b,ni,h,parametr)
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hvstup:F...pravé strany soustavy y’=f(x,y) zadané jako

yA funkce vice proménnjch ve tvaru @(x,y)[ a tvar

yA funkce ve formé vektoru, jednotlivé pravé strany

b oddéleny st¥ednikem]

b a...levy krajni bod intervalu

b b...pravy krajni bod intervalu

b ni..vektor polate&nich podminek

b h...integradni krok

b parametr..jeho hodnotu volime dle toho, jakou strategii

b vibéru selekce zvolime

b parametr=1...minimdlni selekce

b parametr=2...maximdlni selekce

b parametr=3...stfedni hodnota

h parametr=4...ndhodny vybér

b parametr=5...min.norma

yA parametr=6...min.variace

b parametr=7...vybér selekce s respektovanim referencni

b trajektorie

b ...ref.trajektorii zadej po vyzvani jako funkci
yA proménné x, tedy ve tvaru @(x) a tvar funkce

hvistup:y..matice, jejiZz sloupce jsou tvofeny jednotliviymi

yA slozkami hledaného feSeni, tj. kazdy sloupec
yA obsahuje posloupnost pfibliZnjch hodnot hledané
yA slozky feSeni

if (nargin()~=6)

error (’nezadany vSechny parametry’)
end
if (h<=0)

error (’zadej kladny krok’)
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end
x=a:h:b;y(1,:)=ni’;n=length(x);epsilon=h/10;
if (x(end)~=b)
error(’zvol jiné h - body nejsou ekvidistantni’)
end
if parametr™=[1 2 3 4 5 6 7]
error(’zadej parametr jako &islo 1-77)
end
if parametr==
reftraj=input (’zadej referen¢ni trajektorii: ’)
end
for i=1:n
gmin(i,:)=F.min(x(i),y(i,:));
gmax (i, :)=F.max(x(1i),y(i,:));
if abs(y(i,2))<=epsilon
if parametr==
% minimdlni selekce
pom(i,:)=gmin(i,:);
end
if parametr==
% maximdlni selekce
pom(i,:)=gmax(i,:);
end
if parametr==
% stfedni hodnota
pom(i,:)=(gmax(i,:)+gmin(i,:))/2;
end
if parametr==
% ndhodny vybér
pom(i,:)=gmin(i,:)+(gmax(i,:)-gmin(i,:)).*rand(1,length(ni));
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end
if parametr==
% min.norma
if gmin(i,1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if gmax(i,1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if gmax(i,1)>=0&gmin(i,1)<=0
pom(i,1)=0;
end
if gmin(i,2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if gmax(i,2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if gmax(i,2)>=0&gmin(i,2)<=0
pom(i,2)=0;
end
end
if parametr==
Y%min.variace
if i==
if gmin(i,1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if gmax(i,1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
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end
if gmax(i,1)>=0&gmin(i,1)<=0
pom(i,1)=0;
end
if gmin(i,2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if gmax(i,2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if gmax(i,2)>=0&gmin(i,2)<=0
pom(i,2)=0;

end

end

i>1

if abs(gmax(i,1)-pom(i-1,1))>abs(gmin(i,1)-pom(i-1,1))
pom(i,1)=gmin(i,1);

end

if abs(gmax(i,1)-pom(i-1,1))<abs(gmin(i,1)-pom(i-1,1))
pom(i,1)=gmax(i,1);

end

if abs(gmax(i,1)>=pom(i-1,1))&abs(gmin(i,1)<=pom(i-1,1))
pom(i,1)=pom(i-1,1);

end

if abs(gmax(i,2)-pom(i-1,2))>abs(gmin(i,2)-pom(i-1,2))
pom(i,2)=gmin(i,2);

end

if abs(gmax(i,2)-pom(i-1,2))<abs(gmin(i,2)-pom(i-1,2))
pom(i,2)=gmax(i,2);

end
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if abs(gmax(i,2)>=pom(i-1,2))&abs(gmin(i,2)<=pom(i-1,2))
pom(i,2)=pom(i-1,2);
end
end
end
if parametr==
hreferencni trajektorie
poml=y(i,:)+h*gmin(i,:);
pom2=y(i,:)+h*gmax(i,:);
if pom1(1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if pom2(1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if pom2(1)>=0&poml (1)<=0
pom(i,1)=-y(i,1)/h;
end
if pom1(2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if pom2(2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if pom2(2)>=0&poml (2)<=0
pom(i,2)=-y(i,2)/h;
end
end
end

if y(i,2)<-epsilon
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pom(i,:)=gmin(i,:);
end
if y(i,2)>epsilon
pom(i,:)=gmax(i,:);

end

y(i+1,:)=y(i,:)+h*pom(i,:);

end

figure(1)

subplot(1,2,1)
plot(x(1:n),gmin(:,1),’r’),
hold on,
plot(x(1:n),gmax(:,1),’g’),
subplot(1,2,2)
plot(x(1:n),gmin(:,2),’r’),
hold on,
plot(x(1:n),gmax(:,2),’g’),
figure(2)

subplot(1,2,1)
plot(x(1:n),gmin(:,1),’r’)
hold on,
plot(x(1:n),gmax(:,1),’g’)
hold on
plot(x(1:n),pom(:,1),’b’)
subplot(1,2,2)
plot(x(1:n),gmin(:,2),’r’)
hold on,
plot(x(1:n),gmax(:,2),’g’)
hold on
plot(x(1:n),pom(:,2),’b’)
figure(3)
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subplot(1,2,1)
plot(x(1:n),y(1:n,1))
title(’prvni slozka reSeni’)
subplot(1,2,2)
plot(x(1:n),y(1:n,2))
title(’druha slozka reSeni’)
figure(4)
plot(y(:,1),y(:,2),’r’)

title(’fazovy portret reSeni’)
4.6 M-soubor pro reseni diferencialnich inkluzi metodami
Runge—Kutta s rtiznymi strategiemi vybéru selekce 1

Tento M-soubor fesi diferencialni inkluze s mnohoznac¢nou pravou stranou
pomoci explicitnich s-stadiovych metod Runge-Kutta a pomoci riznych strate-
gil vybéru selekce. Metodu Runge-Kutta zaddme pomoci jejich koeficient do

vektori A a W a matice B.

function [y]=RungeKuttalnkluze(F,a,b,ni,h,parametr,A,B,W)

Jvstup:F...pravé strany soustavy y’=f(x,y) zadané jako

b funkce vice proménnjch ve tvaru Q(x,y)[ a tvar

b funkce ve formé vektoru, jednotlivé pravé strany
b oddéleny st¥ednikem]

b a...levy krajni bod intervalu

b b...pravy krajni bod intervalu

h ni..vektor pocatelnich podminek

b h...integracni krok

yA parametr..jeho hodnotu volime dle toho, jakou strategii
b vib&ru selekce zvolime

b parametr=1...minimdlni selekce

b parametr=2...maximdlni selekce
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b parametr=3...stfedni hodnota

h parametr=4...ndhodny vybér

b parametr=5...min.norma

b parametr=6...min.variace

yA parametr=7...vjbér selekce s respektovanim referencni
b trajektorie

b
b
b A. ..
b
h B...
h
h
h W...
h
hvistup:y. .
b
b
b

..ref .trajektorii zadej po vyzvani jako funkci
proménné x, tedy ve tvaru @(x) a tvar funkce

vektor, jehoz slozky alfa_l1,...,alfa_s jsou konstanty
pouzité pri vypoltu stadii metody Runge-Kutta
matice, jejiz slozky beta_11,...,beta_ls,...beta_ss
jsou konstanty pouzité pri vypocltu stadii metody
Runge-Kutta
vektor koeficientl metody Runge-Kutta, ktery je tvoren
hodnotami w_1,...,w_s
matice, jejiz sloupce jsou tvofeny jednotliviymi
slozkami hledaného feSeni, tj. kazdy sloupec
obsahuje posloupnost pribliZznych hodnot hledané

slozky reSeni

if (nargin()~=9)

error(’
end
if (h<=0)
error (’
end

x=a:h:b;

nezadany vSechny parametry’)

zadej kladny krok’)

if (x(end)~=b)

error(’

end

zvol jiné h - body nejsou ekvidistantni’)

if parametr™=[1 2 3 4 5 6 7]
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error(’zadej parametr jako &islo 1-77)
end
if parametr==

reftraj=input(’zadej referenini trajektorii: ’)
end

y(1,:)=ni;n=length(x) ;s=length(W) ;kl=zeros(n,2*s);

for ki=1l:s
for kj=1:s
if ki<=kj
if B(ki,kj)~=0
error(’Tato metoda neni explicitni, zadej explicitni
metodu Runge-Kutta’)
end
end
end
end
for i=1:n
for k=1:s

ypom(i, :)=zeros(1,2);
for kl=1:s

ypom(i, :)=ypom(i, :)+h*B(k,k1)*k1(i,2xkl-1:2%kl);
end
y2(i,2*%k-1:2*k)=y(i,:)+ypom(i,:);
gmin(i,:)=F.min(x(i)+A(k)*h,y2(i,2*%k-1:2%k));
gmax (i, :)=F.max(x(1i)+A(k)*h,y2(i,2*%k-1:2%k));
if parametr==
% minimdlni selekce

pom(i,:)=gmin(i,:);
end

if parametr==
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% maximdlni selekce
pom(i,:)=gmax(i,:);
end
if parametr==
% stfedni hodnota
pom(i,:)=(gmax(i,:)+gmin(i,:))/2;
end
if parametr==
% ndhodny vybér
pom(i,:)=gmin(i,:)+(gmax(i,:)-gmin(i,:)).*rand(1,length(ni));
end
if parametr==
% min.norma
if gmin(i,1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if gmax(i,1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if gmax(i,1)>=0&gmin(i,1)<=0
pom(i,1)=0;
end
if gmin(i,2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if gmax(i,2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if gmax(i,2)>=0&gmin(i,2)<=0
pom(i,2)=0;
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end
end
if parametr==
Y%min.variace
if i==
if gmin(i,1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if gmax(i,1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if gmax(i,1)>=0&gmin(i,1)<=0
pom(i,1)=0;
end
if gmin(i,2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if gmax(i,2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if gmax(i,2)>=0&gmin(i,2)<=0
pom(i,2)=0;
end
end
if i>1
if abs(gmax(i,1)-pom(i-1,1))>abs(gmin(i,1)-pom(i-1,1))
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if abs(gmax(i,1)-pom(i-1,1))<abs(gmin(i,1)-pom(i-1,1))
pom(i,1)=gmax(i,1);
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end
if abs(gmax(i,1)>=pom(i-1,1))&abs(gmin(i,1)<=pom(i-1,1))
pom(i,1)=pom(i-1,1);
end
if abs(gmax(i,2)-pom(i-1,2))>abs(gmin(i,2)-pom(i-1,2))
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if abs(gmax(i,2)-pom(i-1,2))<abs(gmin(i,2)-pom(i-1,2))
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if abs(gmax(i,2)>=pom(i-1,2))&abs(gmin(i,2)<=pom(i-1,2))
pom(i,2)=pom(i-1,2);
end
end
end
if parametr==
hreferencni trajektorie
poml=y(i,:)+h*gmin(i,:);
pom2=y (i, :)+h*gmax(i,:);
if pom1(1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if pom2(1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if pom2(1)>=0&poml (1)<=0
pom(i,1)=-y(i,1)/h;
end
if pom1(2)>0

pom(i,2)=gmin(i,2);
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end
if pom2(2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if pom2(2)>=0&poml (2)<=0
pom(i,2)=-y(i,2)/h;
end
end
k1(i,2%k-1:2xk)=pom(i,:);
end
pravstran(i,:)=zeros(1,2);
for ks=1:s
pravstran(i,:)=pravstran(i,:)+W(ks)*h*kl(i,2*ks-1:2xks);
end
y(i+1,:)=y(i,:)+pravstran(i,:);
end
figure(1)
subplot(1,2,1)
plot(x(1:n),y(1:n,1),’g’)
title(’prvni slozka reSeni’)
subplot(1,2,2)
plot(x(1:n),y(1:n,2),’g’)
title(’druha slozka reSeni’)
figure(2)
plot(y(:,1),y(:,2),’r’?)

title(’fazovy portret reSeni’)
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4.7 Mb-soubor pro reseni diferencialnich inkluzi metodami
Runge—Kutta s riznymi strategiemi vybéru selekce 2

Tento M-soubor najde pomoci explicitni metody Runge-Kutta a pomoci riiz-
nych strategii vybéru selekce jediné reseni diferencialni inkluze, jejiz prava strana

obsahuje funkci signum.

function [y]=RungeKuttalnkluzeSignum(F,a,b,ni,h,parametr,A,B,W)

Jvstup:F...pravé strany soustavy y’=f(x,y) zadané jako

yA funkce vice proménnjch ve tvaru @(x,y)[ a tvar

yA funkce ve formé vektoru, jednotlivé pravé strany

b oddéleny st¥ednikem]

b a...levy krajni bod intervalu

b b...pravy krajni bod intervalu

h ni..vektor pocatelnich podminek

b h...integradni krok

b parametr..jeho hodnotu volime dle toho, jakou strategii

b vib&ru selekce zvolime

b parametr=1...minimdlni selekce

b parametr=2...maximdlni selekce

b parametr=3...stfedni hodnota

h parametr=4...ndhodny vybér

b parametr=5...min.norma

b parametr=6...min.variace

yA parametr=7...vjbér selekce s respektovanim referencni

b trajektorie

b ...ref.trajektorii zadej po vyzvani jako funkci
yA proménné x, tedy ve tvaru @(x) a tvar funkce
% A...vektor, jehoz slozky alfa_1,...,alfa_s jsou konstanty
b pouZité p¥i vypoltu stadii metody Runge-Kutta

% B...matice, jejiz slozky beta_11,...,beta_1ls,...beta_ss
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yA jsou konstanty pouzité pri vypoltu stadii metody

b Runge-Kutta
yA W...vektor koeficientld metody Runge-Kutta, ktery je tvoren
yA hodnotami w_1,...,w_s

hvistup:y..matice, jejiZz sloupce jsou tvofeny jednotliviymi

yA slozkami hledaného FYeSeni, tj. kazdy sloupec
b obsahuje posloupnost pribliZznych hodnot hledané
b slozky FeSeni

if (nargin()~=9)
error (’nezaddny vSechny parametry’)
end
if (h<=0)
error(’zadej kladny krok’)
end
x=a:h:b;
if (x(end)~=b)
error(’zvol jiné h - body nejsou ekvidistantni’)
end
if parametr™=[1 2 3 4 5 6 7]
error(’zadej parametr jako &islo 1-77)
end
if parametr==
reftraj=input(’zadej referen¢ni trajektorii: ’)

end

y(1,:)=ni;n=length(x) ;s=length(W) ;kl=zeros(n,2*s) ;epsilon=h/10;

for ki=1:s
for kj=1:s
if ki<=kj

if B(ki,kj)"=0

error(’Tato metoda neni explicitni, zadej explicitni
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metodu Runge-Kutta’)
end
end
end
end
for i=1:n
for k=1:s
ypom(i, :)=zeros(1,2);
for kl=1:s
ypom(i, :)=ypom(i, :)+h*B(k,k1)*k1(i,2xkl-1:2%kl);
end
y2(i,2*%k-1:2*k)=y(i,:)+ypom(i,:);
gmin(i,:)=F.min(x(i)+A(k)*h,y2(i,2*%k-1:2%k));
gmax (i, :)=F.max(x(1i)+A(k)*h,y2(i,2*%k-1:2%k));
if abs(y(i,2))<=epsilon
if parametr==
% minimdlni selekce
pom(i,:)=gmin(i,:);
end
if parametr==
% maximdlni selekce
pom(i,:)=gmax(i,:);
end
if parametr==
% stfedni hodnota
pom(i,:)=(gmax(i,:)+gmin(i,:))/2;
end
if parametr==
% ndhodny vybér
pom(i,:)=gmin(i,:)+(gmax(i,:)-gmin(i,:)).*rand(1,length(ni));
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end
if parametr==
% min.norma
if gmin(i,1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if gmax(i,1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if gmax(i,1)>=0&gmin(i,1)<=0
pom(i,1)=0;
end
if gmin(i,2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if gmax(i,2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if gmax(i,2)>=0&gmin(i,2)<=0
pom(i,2)=0;
end
end
if parametr==
% min.variace
if i==
if gmin(i,1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if gmax(i,1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);

104



end
if gmax(i,1)>=0&gmin(i,1)<=0
pom(i,1)=0;
end
if gmin(i,2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if gmax(i,2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if gmax(i,2)>=0&gmin(i,2)<=0
pom(i,2)=0;
end
end
if i>1
if abs(gmax(i,1)-pom(i-1,1))>abs(gmin(i,1)-pom(i-1,1))
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if abs(gmax(i,1)-pom(i-1,1))<abs(gmin(i,1)-pom(i-1,1))
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if abs(gmax(i,1)>=pom(i-1,1))&abs(gmin(i,1)<=pom(i-1,1))
pom(i,1)=pom(i-1,1);
end
if abs(gmax(i,2)-pom(i-1,2))>abs(gmin(i,2)-pom(i-1,2))
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if abs(gmax(i,2)-pom(i-1,2))<abs(gmin(i,2)-pom(i-1,2))
pom(i,2)=gmax(i,2);

end
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if abs(gmax(i,2)>=pom(i-1,2))&abs(gmin(i,2)<=pom(i-1,2))
pom(i,2)=pom(i-1,2);
end
end
end
if parametr==
% referencni trajektorie
poml=y(i,:)+h*gmin(i,:);
pom2=y (i, :)+h*gmax(i,:);
if pom1(1)>0
pom(i,1)=gmin(i,1);
end
if pom2(1)<0
pom(i,1)=gmax(i,1);
end
if pom2(1)>=0&poml(1)<=0
pom(i,1)=-y(i,1)/h;
end
if pom1(2)>0
pom(i,2)=gmin(i,2);
end
if pom2(2)<0
pom(i,2)=gmax(i,2);
end
if pom2(2)>=0&poml(2)<=0
pom(i,2)=-y(i,2)/h;
end
end
k1(i,2%k-1:2xk)=pom(i,:);

end
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if y(i,2)<-epsilon
pom(i,:)=gmin(i,:);
k1(i,2+k-1:2xk)=pom(i,:);
end
if y(i,2)>epsilon
pom(i,:)=gmax(i,:);
k1(i,2%k-1:2xk)=pom(i,:);
end
end
pravstran(i,:)=zeros(1,2);
for ks=1:s
pravstran(i,:)=pravstran(i, :)+W(ks)*h*xkl(i,2*ks-1:2%ks);
end
y(i+1,:)=y(i,:)+pravstran(i,:);
end
figure(1)
subplot(1,2,1)
plot(x(1:n),y(1:n,1),’g’)
title(’prvni slozka reSeni’)
subplot(1,2,2)
plot(x(1:n),y(1:n,2),’g’)
title(’druha slozka reSeni’)
figure(2)
plot(y(:,1),y(:,2),’r’)

title(’fazovy portret reSeni’)
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Zavér

Ukolem této diplomové prace bylo vysvétlit princip nékterych numerickych
metod pro feseni diferencidlnich rovnic, aplikovat je na diferencialni inkluze a pred-
vést je na konkrétnich prikladech tak, aby mohla slouzit napt. i jako uc¢ebni po-
micka studenttim, ktefi budou mit o tuto tematiku zajem.

Teoreticka cast prace je doplnéna priklady, jejichz feSeni jsou provedena né-
ktera rucné, vétsina vsak pomoci programii, které jsem sestavila v matematickém
softwaru Matlab, jez jsou v praci uvedeny v posledni kapitole. Snahou bylo tyto
M-soubory odladit, coz se doufam podarilo.

V této préci jsou z diivodu jejiho rozsahu uvedeny jen zakladni konvergencni
vysledky. Tato problematika je vSsak mnohem obsahlejsi a zaslouzila by si diklad-
néjsi prozkoumani. Proto se nejen otazkami konvergence, ale i teorii diferencial-
nich inkluzi budu zabyvat v doktorském studiu.

Domnivam se, ze cile prace byly splnény. Pii studiu daného tématu jsem se
seznamila, a nasledné i ¢tenare, s tim, jak postupovat v této problematice, sesta-
vila programy pro vypracovani konkrétnich tloh a vSe doplnila svymi poznatky
a potizemi pri jejich TeSeni. Pfitom jsem si prohloubila své znalosti a dovednosti
nejen v programu Matlab, ale i v typografickém programu TEX, kterym je tato

prace vysazena.
K této praci je prilozeno CD se vSemi M-soubory uvedenymi v kapitole 4.
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