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Uvod

Tématem mé bakalarské prace je spojitost funkci vice proménnych, ktera je
jednou z nejvyznamnéjsich slozek diferencialniho poc¢tu funkei vice proménnych.

Hlavnim cilem je shrnuti teorie spojitosti funkci vice proménnych a jejich
vzajemnych vztaht s limitou a derivaci funkci vice proménnych.
pojmy a definice potfebné k teorii spojitosti funkci vice proménnych, napf. pojem
funkce vice proménnych, metrické prostory, okoli bodu v metrickém prostoru a
jiné.

Druha kapitola je vénovana spojitosti funkci vice proménnych. Nadefinujeme
si pojem spojitost funkce v bodé i na mnoziné, uvedeme nékteré zakladni véty o
spojitosti a priklady.

Treti kapitola je zaméfena na limitu funkci vice proménnych, jeji vypocet a
souvislost se spojitosti funkci vice proménnych.

Ve ¢tvrté kapitole se seznamime s parcialnimi a smérovymi derivacemi a uka-
Zeme si, jak se vzajemné propojuji s limitou a spojitosti funkci vice proménnych.

Posledni kapitola se zabyva stejnomérnou spojitosti a jsou v ni uvedeny nej-
znaméjsi véty o stejnomérné spojitosti.

Prace je vypracovana v programu KIEX a ilustrovana vlastnimi ptiklady a

obrazky vytvofenymi v programech AutoCad a Maple 7.



1. Zakladni pojmy

Predtim, nez se budeme zabyvat samotnou spojitosti funkci vice proménnych,
je potfeba si nadefinovat samotny pojem funkce vice proménnych, jeho defini¢ni
obor a obor hodnot.

Pti vypracovani této kapitoly byly pouzity zdroje [1], [3], [5], [6], [13], [14] a
[15].

Realna funkce jedné realné proménné, pro zjednoduseni - funkce jedné pro-
ménnné, je zobrazeni z podmnoziny mnoziny R do R. Z tohoto pojmu vychazi
zobrazeni z podmnoziny mnoziny R™ (n > 2) do R, které se nazyva funkce vice
promeénnych.

Pojem spojitosti funkce vice proménnych mizeme obdobné jako pro funkce
jedné proménné definovat napf. pomoci limity funkce. K definici spojitosti, limity

a dalsich pojmt diferencialniho poctu je tfeba na R™ zavést metriku.

1.1. Metrické prostory

Definice 1.1. Necht M je libovolna neprazdnd mnozina a p zobrazeni z M x M

do R, které méa pro kazdé x,y, = € M nasledujici vlastnosti:

e p(z,y) >0 ... nezapornost
e p(r,y)=0< (z=1y) ... totoZnost
e p(z,y) = p(y,x) .. .symetrie
o p(x,y) < p(z,2) + p(z,v) ... trojihelnikova nerovnost.

Potom se uspotddana dvojice (M, p) nazyva metricky prostor. Zobrazeni
p: M x M — R se nazyva metrika a ¢islo p(z,y) se nazyva vzddlenost prvki

x ay v prostoru (M, p).

Na kazdé mnoziné M, kterd je neprazdna, mtzeme zadat celou fadu riznych
metrik. Dostaneme tak riizné metrické prostory se stejnou zakladni mnozinou,

ale v kazdém z nich budeme mérit vzdalenosti jinymi zpiisoby.
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Priklady metrik:
Na mnoziné R je metrika p : R x R — R definovana pro vSechna z,y € R napf.
jako
pla,y) = |z —yl.
Na mnozing R? jsou nejcast&ji pouzivany metriky (z,y € R* x = [z, x9],y =

[y1, 2]):

e cukleidovské metrika p(z,y) = /(y1 — 71)2 + (y2 — 22)2

e sou¢tova (listonosskd, manhattanskd) metrika p(x,y) = |y1 — 21|+ |y2 — 22|

e maximova metrika pm(z,y) = max{|y1 — x1|, |y2 — z2|}.
Tyto metriky rozsifené na mnozinu R"(z,y € R™ x = [r1,%9,...,2,],y =
[?Jl,y% s ayn]) :

e cukleidovskd metrika p(z,y) = /(1 — 1) + (Y2 — 22)" + ... + (Y — )"
e souctova metrika pi(x,y) = |y1 — 21| + |y2 — 22| + ..+ |y — 2]

e maximova metrika pm(z,y) = max{|y1 — z1], |[y2 — z2|, ..., |yn — 20l }-

1.2. Okoli bodu v metrickém prostoru

Definice 1.2. Necht ¢ > 0. e-okoli vlastniho bodu a € R lze zapsat intervalem

(a—e,a+e). e-okoli bodu a € R™ definujeme pomoci metriky p v R™ jako mnozinu
Uc(a) ={x € R" : p(z,a) < }.
Redukovanym e-okolim bodu a € R™ nazyvame mnozinu
Ula) ={z € R":0 < p(z,a) < e}.

Index ¢ 1ze vynechat, neni-li polomér okoli podstatny.

Kazda z metrik ma své okoli, napiiklad v R? pro eukleidovskou metriku do-
staneme kruhové okoli, pro maximovou metriku dostaneme c¢tvercové okoli a pro
souctovou metriku dostaneme kosoctvercové okoli.

Pomoci pojmu okoli charakterizujeme polohu bodu vzhledem k mnoziné.

9



Definice 1.3. Necht x je bod a M je mnozina v eukleidovském prostoru R”.

Rekneme, ze bod z je
e wvnitinim bodem mnoziny M, existuje-li okoli U(z) bodu z takové, ze

U(z) C M,

e hranicnim bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé okoli U(x) bodu z plati
soucasné

Ul)NM #£0aU(x)n(R"\ M) # 0,
e unéjsim bodem mnoziny M, existuje-li takové okoli U(z) bodu z, zZe

U(z) N M =0,

e hromadnym bodem mnoziny M, jestlize pro kazdé redukované okoli U*(x)
bodu x plati
U () N M £ 0,

e izolovangm bodem mnoziny M, existuje-li takové okoli U(z) bodu z, Ze

Ulx)N M = {zx}.

Podivame se na podrobnéjsi vyznam jednotlivych pojmi. Vnitini bod mno-
ziny M je takovy bod, ktery lezi v M i se svym urcitym okolim. Hrani¢ni bod
mnoziny M je bod, jehoz kazdé okoli protina jak mnozinu M, tak i jeji doplnek. K
hrani¢nimu bodu maji libovolné blizko jak body dané mnoziny, tak i body jejiho
dopliiku. Vnéjsi bod neni nic jiného nez vnitini bod doplitku dané mnoziny. Hro-
madnym bodem mnoziny M nazveme bod, jehoz kazdé okoli obsahuje nekonecné
mnoho bodid z mnoziny M a bod z M, ktery neni hromadnym bodem, nazyvame

izolovany bod mnoziny M.
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1.3. Funkce vice proménnych

Realna funkce n-redlnych proménnych je zobrazeni, které kazdé usporadané
n-tici redlnych ¢isel z néjaké podmnoziny kartézského soucinu R x ... x R =R"
pritazuje néjaké realné cislo. Stejné jako u redlnych funkci jedné redlné proménné

zavadime pojem defini¢ni obor funkce a obor funk¢énich hodnot.

Definice 1.4. Necht D C R", n > 1, D # (). Zobrazeni f : D — R se nazyva
redlnd funkce n redlnych proménnych a mnozina D se nazyva definicni obor této

funkce a znaci se D(f).

7 vyse uvedené definice vyplyva, ze funkce f : D — R je mnozina usporada-
nych dvojic [z,y] € DXR, z = [z1, ..., x,], kterd m4 tu vlastnost, Ze ke kazdému
bodu x = [z1,...,x,] € D existuje pravé jedno ¢islo y tak, ze [z,y] € f. Zna-
¢ime ho f(x) nebo f(x1,...,z,) a nazyvame ho hodnotou funkce f nebo funkéni

hodnotou v bodé x = [z1,...,x,].

Definice 1.5. Oborem hodnot nazveme vsechna y, kterych funkce f nabyva a

znacime ho symbolem H(f).

Funkce vice proménnych jsou vétsinou zadany funkénimi predpisy, naptiklad
flx,y) = 2%+ y* + 62 — 2y, f(x,y,2) = In(z + y> + 2?). MiZeme zde hovofit o
elementarnich funkcich vice proménnych. Jedné se o funkce zadané predpisem,
ve kterém jsou obsazeny jen nazvy proménnych, redlna ¢isla, zavorky, znaménka
pro odecitani, s¢itani, nasobeni, déleni a symboly zakladnich elementarnich funkci

(mocninné, logaritmické atd.).
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2. Spojitost funkci vice proménnych

Pojem spojitost funkce patii k zakladnim pojmitim diferenciadlniho poc¢tu. Tato
kapitola se bude vénovat spojitosti funkci vice proménnych jak v daném bodé,
tak i na mnoziné.

K vypracovani této kapitoly byly pouzity zejména zdroje [1], [2], [3], [6], [7],
8], [14] a [16].

2.1. Spojitost v bodé

Definice 2.1. Necht D C R*, A C D, z, € A. Rekneme, ze funkce f : D — R je
spojitd v bod€ xg vzhledem k mnoZiné A, jestlize ke kazdému £ > 0 existuje 6 > 0

takové, ze pro kazdy bod = € A spliujici
p(x,xo) < d plati: |f(z) — f(x)| < e. (1)
Je-li A= D, fikame, ze je f spojita v xg.
Priklad 2.1. Dokazte, Ze funkce definovana predpisem

_ ) 22 pro [x,y] # (0,0
f(w.y) = {0 " pro [z,y] = [0, 0]

je spojita v bodé [0, 0].
Reseni: M&jme dano libovolné reélné ¢islo ¢ > 0. Funkce f je v bodé [0, 0]
spojita, pokud bychom pro toto libovolné zvolené ¢ byli schopni nalézt realné

¢islo 6 > 0 takové, ze bude splnéna nerovnost |f(z,y) — 0] < € pro vSechna

[z,y] € D(f) spliujic podminku /2% + y? < 4, tj. pokud

4 - y?
22 + y?

<e,

plati-li: /22 + 4% < 6.

Nyni si ukdzeme, jak najit odpovidajici realné ¢islo 6 > 0.

4 - 2 2
|f(x,y)—0|:‘&—o‘:4|x|- ZiyZ§4|m|-1:4\/:1:2§4\/:132+y2<45.

x2 + y2 x2
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Jestlize [x,y] € D(f) a /22 +y? < ¢, pak z vySe uvedeného plyne, Ze pokud

bychom zvolili § = § pak dostaneme

412 5
P <4 x2+y2<45:4~125
nebo ekvivalentné
4z -y
Fla) =01 = | 5= —0‘ <45=c.

Pro libovolné kladné e tedy existuje 6 = § takové, Ze je splnéna podminka z

Definice 2.1. a funkce f(z,y) je tedy spojita v bodé [0, 0]. JAN

Véta 2.1. Funkce f je spojitda v bodé z* = [x},...,x}] prdvé tehdy, kdyZ ma v

tomto bodé vlastni limitu a plati:

lim f(z) = f(a").

r—x*

Dtikaz by se provedl analogicky jako v pripadé funkce jedné proménné, viz

napr. [16].

Veéta 2.2. Pro nasledugjici dvé podminky plati ekvivalence:
a) f je spojitd v xy vzhledem k mnoZiné A,

b) pro kaZdou posloupnost {x,,} C A, kterd konverquje k xq plati, Ze

lim f(2m) = f(xo)- (2)

m— 00

Dikaz 1ze nalézt napt. v [6].

Véta 2.3. Ezistuje-li konstanta ko > 0 takovad, Ze pro kazdy bod x € A plati

() = f(wo)| < ko p(x, o), (3)

pak je f spojitd v bod€ xo vzhledem k A.

Diikaz. Zvolime si libovolné ¢ z intervalu (0,00) a polozime 6 = =. Potom dle

*o
(3) pro libovolné x € A, které spliuje p(x,xo) < d bude |f(z) — f(zo)| < &, tj.
plati p(z, zg) <6 = |f(z) — f(zo)| <e. 0

13



Véta 2.4. Plati:
a) Jestlize je xo izolovany bod mnoZiny A, pak je f spojitd v xy vzhledem k A.
b) Necht Ay C A axy € Ay. Je-li [ spojitd v xy vzhledem k A, potom je f
spojitd v xqy 1 vzhledem k A;.
¢) Necht Ay C D, Ay C D,xg € A1 N Ay. Pak jsou ndsledujici podminky ekvi-

valentni:
e f je spojitda v xg vzhledem k A1 U A,,
o f je spojitd v x¢ vzhledem k Ay i vzhledem k As.

Diikaz. a) Jestlize je xq izolovany bod mnoziny A, pak jediny typ posloupnosti
bodt mnoziny A, kterd konverguje k zq je posloupnost {z,,}°°_;, pro kterou
existuje my € N takové, ze pro vSechna m € N, m > my plati x,, = z¢. Pro tuto
posloupnost je splnéno (2).

b) Vyplyva z Definice 2.1. Je-li pro kazdé x € A splnén vztah (1), pak plati i
pro kazdé z € A; C A.

c¢) Prvni tvrzeni implikuje dle vlastnosti b) druhé tvrzeni. Dokazme, Ze i druhé
tvrzeni implikuje to prvni. Necht tedy plati, Ze f je spojitd v xg vzhledem k A,
i vzhledem k A,. Poté dle Definice 2.1. ke kazdému e € (0, 00) existuji d1,d2 €
(0,00) tak, ze pro kazdé x € A; plati p(x,x¢) < 61 = |f(x) — f(x0)| < € a pro
kazdé x € Ay plati p(x, xg) < 92 = |f(z) — f(z0)| < e. Zvolime-li 6 = min{dy, o2}
pak pro kazdé x € A; U Ay plati (1). Timto jsme dokézali, Ze prvni tvrzeni
plati. O

Véta 2.5. (Operace s funkcemi). Necht jsou funkce f : D — R ah: D — R
spojité v bodé xqg vzhledem k mnozZiné A. Pak jsou v xq vzhledem k A spojité i
ndsledugici funkce f + h, f-h, mazx{f, h}, min{f, h}, |f| a funkce f/h, pokud
h(zo) # 0.

Diikaz. Necht {x,,}°, C A, z,, — xo. Potom dle Véty 2.1. plati (2) a také

lim h(z,,) = h(zo). Z vlastnosti limit ¢iselnych posloupnosti dostaneme
m—o0

lim (f +h) () = lim (f(zm) + h(zm)) = f(20) + h(xo) = (f + h)(z0).

m—r o0
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lim (f - h)(zm) = lm (f(zm) - h(zm)) = f(20) - h(xo) = (f - h)(xo).

m—o0 m—0o0
Stejnym zptisobem postupujeme i u zbyvajicich operaci. O

Priklad 2.2. Urcete, kde je dané funkce spojita

. o) = In(z? + y?)

arctan(e” vt — Yz z)

2 +y?+22-1

b) g(z,y,2) =

) h(z,y,z) =sgn((z —1)(y — 2)(z — 3)).
Reseni: a) Vzhledem k D(f) logaritmu musi platit, Ze 2® + y* > 0, tj. funkce
f neni spojitd v bodé [0,0]. Navic musi byt dle Véty 2.4. splnéna podminka
sin(x — y) # 0, tj.
r—yFk-mkel,

neboli

y#r—k-mkéeZ.

Funkce f je tedy spojitd na mnozing D(f) = {[z,y] e R®}|y #x — k-7, k € Z}.

-2

Obréazek 1: Body, v nichz neni funkce f(x,y) spojita.
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b) Vzhledem k defini¢nim obortim funkei arctan x, e* a /x, je ¢itatel definovan
pro vsechna [z,y, z] € R3. Jmenovatel se nesmi = 0, tj. musi platit, ze 2> + y* +
22 — 1 # 0. Funkce f je tedy spojitd v bodech splitujicich 2% + ¢ + 22 # 1, tj. v

bodech nelezicich na jednotkové kouli.

Obréazek 2: Jednotkova koule, na které neni funkce g(z,y, z) spojitéa.

c¢) Defini¢nim oborem funkce sgn = jsou vSechna redlné ¢isla. Funkce sgn x
neni spojita v bodé 0. Funkce h(z,y, z) = sgn((x — 1)(y — 2)(z — 3)) tedy neni
spojitd pro x = 1 nebo y = 2 nebo z = 3, [z,y, 2] € R3. A

Obréazek 3: Roviny = 1, y = 2, z = 3, na nichZ neni funkce h(z,y, z) spojita.
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2.2. Spojitost na mnoziné

Definice 2.2. Funkce f : D(f) C R*" — R se nazyva spojita na mnoziné A,
jestlize je spojita v kazdém bodé mnoziny A vzhledem k A. Je-li spojita na svém

defini¢nim oboru D(f), fekneme, Ze funkce f je spojitd.

Elementarni funkce n proménnych jsou spojité na svém defini¢énim oboru.

2.2.1. Funkce spojité na kompaktnich mnoZinach

Véta 2.6. Je-li [ spojita na kompaktni mnoziné A, pak je mnoZina f(A) také

kompaktni.

Diikaz. Zvolime si libovolnou posloupnost {b,}5°, C f(A) C R. Potom existuje
ke kazdému ¢&islu b, bod z,, € A takovy, ze f(z,) = b,. Protoze je A kompaktni,
muizeme z posloupnosti {z,, }7° ; vybrat podposloupnost {z,, }32,, kterd ma limitu
x € A. Ze spojitosti funkce f vyplyva, ze leIgO f(xn,) = f(z) € f(A). Tedy lze
vybrat z posloupnosti {b, }2°; podposloupnost {b,, }7°, = {f(xn, )}, ktera ma
limitu f(z) € f(A). Tim jsme dokazali, ze f(A) je kompaktni. O

Véta 2.7. (Weierstrassova) Necht je funkce f spojita na kompaktni mnoZiné A.
Pak funkce f nabyvd na A své nejmensi a nejuétsi hodnoty.

Diikaz. Mnozina A je kompaktni, pravé kdyz je uzaviena a omezena. Z této vlast-
nosti plyne, Ze f(A) je omezend a uzaviend v R. Kazda neprazdnd mnozina real-
nych c¢isel, ktera je omezend a uzaviend, obsahuje své supremum a infimum. Proto
také f(A) musi obsahovat své supremum a infimum. To znamen4, Ze existuji dva

body B, C € A s vlastnosti

sup f(A) = max f(A) = f(B), inf f(A) =min f(A) = f(C),

tj. funkce f nabyva svého minima v bodé C' a svého maxima v bodé B. O]

2.2.2. Funkce spojité na souvislych mnozinach

Definice 2.3. Necht M C R” je neprazdna mnozina. Rekneme, ze body C, D €

M lze spojit cestou lezici v M, jestlize existuji a,b € R a spojité zobrazeni
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® : [a,b] — M takové, ze ®(a) = C a ®(b) = D. Mnozinu ®([a, b]) spojujici C' a

D nazyvame cesta.

Definice 2.4. Neprazdna mnozina M C R", v niz lze dva jeji libovolné body

spojit cestou lezici v M, se nazyva souwvisla.

Priklad 2.3. Intervaly v mnoziné R jsou souvislé mnoziny. Specialné je souvisla
mnozina R. Staci kdyz si zvolime identickou funkci ¢ : R — R, ¢(t) = t. Pak pro
libovolna reélna a, b je |p(a) — @(b)| = 1-|a —b|. Tedy dle Véty 2.3. je ¢ spojita.
Déle plati ¢([a, b]) = [a,b] a p(a) = a, ¢(b) = b. Z toho plyne, Ze ¢([a, b]) je cesta

spojujici a, b a lezici v R. A
¥
¥ \
# o — M
[+ 70 N
{ ."I i ! 1
| f f 'I |
| !'lf \ + { |
1‘- LY i !
\ \1_ \\‘_ g !
\x -'\ B .-"'.l
e v
Ty kil
o L L
X

Obrazek 4: Souvisld mnozina M, M C R
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3. Souvislost mezi spojitosti a limitou

Treti kapitola je vénovana limitam funkci vice proménnych, metodam jejich
vypoctu a jak lze pomoci limit funkei urcit spojitost funkce.

Kapitola byla sepsana pomoci nasledujicich zdroju [1], [2], [3], [4], [6], [8], [9],
[10], [11], [12] a [15].

Definice 3.1. Necht f: D(f) C R® — R, A symbolem D(f) a necht xy C R" je
hromadny bod mnoziny A. Rekneme, Ze realné ¢islo ¢ je limitou funkce f v bodé

xo vzhledem k A, jestlize
Ve>0 39 >0:Ver € A spliujici 0 < p(x,z0) <d plati |f(z) —c| <e.

Zapisujeme:

lim f(z)=c

I*}.’I)O
Je-li A = D, iikdme, ze f ma v z( limitu c.
Uvedena definice limity popisuje vlastni limitu ¢ ve vlastnim bodé zy. Tuto
definici lze modifikovat tak, aby zahrnovala vsechny typy limit, tj. vlastni ¢i

nevlastni limitu ¢ ve vlastnim nebo nevlastnim bodé.

Definice 3.2. Rekneme, 7e funkce f : D(f) C R® — R (n > 1) ma limitu
¢, ¢ € R* kde R* je mnozina redlnych c¢isel rozsifend o +0o0 a —oo, v bodé
o € (R*)", jestlize ke kazdému okoli U(c) bodu ¢ existuje redukované okoli

U*(x) bodu zy takové, Ze pro kazdy bod x € U*(xo) N D(f) plati f(x) € U(c).

Hlavni rozdil mezi limitou funkce jedné proménné a limitou funkce vice pro-
ménnych je v priblizovani se k bodu zy. U funkce jedné proménné se k bodu
ro mizeme blizit pouze po primce, tj. pouze zleva nebo zprava. To znamena, ze
funkce ma v daném bodé limitu, existuji-li obé jednostranné limity a ty se sobé
rovnaji. U funkce dvou a vice proménnych je téchto moznosti jak se mizeme k
danému bodu blizit nekone¢né mnoho, napi. po primkach, parabolach ¢i obec-
nych mnozinach. Z definice limity v daném bodé plyne, Ze nezalezi na cesté, po
které se k danému bodu blizime. Dostaneme-li pro rtizné cesty rtizné hodnoty

limity, znamena to, Ze limita v daném bodé neexistuje.
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3.1. Véty o limitach funkci
V nasledujicich vétach budeme predpokladat, ze © = [z1,...,x,].

Véta 3.1. Necht lim f(z) = 0 a je-li funkce g omezend v néjakém redukova-
Tr—x0

ném okoli bodu xo (. existuje-li konstanta K > 0 tak, Ze |g(x)| < K v tomto
redukovaném okoli). Pak

lim f(x)g(z)=0.

T—T0

Véta 3.2. (O limité ti1 funkci) Necht f(z) < h(x) < g(x) v néjakém redukova-

ném okoli bodu xq a plati

lim f(z) = lim g(z) =c.

T—T0 T—T0

Potom

lim h(z) =c.

T—T0

Pfiklad 3.1. Limita

) 4 1
lim 2% -cos 1
(z,5)—(0,0) 2 + |y

lze vyresit napt. nasledujicimi dvéma zptisoby:
a) vétou o limité t¥i funkci
b) vétou 3.1.
Reseni: a) Funkce cos z nabyvéa hodnoty z intervalu < —1,1 >, mtizeme tedy

psat

1
22+ |y|

1< Cos( ) <1  pro[z,y] #10,0].

yraz vynasobime x rzime:
Vira asobime z* a obd e

1
—zt < x* - cos (—) < .
z? + |y

Daéle dostaneme nerovnost

1
lim —z*=0<2z* cos (2—) < lim z*=0
(,9)—(0,0) z2 + |y| (@,y)—(0,0)
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z které dle Véty 3.2. plyne, ze

1
lim z*- cos (2—> =0
(2,9)—(0.,0) 2 + |y

b) Protoze je limita

liné x* = 0 a funkce cos (#Iyl) je omezena na kazdém redukovaném okoli bodu
T—r

[0, 0], bude dle tvrzeni Véty 3.1. piivodni limita

oo ()
lim 2% -cos T =0
(2,5)—(0,0) % + |y

Véta 3.3. Necht

lim f(z) = ¢, lim g(z) = ¢
r—x0 T—T0o

a c1,co € R. Potom pro kaZdé a,aq,as € R plati

lima- f(x) =a-c,
T—T0

lim (a; - f(x) +ag-g(x)) = a1 - ¢+ ag - ca,

T—TQ

lim (f(z) - g(2)) = c1 - co.

T—T0

Jestlize co # 0, pak
flz) _a

lim ——= = —.
a>w0 g(2)  Ca
Dikazy vyse uvedenych vét jsou analogické jako u funkce jedné proménné,

které 1ze najit napiiklad v [10].

3.2. Vypocet limit pro funkce dvou a t¥i proménnych

P1i pocitani limit funkci jedné proménné mame k dispozici k vypoctu tzv. ne-
ur¢itych vyrazi, tj. napf. limit typu %, >, I'Hospitalovo pravidlo. U funkci dvou
a vice proménnych zadné takové pravidlo neni, proto je pocitani limit obtiznéjsi
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a v pripadé neurcitych vyrazi pouzivame rtznych tprav funkénich predpist. Pri
vysetfovani dvojné limity u funkci dvou proménnych lze vyuzit i tzv. dvojnasobné
limity (postupné, opakované). V tomto pfipadé se pohybujeme po lomenych ¢a-

rach, které jsou vzdy z Casti rovnobézné s jednou ze soutadnicovych os.

c1 = lim (lim f(z,v))

T—T0 Y—Yo

¢ = lim (lim f(z,y))

Y—Yyo T—TQ

Existuje-li limita  lim  f(z,y) = c a také limity ¢; a ¢o, pak ¢ = ¢; = cs.
(z,y)—(wo,y0)

P1i vypoctu postupujeme tak, ze si zvolime jednu proménnou, napt. x a druhou
pak povazujeme za konstantu. Takto dostavame limitu funkce jedné proménné,
funkci zavisejici pouze na x. Stejny postup provedeme i v opacném potadi. Dal-
$im zptisobem jak prevést dvojnou limitu na limitu funkce jedné proménné je
uzitim poldrnich souradnic. Pomoci polarnich souradnic pii vypoctu limity vyset-
fujeme chovéani funkce f v okoli bodu [zg, yo] na ptimkach se smérovym vektorem
(cos g, sin ). Vyjde-li limita nezavisle na thlu ¢, jedna se pouze o nutnou pod-
minku pro existenci limity v bodé [z, yo|, protoze pro jiny zpusob pfibliZzovani,

napf. po parabolach, se mize stat, ze obdrzime zcela odlisny vysledek.

Véta 3.4. Funkce f md v bodé [z, yo| limitu rovnu c, existuje-li nezapornd funkce

g: <0,00) = < 0,00) splriujici lim+ g(p) = 0 takovd, Ze
p—0

| f (o + pcos g, yo + psing) — ¢ < g(p)

pro kazdé ¢ € < 0,21 > a dostatecne mala p > 0.

Jestlize po transformaci do poldrnich souradnic plati

lim  f(x,y) = lim h(p)g(y)

(z,y)—(z0,y0) p—0F

kde lim h(p) =0 a funkce g(v) je omezend pro p € < 0,21 >, potom

p—0t

lim  f(z,y) =0.

(@,y)=(z0,y0)
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Diikaz. Protoze lim+ g(p) = 0, ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro
p—0

0<p<dijeg(p) <e,tj.
|f(zo + peosp,yo + psing) —c| < g(p) <e.
To znamend, ze pro [z,y| z redukovaného kruhového ¢ - okoli bodu [zg,yo] je

|f(z,y) — c| < e, coz je pravé definice vztahu lim  f(z,y) =c. ]
(z,y)—(z0,y0)

Vyse uvedend véta udava podminku, ze které je nezavislost limity na ¢ po

transformaci do polarnich soutradnic i postacujici pro existenci limity.

e [x,y]

Obrazek 5: Polarni souradnice.

Podobné jako u vypoctu limity funkce dvou proménnych pomoci transfor-
mace do polarnich soufadnic, pouzivame k vypoctu limity funkce t¥i proménnych

transformaci do sférickych souradnic.
xr —xg=pcosesind, y—yy=psinpsiny, z— zyg= pcosv,

kde p je vzdalenost bodu [z, o, 20| a [z,y, 2], ¥ je thel svirajici spojnice téchto
bodt s kladnym smérem osy z a ¢ je thel, ktery svird priimét spojnic do pod-
stavné roviny (rovina obsahujici osy z, y) s kladnym smérem osy x. Vyjde-li po

zavedeni sférickych soutadnic vyraz zavisejici na ¢ nebo 1, pak limita neexistuje.
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¢ X

Obrazek 6: Sférické soufadnice.

V nékterych pripadech je vyhodné k Setfeni existence limity nasledujici véta,

ktera se v literatufe nékdy uvadi jako definice limity (tzv. Heineho definice).

Vé&ta 3.5. Necht je ddna funkce f : R? — R a necht [zq, yo] je hromadngm bodem
defini¢éniho oboru D(f). Funkce f md v tomto bodé limitu ¢, jestlize pro kaZdou
posloupnost bodi {[xn, yn]}, kde [, yn] # [0, yo] pro velkd n, které konverguji k
bodu [xg,yo] md posloupnost {f(xn,yn)} limitu c.

Diikaz Véty 3.5. je v podstaté stejny jako u funkce jedné proménné, napt. viz

9].

Priklad 3.2. Zjistéte, je-li funkce definovana predpisem

zy>
f([E y) — m pro [ar,y] 7é [070]
’ 0 pro[z,y]=[0,0]
spojita v bodé [0, 0].
Reseni: Postupné limity se rovnaji nule, proto musime zvolit jiny zpfisob vy-
poctu limity a to napf. metodu svazku parabol. Zavedeme substituci y = ¢(x),

tedy y = k% - 22.

. T - y? . x- k- x? k?
c= im  ———— = lim = :
z—0,y=k222 xr3 + Sy?’ -0 3 + 3k53$3 1+ 3]{33
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Protoze limita ¢ je z&visld na parametru k, limita funkce f v bodé [0, 0] neexistuje

a tudiz f neni v tomto bodé spojita. A

0.0004
0.0002

-0.0002
-0.0004
0.3

Obréazek 7: Graf funkce f(x,y) = ey

x343y3

Priklad 3.3. Zjistéte, je-li funkce definovanéd predpisem

- f2+5y;2 pro [z,y] # [0, 0]
f(z,y) = {8 " pro [z,y] = [0, 0]

spojita v bodé [0, 0].
Reseni: K vysetieni limity pouZijeme metodu polarnich soufadnic. Zavedeme

substituci © = pcos p, y = psin g, tedy

23 + 5y , p®-cos®p+5-p°-sin®p

lim ———F— = lim =
(@)—(0,0) 372 + 3y%  p>0+ 3+ p2-cos? o + 3 - p2 -sin’ p

b p- (cos® o +5-sin® p)

=0
p—0+t 3

dle véty 3.4., protoze

3 Cwnd
(cos® ¢ + 5 - sin gp)§2 o lim p = 0.
3 p—0F

Z toho vyplyva, ze funkce f je v bodé [0, 0] spojité. JAN
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Priklad 3.4. Zjistéte, pro jaké a € R je funkce definované predpisem

ooy = L@ y?) pro [z,y] #(0,0]
fe.) { pro [z, ] = [0,0]

spojita v bodé [0, 0].
Reseni: Vipodet provedeme pomoci transformace do polarnich soutradnic:

li 2 2\z? li 2 2 02 VPP cos o
(x,y)lil}o,m(x +y°) i, [p°(cos™ p + sin"p)]

. 2 cog2 . 2 a2
— lim (p2)p R €2p cos golnp.
p—0F p—0t

Posledni krok jsme provedli dle poznatku:
f=u"=e" =e’m"  pro kazdé f,u > 0.

Nyni vypocitame hodnotu limity v exponentu. Pii vypoctu uzijeme 1‘Hospitalovo

pravidlo:
2 cos? vl 2 cos? ot
lim (2p? cos® ¢ Inp) = lim M = - \§| = lim ——L =
p—0+ p—0+ el o0 p—0t (—Z)p_
2 3 2
— lim 2% _ i —p?cos®p =0,
p—0t —2p p—0t

protoze jsou splnény vsSechny predpoklady Véty 3.4.

Po nésledném dosazeni do ptivodni limity dospéjeme k vysledku:

lim (2% + 2ye? _ o0 — 1.
(:v7y)—>(0,0)( v)

Funkce f(x,y) je tedy v bodé [0, 0] spojita, pokud a = 1. A

Priklad 3.5. Zjistéte, je-li funkce definovanéd predpisem

oy, 2) = 4 @ Pro [v:,2] #1(0,0,0)
o 0 pro [xayaz]:

spojita v bodé [0, 0, 0].
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Reseni: K vypoctu pouzijeme transformaci do sférickych soutadnic:

. y—2 ~ bm p?sin? psin? ¥ _
(@2,2)—(000) (22 + 32 + 22)  p=0+ p2(cos? psin® O + sin® psin® I + cos20))

) Sin2gpsin219 ) .9 .9
= lim ————— = lim sin” psin .
p—0t sin“ J + cos?2y  p—0t

Protoze je vysledny vyraz zavisly na thlech ¢, 9, limita neexistuje a tudiz funkce

f(z,y,2) neni v bodé [0, 0, 0] spojita. A
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4. Souvislost mezi spojitosti a parcialnimi deri-
vacemi

Nésledujici kapitola se zaméruje na parciadlni a smérové derivace a na jejich
propojeni s limitou a spojitosti funkce.

V celé kapitole predpokladame, ze D(f) je oteviend mnozina v R, x € D(f),
a € V(R™), kde V(R") je vektorovy prostor dimenze n nad R.

Kapitola byla sepsana pomoci zdroju [1], [2], [3], [6] a [14].

4.1. Smérové a parcialni derivace

Definice 4.1. Jestlize existuje limita

lim f(ZL‘ + t&) - f(x) — fa(x)7

t—0 t

pak tuto limitu nazyvame smérovou derivaci (pruniho vddu) funkce f v bodé x

dle vektoru a. Je-li || e ||= 1, mluvime tak o smérové derivaci ve sméru c.

Uvazujme standardni bazi ve vektorovém prostoru V (R™), kterou tvoii vektory
€1,...,6n, kde e; = (1,0,...,0),...,¢e, = (0,...,0,1), tj. e; je vektor, ktery ma
vSechny své soutradnice rovny nule s vyjimkou i-té soutadnice, ta je rovna 1.
Vektory ey, ..., e, se nazyvaji vektory jednotkové. Smérové derivace vici témto
jednotkovym vektoriim v uvedené bazi udavaji, jak je dana funkce zavisla na

jednotlivych proménnych.

Definice 4.2. Nechf mé funkce f v bodé x smérové derivace ve sméru jednotko-
vych vektortie;, 2 = 1, ..., n, pak se tyto derivace nazyvaji parcidalnimi derivacems

funkce f v bodée x podle promenné x;. Znacime:

of )
x) nebo f,. (x).
5-(@) ncbo £, (2)
Poznamka 4.1. Pro zvolené i € 1,...,n budeme predpokladat, Ze jsou vSechny
proménné xi,...,x, fixované s vyjimkou xz;. Uvazujme g(z;) = f(x1,...,2,),
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potom plati:

of , o, .. flxt+te)— f(x)
axz(‘r) _fei(‘r) _,151_{% n -
lim flo,. o g, i+t mi, o x) — f(T1,.0 @) _
t—0 t
_glri+t)—g(z) dg, .
iy S0 I 0 — g ),

to znamena, ze parcialni derivace funkce f je shodna s obycejnou derivaci funkce
g. Z vyse uvedeného tedy vyplyva metoda vypoctu parcialnich derivaci. Parcialni
of

derivaci %(x) vypocitame jako obycejnou derivaci funkce f podle proménné x;

a ostatni proménné, které jsou rizné od x;, povazujeme za konstanty.

V pripadé funkci jedné proménné plati, ze ma-li funkce v bodé vlastni deri-
vaci, pak je v tomto bodé i spojita. O tom, zZe obdobné tvrzeni v pripadé funkci
vice proménnych a parcialnich derivaci neplati, se presvéd¢ime na nasledujicim

prikladu.
Priklad 4.1. Funkce definované predpisem

a#0proxy-xy---x, =0

fion o=

jinak
ma v bodé [0,0,...,0] vSechny parcidlni derivace vlastni (rovny 0) a pfesto zde
funkce neni spojita, protoze f(0,0,...,0) = a a v kazdém okoli kolem pocatku

lze nalézt body, v niz ma f funkcni hodnotu rovnu 0. Parcialni derivace totiz
charakterizuji chovani funkce pouze ve smérech rovnobéznych se souradnicovymi

osami. A

Véta 4.1. (O stredni hodnoté) Necht je v C R"™ otevieny interval (viz Poznamka
4.2.) a necht funkce f : v — R md vdechny parcialni derivace v libovolném
bodé z ~y. Pak existuji ¢isla 01, . ..,0, z intervalu (0,1) k bodim x = [xq, ..., z,),

Yy =1[y1,...,Yn € takovd, Ze

fly) = f(z) = Z(yz - x’)ﬁ_xz(Q’)’ (4)



kde
Qi= 1, Yim1, T +0;(yi — ), Tig1, .., Tn) €7y, 1=1,...,n.
Dikaz véty lze najit napiiklad v [6].
Poznamka 4.2. Otevienym intervalem v C R"” rozumime mnozinu
vy=Alr1, ...,z €ER" 1ay <y < by, a0, < zp < byl (5)

kde ay,...,a, a by,...,b, jsou pevna realna cisla splnujici a; < b; pro kazdé
1=1...n.

Véta 4.2. Md-li funkce f v libovolném bodé x € D(f) vSechny své parcidlni
deriwace a ezistuje-li ¢ € (0,00) takové, Ze

| o
(’hi

(x) |[<e¢ prokazdé x € D(f), i=1,...n, (6)

potom je f na D(f) spojitd.

Diikaz. Mé&jme libovolné pevné x = [z1,...,x,] z D(f). ProtoZe je D(f) oteviena
mnozina, existuje r > 0 tak, ze oteviena koule se stifedem v bodé = a polomérem

r k(z,r) C D(f). Necht mnozina
Y= {y=ly1--- ] ER: |yi — i <%,i:1,...,n}, (7)

pak dle (5) je 7y interval, ktery je otevieny a plati = € v C k(z,r). Nasledné pro
libovolny bod y € v dostaneme podle vztahu (6) a Véty 4.1.

n 6 n
W)~ F@] =1 3~ ) 2@ |< €D by — ] ©
i=1 ! i=1
Z vyse uvedeného plyne lim |f(y) — f(z)[ = 0. Dle ekvivalence
lim f(z) =0 lim |£(z)] =0 je lim f(y) = f(2) (9)

Pro dostatecné velkd m kazdéa posloupnost {x,,}>_; C D(f), xm — xo spliuje,

7e X, € 7, proto dle Definice 3.1. plati lim f(y) = f(z). Funkce f je tedy spojita
Yy—x

v z. Protoze je = libovolné, je f spojitd na D(f). O
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5. Stejnomérna spojitost

Posledni kapitola je zaméfena na stejnomérnou spojitost funkce a jeji souvis-
lost se spojitosti.

P¥i vypracovani kapitoly byly pouzity zdroje [3], [6].

Definice 5.1. Necht pro kazdé dvé posloupnosti {x,, }>°_;, {ym}>°_; C A plati:

lim p(p,ym) =0 = lm |f(z,) — f(ym)| =0, (10)

m—00 m—0o0
pak se funkce f nazyva stejnomeérné spojita na A.
Véta 5.1. Jestlize je funkce f stejnomeérné spojitd na mnoziné A, potom je f na
A spojita.
Diikaz. Uvazujme funkci f, kterd je stejnomérné spojitda na A. Zvolime si libo-
volnou posloupnost {x,,}>°_; C A a libovolny bod x z A a polozime y,, = x pro
kazdé m € N. Nésledné z vyse uvedeného vztahu (10) dostavame

lim p(zy,,z) =0 = lim |f(x,)— f(z)] =0.

m—r0o0 m—ro0

Podle vztahu (2) z Véty 2.2. to znamen4, Ze je f vzhledem k A spojitad v bodé x.
Spojitost f na A vyplyva z libovolnosti z. m

O tom, Ze opacna implikace neplati, se presvéd¢ime na nasledujicim prikladu.

Pfiklad 5.1. Necht f : R*> — R je ddna vztahem f(z,y) = 2 + y3. Polozme
A = R2. Funkee f je spojitd na A, protoze je f polynom v R?. Nyni si ukdZzeme, Ze
f neni na A spojitéd stejnomérné. V mnoziné A si zvolime posloupnosti {z, }>°_,,

{ym}oo_, takto: z,, = (m+ =, m) a y,, = (m, m) pro m € N. Pak

1 1
lim p(zp,Ym) = lim \/(m—{— — —m)? 4+ (m—m)?= lim — =0.
m—00 m—00 m

m—o0 M,
Dale pro
1
flxn) = (m+ E)a +m* a flym) =m>+m?
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je
3 1

) = Flgm)| = On+ =) = =3+ =+

Protoze lim |f(z,,) — f(ym)| = oo, neni splnéna podminka (10) a tedy funkce f
—00

m

neni na A stejnomérné spojita. A

Véta 5.2. Nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
a) funkce f je na mnoziné A stejnomérné spojitd,
b) pro kaZdé ¢ z intervalu (0, 00) existuje § z intervalu (0,00) takové, Ze kaZdé

dva body x,y € A splnuji
plz,y) <6 = |f(z) - fly)l <e (11)
Dikaz Véty 5.2. lze najit napiiklad v [6].

Poznamka 5.1. Uvazujme, Ze f je na mnoziné A spojita, tj. v libovolném bodé

x € A je f spojita vzhledem k A. Z Definice 2.1. plyne, zZe
p(x,z0) <0 = |[f(z) = f(zo)| <e
je ekvivalentni s podminkou
Ve>0 Vee A 30 >0 Yye A: plati (11). (12)

Nyni uvazujme, zZe je f stejnomérné spojita na A. Podle Véty 5.2. mizeme tuto

podminku ekvivalentné zapsat ve tvaru
Ve>0 30>0 Vre A Yye A: plati (11). (13)

Je vidét, ze podminka spojitosti (12) je odlisna od podminky stejnomérné spoji-
tosti (13) pouze pofadim kvantifikitort 30 > 0 a Vo € A. Ve vztahu (12) je ¢islo

d zévislé na ¢ a x, zatimco ve vztahu (13) zavisi 0 jen na €.

Véta 5.3. Necht [ je spojitd na kompakini mnoZiné A. Potom je funkce f na A

stejnomeérné spojitd .
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Diikaz. Necht je mnozina A kompaktni a necht f je spojitd na A. Dukaz této
véty provedeme sporem. Budeme tedy predpokladat, Ze funkce f neni na A stej-
nomérné spojita. Tzn., ze existuji dvé posloupnosti {z,,}5°, a {y,}>2, v A, které

maji nasledujici vlastnost
p(Tn,yn) — 0 a piitom |f(z,) — f(yn)| -+ 0 pro n — oco.

Potom existuje € > 0 a vybrané podposloupnosti {z,, }7°; a {y,, }32; pro které

plati
1 ..
p<xnk7ynk) < E a prltom |f(xnk) - f(y”k)| > pro ny € N.

Protoze je A kompaktni, lze vybrat {z,, }3>, tak, ze klim T, = To € A.
—00

Pak je
1
0 S 10<x07ynk) S /)(5507$nk) + p<xnk>ynk) < P(ZUOaxnk) + E?

tedy klim Yn, = To. Ze spojitosti funkce f plyne
— 00

klim f(zn,) = lim f(yn,) = f(wo).
—00 k—o0
Dostaneme tedy

0< &< Jim |f(n) = F(n)| < Jim [£(n,) = f )] + Jim | (w0) = fym,)| =0,

k—o0

spor. ]

Poznamka 5.2. Spojitost na kompaktnich mnozinach (tj. uzavienych a omeze-

nych) v R™ je ekvivalentni se stejnomérnou spojitosti.
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Zavér

Cilem mé bakalafské prace bylo vytvorit uceleny pohled na jeden z dilezi-
tych pojmi matematické analyzy - na spojitost funkci vice proménnych. V praci
se Ctenal muze blize seznamit se spojitosti funkci vice proménnych a jeji sou-
vislosti s dalsimi slozkami diferencialniho poc¢tu funkci vice proménnych. Prace
obsahuje zakladni definice, véty a vlastnosti spojitych funkci a je obohacena o
fadu prikladi.

Psani této prace mi prohloubilo mé znalosti tykajici se spojitosti, limity a
derivaci funkci vice proménnych. Naucila jsem se pracovat s typografickym pro-
gramem KETEX, ktery mi pfi sézeni slozitych matematickych vzorct praci velmi
usnadnil. Déle jsem se naucila pii tvorbé obrazki pracovat s matematickym pro-
gramem Maple 7 a programem AutoCad a vyzkousela jsem si i praci s cizojazyc-
nou odbornou literaturou.

Doufam, zZe jsem c¢tenafe praci zaujala a ze sili, které jsem do prace vlozila,

mi bude pfinosem do budoucnosti.
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