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Uvod

Od pocatku civilizace byla matematika jednim z klicovych nastrojt, kterymi lidstvo
zkoumalo a popisovalo svét kolem sebe. Staroveéké tfecké civilizace, s jejich netnavnym
dirazem na logiku a racionalni mysleni, ptedstavuji zasadni milnik v historii matematiky. Prave

zde byly polozeny zaklady pro mnohé aspekty moderni matematiky.

Tato prace se zaméiuje na pet klasickych problémi antické fecké matematiky, zndmych
jako kvadratura kruhu, trisekce thlu, zdvojeni krychle, rektifikace kruznice a sestrojeni
pravidelnych mnohouhelnikti. Tyto problémy, které byly povazovany za nerozlu¢nou soucast
fecké matematiky, vedly k vyznamnym pokrokim v oblasti geometrie a algebraickych rovnic,

ale také k tvorbé celého nového oboru matematiky, a to teorie ¢isel.

I pfes svou zdanlivou jednoduchost tyto ulohy ptedstavuji zahady, které pretrvavaji
tisice let. Redeni téchto uloh ziistalo mimo dosah kvili omezenim na pouZiti pouze pravitka

a kruzitka, coz byly jediné nastroje povolené v eukleidovské geometrii.

Cilem prace je detailné prozkoumat kazdy z téchto problému a také sledovat historii
jejich feSeni a neuspéchii pfi pokusu o jejich feSeni. Zaroven prace analyzuje dopad téchto
problémil na vyvoj matematiky a to, jak vedly k objeviim a pokrokiim, které pfetrvavaji dodnes.
Takto poskytuje uceleny pohled na dulezitost a vliv téchto péti problému, které vyznamné

ovlivnily vyvoj matematiky jako discipliny.

Ve snaze pochopit tyto problémy v plném kontextu, prace také zkouma feseni a pokusy
o feSeni, které ptekracuji hranice eukleidovské geometrie, a to s pouzitim modernich

matematickych néstroji a konceptu.

Nakonec, zatimco tyto problémy zlstavaji nerozieSitelné za danych eukleidovskych
podminek, jsou v pribéhu staleti znovu a znovu prozkoumavany. Proto tato prace nejen ze
poskytuje pohled do minulosti a do vyvoje matematiky, ale také nahlizi do budoucnosti, kde

tato staroveka zahada stale inspiruje nové generace matematikl k dalsimu badani.



1 Anticka matematika

Rozvoj matematiky v Antickém Recku zapocal kolem Sestého stoleti pfed nasim
letopoétem. Béhem tohoto obdobi se v Recku objevilo mnoho vyznamnych matematikd, ktefi

ptispéli k rozvoji matematického mysleni a vytvoftili zaklady mnoha matematickych disciplin.

Piedstavitelé tzv. piedplatonovské matematiky, mezi néz se fadi Thales z Milétu ¢i
Pythagoras a jeho skola, se zabyvali studiem geometrie a Cisly. Thales je povazovan za prvniho
feckého matematika, ktery pfinesl geometrii do Recka a vytvofil zéklady geometrického
mysleni. Pfisuzuje se mu vypocet vysky pyramidy a odhad vzdalenosti lodé¢ od biehu, kde

vyuzil podobnost trojithelniki. *

Pythagoras a jeho Z4ci jsou znami pro Pythagorovu vétu, ktera tikd, ze v pravothlém
trojihelniku je soucet druhych odmocnin délek odvésen roven druhé odmocning délky ptepony.
Diky jeho objevu nesouméfitelnosti doslo ke vzniku fecké geometrické algebry. To, Ze nelze
¢iselné vyjadiit hodnotu va, aviak geometricky to mozné je, vedlo k myslence, Ze jakykoliv
matematicky problém je mozné vyteSit pomoci geometrie. Avsak jak dochazelo k rozvoji

matematiky, tak se objevovaly problémy, které nebylo mozné vyfesit jen s pomoci geometrie.?

Platon, ktery zil ve 4. stoleti pf. n. 1., upfednostiioval geometrii a matematiku v rameci

sv¢ filosofie a vidé€l v ni dilezity prostfedek k poznani reality.

ey

Euklides, Zijici ve 3. stoleti pf. n. 1., napsal knihu Zaklady, ktera se stala podkladem
matematického vzdélani po mnoho stoleti. Tato kniha obsahovala axiomatizaci geometrie
a vysvétlovala zakladni principy a véty, jako je definice bodu, pfimky, roviny a thlu a dalsi

vlastnosti geometrickych utvard.

Dalsi vyznamny matematik byl Archimedes, ktery ptisobil ve 3. stoleti pf. n. 1. Zabyval
se geometrii, aritmetikou a matematickou fyzikou. Jeho pfinosy zahrnovaly objevy v oblasti

ploch a objemil, vypocty hodnoty m a vynalezy matematickych nastroj.

Antickd matematika pokracovala v dalSich stoletich aZz do konce starovéku, a to
prostiednictvim dalSich matematikt jako Pappus z Alexandrie a Diofantos z Alexandrie. Jejich

piispévky rozsifily oblasti jako je geometrie, teorie Cisel a algebra.

1 STRUIK, Dirk J. Dé&jiny matematiky.
2 HERRMANN, Dietmar. Ancient Mathematics.



Celkové lze Fici, Ze antické Recko hralo kli¢ovou roli ve vyvoji matematiky a vytvofilo
zaklady, které ovlivnily matematické mysleni a discipliny az do soucasnosti. Myslenky z tohoto

obdobi jsou stale studovany a ovliviiuji moderni matematiku.

1.1 Pétaloh

Pojmem klasické ulohy fecké matematiky se oznacuje pét uloh, které byly definovany
jiz v patém stoleti pred nasim letopoctem. Jedna se o kvadraturu kruhu, trisekei uhlu, zdvojeni
krychle, rektifikaci kruznice a sestrojeni pravidelnych n-thelnikt. Vice jak dva tisice let se je
matematikové snazili vytesit, avSak marn€. Az v devatenactém stoleti bylo dokazéano, ze tyto

tilohy za danych podminek vyfesit nelze.?

Diivody vzniku

Ur¢ité je na misté se zeptat, Co vedlo k vzniku téchto péti tloh. Pro nalezeni odpovédi
musime zohlednit historicky kontext a vyvoj matematiky v dané dob&. Po objeveni
nesouméfitelnosti useéek v 5. stoleti p. n. 1. doglo k tzv. prvni matematické krizi. Rekové vidéli
feSeni v prechodu od aritmetiky k geometrii. Hodnoty nejsou jiz vnimény jako Cisla, ale jako
délky, plochy a objemy, které jsou reprezentovany useckami, ¢tverci a krychlemi. Tento pohled
na matematiku je nékdy také oznacovan jako fecka geometricka algebra. Pracovat s témito

veli¢inami pak znamen4 provadét geometrickou konstrukci pomoci pravitka a kruzitka.*

Jednorozmérné veli¢iny, reprezentované tiseCkami, je snadné scitat a odecitat, stejné tak
vytvaret jejich nasobky nebo je délit na libovolny pocet Casti. Problém vsak nastava, kdyz
chceme takto vyjadrit délku néjaké kiivky. Zékladni a jisté i nejjednodussi takovy objekt je
kruznice. Vyjadieni jeji délky pomoci usecky pak ov§em neni nic jiného nez tloha o0 kvadratute

kruhu.®

3 KOLMAN, Arnost. Déjiny matematiky ve starovéku.
4 STRUIK, Dirk J. Déjiny matematiky.
> HERRMANN, Dietmar. Ancient Mathematics.
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Dvojrozmérné veli¢iny jsou reprezentovany plochami ¢tverct. I s nimi lze provadét
zakladni operace. Pomoci Pythagorovy véty je miizeme scitat i odecCitat. Také je snadné
libovolny n-uhelnik pievést na ¢tverec o stejném obsahu. AvSak opét narazime u kiivocarych

ttvart. Pfevedeni kruhu na &tverec odpovida tloze o kvadratuie kruhu.®

U trojrozmérnych veli¢in nastane problém hned pfi séitani. Zakladni operace, tedy

s¢itani dvou jednotkovych krychli, je pak tlohou o zdvojeni krychle.

Co se tyce uhli, je snadné je scitat a odecitat, dokonce vytvéaret jejich ptfirozené nasobky.
Délit je 1ze bez problémil na polovinu. Avsak snaha o rozdéleni thlu na tfi stejné Casti vedla

ke zformulovani tlohy o trisekci thlu.

Téchto pét klasickych uloh tedy pravdépodobné vzniklo z ne¢kolika divodu. Nekteré
mohly vzniknout z praktickych potieb. Napftiklad, duplikace krychle mohla byt motivovana
potiebou zdvojnasobit objem daného objektu. Recka kultura také ocefiovala intelektualni usili
a logické mysleni, a tyto Glohy piedstavovaly vyznamné intelektudlni vyzvy. Navic ocenovalo
I symetrii a harmonii, coz se odrazelo v téchto matematickych problémech. Napiiklad
kvadratura kruhu byla pokusem najit harmonii mezi nejzakladnéj$imi formami — kruhem
a ¢tvercem. Nekteré z téchto uloh mohly vzniknout z filosofickych divodi. Naptiklad trisekce

thlu mohla odrazet fecky zajem o trichotomii, coZ je rozdéleni celku na tfi stejné ¢asti. ’

Strucny popis tloh

U kvadratury kruhu je cilem této tlohy najit metodu pro konstrukci ¢tverce se stejnou

plochou jako ma dany kruh.
Pti trisekci tthlu hledame uhel tfetinové velikosti k piivodnimu libovolné velkému tihlu.

Zdvojeni krychle neboli duplicita krychle oznacuje obecnou konstrukci, pomoci které

sestrojime krychli 0 dvojnasobném objemu oproti ptivodni libovolné krychli.

Rektifikace kruznice prezentuje sestrojeni usecky o délce dané kruznice, tedy pievedeni

kruznice na usecku.

6 HERRMANN, Dietmar. Ancient Mathematics.
"BECVAR, J. a E. FUCHS. Historie matematiky I.
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Konstrukei pravidelnych n-thelniki, jak uz nazev sam napovidd, je myslena obecna

konstrukce, diky které sestrojime pravidelny n-uhelnik, kde n je vétsi nez 3.

12



2 FEukleidés

Eukleidés byl slavny fecky matematik, ktery zil okolo roku 300 pi. n. 1. O jeho Zivoté
se nedochovalo mnoho informaci, vime jen, Ze zil za vlady egyptského panovnika Ptolemaia |.
Své vzdélani v oblasti matematiky ziskal nejspiSe v Athénach, poté vyucoval v Alexandrii, kde
také zalozil Skolu. Nejvice se vénoval studiu geometrie, také fyziky, astronomie ¢i hudby.
NejvyznamnéjSim Eukleidovym dilem jsou Zaklady, které se skladaji ze tfinacti knih. Pozdé&;ji
jeste vznikla Ctrnacta a patnacta kniha, které vSak jiz nenapsal Eukleidés. Za autora Ctrnacté
knihy je povazovan Hypsikles z Alexandrie. U patnacté knihy neni jisté, kdo je jejim autorem,
muze se jednat o Isidora z Milétu ¢i o nékterého z jeho zakti. Mezi Eukleidova dalsi dila patti

Dané prvky, Ukazy, Nauka o svétle, O hudebnich intervalech. 8

Zaklady obsahuji systematické a axiomatizované zaklady geometrie, které Eukleides
vyvinul. V této knize se Eukleides zabyva riznymi aspekty geometrie, jako jsou bod, piimka,
uhel, trojuhelnik, kruh a mnoho dalSich geometrickych konstrukei a vztahli. Dale také obsahuji
mnoho dikazl a vét, které slouzily jako zaklad pro rozvoj matematického mysleni po mnoho

stoleti.’

Eukleides svou praci v Zakladech dale rozvijel v oblasti teorie Cisel, kde se zabyval
vlastnostmi celych Cisel a zavedl mnoho diilezitych pojmi, véetné prvocisel a jejich vlastnosti.
Jeho Zéklady se staly standardem matematického vzdélani po cela staleti a stale jsou studovany
a pouzivany dodnes. Eukleides a jeho dilo mély obrovsky vliv na rozvoj matematiky a ovlivnily

mysleni mnoha dalich matematikii po celou historii.*°

2.1 Zaklady

JiZ zminénych tfinéct knih obsahuji souhrnné poznatky tykajici se predevsim geometrie
a aritmetiky, ktera zde byla potiebna k dikaztim. Tato kniha polozila zaklady geometrie a byla

dulezitym krokem v matematickém mysleni a vyuce geometrie.

8 STRUIK, Dirk J. Déjiny matematiky.
® SERVIT, F. Eukleidovy zdklady.
W KOLMAN, Arnost. Déjiny matematiky ve starovéku.
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Jak jiz bylo feceno, Zaklady jsou rozdéleny do 13 knih, z nichz kazda se zabyva uréitym
aspektem geometrie. Struktura je postavena na systému definic, axiomatickych vyroka

a dikazu, které slouzi k logickému vyvozovani geometrickych vlastnosti a vztaht.
Hlavni témata, kterymi se Zaklady zabyvaji, zahrnuji:

Bod, pfimka a rovina.

Uhly, trojthelniky a jejich vlastnosti.
Kruhy a kruhové konstrukce.
Ctverce, obdélniky a jejich vlastnosti.

Konstrukce pravidelnych mnohouhelniki.

2 A

Relace mezi geometrickymi objekty, jako jsou podobnost a kongruence.!!

Kazd4 kniha obsahuje postupnou prezentaci definic a vét, nasledovanou dukazy.
Eukleides piistupoval k matematice s dirazem na logickou strukturu a dikazy. Tento diraz

na axiomatizaci a logiku ud¢lal ze Zakladu ptikladné dilo matematické deduktivni metody.

Zaklady mély obrovsky vliv na matematiku a geometrii po cela staleti. Byly ptelozeny
do mnoha jazykl a byly studovany jako zikladni text geometrie ve Skolach a univerzitdch
po celém svéte. Euklidova prace polozila pevné zaklady geometrického mysleni a ovlivnila

vyvoj matematiky az do soucasnosti.'?

2.2 Eukleidovska konstrukce

Eukleides ve svych Zakladech formuloval pozadavky na konstrukci danych uloh, dnes
tyto poZzadavky oznacujeme jako Eukleidovska konstrukce. Pfi rysovani je povoleno pouze
pravitko a kruzitko. V praxi to znamena, ze je k dispozici libovoln¢ dlouhé pravitko s jednou
rovnou hranou, avSak bez jakychkoliv stupnic ¢i znacek. Pfimku Ize sestrojit tak, ze je vedena

jiz predem stanovenymi dvéma body. Kruzitko je moZzné pouzit s libovolné velkym

1 EUKLEIDES. Eukleidovy Zaklady [Elementa].
12 SERVIT, F. Eukleidovy zdklady.
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polomérem, av§ak podminkou jeho pouziti je zndmy stied a velikost poloméru, ktery je chapan

jako vzdalenost dvou bod. ™

Jedna se tedy o konstrukéni postup v geometrii, ktery se zamétfuje na vytvareni
geometrickych ttvart jen za pomoci pravitka a kruzitka. Tato konstruk¢éni metoda je zalozena
na presnych pravidlech a postupech, které se vyvinuly ve starovékém Recku a byly popsany

v Eukleidovych Zakladech.

Euklidovské konstrukce se tidi nékolika zdkladnimi pravidly, kterd jsou zndma jako

eukleidovské postulaty:

Postulat bodu: Lze zakreslit libovolny bod v roving.
Postulat ptimky: Lze spojit dva body piimkou.
Postulat oblouku: Lze kreslit oblouk kolem daného bodu s danym polomérem.

Postulat kolmice: Lze postavit pfimku kolmou na danou pfimku ptes dany bod.

o B~ WD

Postulat rovnobéznosti: Lze sestrojit rovnobézku s danou piimkou, kterd prochdzi

danym bodem.*

Tato pravidla umoznuji provadét zakladni konstrukce, jako je spojovani bodii ptimkou,

konstrukce thlu, konstrukce rovnobézek, sestrojeni kolmice a mnoho dalsiho.

Eukleidovska konstrukce je zalozena na pouziti pravitka jako nastroje na vytvareni
pfimek a kruzitka jako nastroje na sestrojeni obloukl. S témito nastroji a dodrZzovanim
eukleidovskych pravidel I1ze provadét konstrukce, které nevyzaduji méfeni nebo numerické

hodnoty.°

Tato konstrukce je dillezitd pro geometrii a matematiku jako zékladni postup pro dikazy
a konstrukce. PrestoZe moderni matematika pouziva SirSi spektrum ndastroji a metod,
eukleidovska konstrukce zlstava dilezitym aspektem geometrického mySleni a je stéle

studovana a vyucovana v matematickém vzdélavani.'o

13 SOFR, Bedtich. Euklidovské geometrické konstrukcie.

Y EUKLEIDES. Eukleidovy Zdklady [Elementa].

15 SERVIT, F. Eukleidovy zdklady.

& ARTMANN, Benno. Euclid—The Creation of Mathematics.

15



Pti konstrukci pravitkem a kruzitkem mame néjakou mnozinu bodi Mi, ze které chceme
vytvofit mnozinu bodi M2, a to pouze s vyuzitim konecného poctu sestrojenych kruznic

a ptimek.

Nejdtive je potieba zvolit jednotkovou tsecku a libovolnou tsecku, ktera je a-nasobkem
délky jednotkové tisecky, a nalezi R. Poté se jedna o usecku délky a. Za vyuziti racionalnich
operaci, mezi které patii sCitani, odCitani, nasobeni a déleni a s pomoci druhych mocnin 1ze
vytvorit z ur¢enych délek novou délku. Pti zvoleni jednotky o dané délce je mozné k danym

iseckam o délkach a, b sestrojit usecky délky a - b &i Va.r’

a ah

Obrazek 1: Konstrukce uisecky o délce a.b (Zdroj: Viastni zpracovani)

Obrdzek 2: Konstrukce iisecky o délce \/a (Zdroj: Vlastni zpracovani)

7 SERVIT, F. Eukleidovy zdklady.
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Konstrukce pravitkem a kruzitkem tedy obsahuje sestrojeni pfimky a kruznice, nalezeni

priseciku dvou ptimek, dvou kruznic a pfimky a kruznice.

Sestrojeni primky

M¢jme dva body A = [x1, y1] @ B = [x2, y2]. Pfimka, ktera témito body prochazi, ma

rovnici
x(y2 = y1) +y(x1 — x2) + (%291 — x1¥2) = 0.
Tudiz
ax+ by +x=0.

Mnozina racionalnich ¢isel je uzaviena vzhledem ke sé¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni.

Proto jsou i koeficienty a, b, ¢ taktéZ racionalni &isla. 8

Sestrojeni kruZnice
M¢jme kruznici k se sttedem v bodé S = [m, n] a polomérem r.
Rovnice kruznice je (x —m)* + (y —n)* —r2 =0,
x?+y% —2mx—2ny+m?+n?—r? =0,
x> +y’+ax+by+c=0.

Opét koeficienty a, b, ¢ jsou raciondlni ¢isla.*®

Prusecik dvou primek
Jsou dany dvé ptimky urcené rovnicemi:

ax+by+c=0

px+qy+r=0.

18 BARTSCH, Hans-Jochen. Matematické vzorce.
19 BARTSCH, Hans-Jochen. Matematické vzorce.
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Jestlize existuje prisecik téchto dvou piimek, pak ma souradnice

_cp—ar
T ag—bp
_cq—br
Y= pb—aq

Opét se jedna o raciondlni ¢isla.

Na zaklad¢ zlomku je mozné urcit, v jaké vzajemné poloze se piimky nachazeji. Jestlize
jsou oba jmenovatelé rovny nule, pak jsou ptimky rovnobézné. Kdyz jsou Citatelé nenulovi, pak

pfimky nemaji zadny spolecny bod. Jestlize jsou 1 oba &itatelé rovny nule, pak jsou primky

totozné. 20

Priisecik pfimky a kruZnice
V tomto piipad¢ se musi fesit soustava dvou rovnic
x*+y*+ax+by+c=0
px+qy+r=0

JestliZe existuje feSeni této soustavy, tak se nemusi jednat o racionalni ¢isla, protoZe se

v priibéhu vypodétu pouzivala druha mocnina?!

Prusecik dvou kruzZnic

Opét se zde tesi soustava dvou rovnic o dvou neznadmych
x*+y>+ax+by+c=0
x>+y?+px+qy+r=0

Stejné jako u predchoziho ptikladu, feSenim nemusi byt raciondlni ¢islo, protoze se

K vypoctu vyuziva druha odmocnina.

20 BARTSCH, Hans-Jochen. Matematické vzorce.
21 BARTSCH, Hans-Jochen. Matematické vzorce.
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Souhrnné lze tedy fici, ze konstrukci pravitkem a kruzitkem je mozné provést jediné
Vv pfipadé, kdy soufadnice ptivodni mnoziny M, lze upravit pomoci raciondlnich operaci

a druhych odmocnin tak, aby vznikla vysledna mnoZina Mz.??

22 SOFR, Bedtich. Euklidovské geometrické konstrukcie.
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3 Kvadratura kruhu

Kvadratura kruhu je jednim z klasickych problémi fecké matematiky a odkazuje
na ulohu, ktera se snazi transformovat dany kruh na Ctverec se stejnou plochou pomoci

geometrickych konstrukci provedenych pouze s neznacenym pravitkem a kruzitkem.

Vyraz kvadratura pochazi z latinského slova quadratus, coz znamend CcCtverec.

Kvadratura kruhu tedy odkazuje na nalezeni ¢tverce, ktery ma stejnou plochu jako dany kruh.

Pievede-li se dany problém do rovnice, dostane se tak a®> = mr?2, kde a je strana &tverce
a r polomér kruhu. Jestlize zvolime kruh s polomérem r = 1, poté ziskime a? = m, tudiz
la| = Vrr. ProtoZe je nemozné sestrojit za danych podminek tsecku o délce transcendentniho

&isla, tak neni mozné ani sestrojit odmocninu z tohoto ¢&isla. 23

Problém kvadratury kruhu spodiva v tom, Zze v je iracionalni ¢islo, a dokonce je to
také transcendentni Cislo, coz znamend, ze se jedna o komplexni ¢islo, které neni kofenem
74dné algebraické rovnice s racionalnimi koeficienty.. Tim padem nelze hodnotu Vm piesné
zkonstruovat pomoci pravitka a kruzitka. To bylo dok4zano v 19. stoleti, kdy matematici jako
Carl Friedrich Gauss a Ferdinand von Lindemann prokazali, Ze = je transcendentni ¢islo. Tim
definitivné€ ukézali, ze kvadratura kruhu pomoci pravitka a kruZitka neni moZna. Tato iloha tak

patii mezi "nemozné" ilohy starofecké geometrie.?*

Hodnota

Koncept ¢isla & a jeho vztahu k poméru obvodu kruhu k priméru byl znamy a pouzivany
tisice let. Nejstar$i znamé vyuziti tohoto konceptu je v Egypté a Babylonii ptiblizné v roce 2000
pted naSim letopoctem. Tito starovéci matematici neméli presnou hodnotu =, jak ji zndme dnes,

ale pouzivali pfiblizné hodnoty, které byly pro jejich praci dostatecné.

V 3. stoleti pred nasim letopoctem, fecky matematik Archimédés z Syracuse vytvoril

jedny z nejranéjSich znamych presnéjsich vypocth n. Pouzil geometricky pfistup, ktery obklopil

22 GOODWIN, E. J. Quadrature of the Circle.
2 MARTIN, G. E. Quadrature of the Circle.
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kruh mnohothelniky a vypocital jejich obvody. Timto zpisobem byl schopen odhadnout

hodnotu w s pomérné vysokou presnosti.

Ludolph van Ceulen byl nizozemsky matematik narozeny v 16. stoleti. Je znamy svymi
vypocty hodnoty m na neuvétitelnych 35 desetinnych mist, coz byl rekord az do doby vyvoje
pocitatovych algoritmti. Ceulen pouzil metodu zaloZzenou na geometrii, podobné jako
Archimédés pred nim. Specificky pouzil metodu obvodu. Zacal s hexagonem a postupné
zdvojnasobil podet stran polygonu aZ na 262 stran. Vypodty byly extrémné pracné a trvalo mu

to cely zivot.®

3.1 Dukaz neresitelnosti

Diikaz je zaloZen na konceptu algebraickych a transcendentnich é&isel: 2

1. Algebraicka ¢cisla jsou Ccisla, kterd jsou kofenem néjaké polynomidlni rovnice s
celodiselnymi koeficienty. Napiiklad &islo V2 je algebraické, protoZe je kofenem
rovnice x*-2 = 0.

2. Transcendentalni ¢isla jsou Cisla, kterd nejsou algebraickd. To znamen4, ze neexistuje
zadna polynomidlni rovnice s celo¢iselnymi koeficienty, jejiz kofenem by bylo toto

¢islo.
Ferdinand von Lindemann v roce 1882 dokézal, Ze = je transcendentni ¢islo.

Eukleidovské konstrukce pravitkem a kruzitkem mohou vytvofit pouze délky
odpovidajici algebraickym ¢islim. Jinymi slovy, vSechny mozné délky, které Ize zkonstruovat
pomoci Eukleidovskych konstrukei, jsou kotfeny polynomialnich rovnic s celo¢iselnymi

koeficienty.

JelikoZ m je transcendentni Cislo a ne algebraické, nelze pomoci Eukleidovskych
konstrukci pfesn¢ zkonstruovat ¢tverec s plochou rovnou danému kruhu, protoze by to

vyzadovalo konstrukei délky odpovidajici Y, coZ je také transcendentni &islo.

2 BECKMANN, Petr. Historie ¢isla pi.
%6 MARTIN, G. E. Quadrature of the Circle.
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Takze i kdyZz 1ze m ptiblizit pomoci Eukleidovskych konstrukei (napiiklad pomoci
metody Archimédové zalozené na mnohouhelnicich), nelze ho ptfesné zkonstruovat, a proto

nelze presné zkonstruovat kvadraturu kruhu.

3.2 Historie pokusii o FeSeni

Kvadratura kruhu je problém, ktery fascinoval matematiky po mnoho staleti, a mnoho
z nich se pokusilo tento problém vyftesit. Zde je ptehled n€kterych kli¢ovych jmen a jejich

piispévka:?’

Anaxagoras, ktery zil v 5. stoleti pt. n. |., byl starofecky filozof, ktery se podle n¢kterych

zprav pokusil o kvadraturu kruhu béhem svého vézeni.

Hippokratés z Chiu (5 — 4. stol. pt.n.1.) byl prvni pisemné doloZzeny matematik, ktery se
pokusil o kvadraturu kruhu. Zabyval se predev§im kvadraturou lichobézniki a jinych

specifickych oblasti.

ey

Archimédés zijici ve 3. stol. pt. n. . byl vyznamny fecky matematik, ktery se
kvadraturou kruhu zabyval a byl schopen omezit hodnotu © mezi dvéma raciondlnimi Cisly

pomoci mnohothelnikd vepsanych a opsanych kolem kruhu.

Ptolemaios (asi 100—170 n.1.): Staroveéky fecky astronom a matematik, ktery piedstavil

metodu pro aproximaci hodnoty =, coZ je kli¢ovy krok pro kvadraturu kruhu.

Ludolph van Ceulen (1540-1610): Holandsky matematik, ktery vypocital hodnotu n

na 35 desetinnych mist.

Frangois Viéte (1540-1603): Francouzsky matematik, ktery zavedl koncept kruznicové

kvadratury pomoci nes¢isln€ mnoha mnohothelniki, coz vedlo k novym pokrokiim v kalkulu.

Carl Friedrich Gauss (1777-1855): Némecky matematik, ktery vyznamné prtispéel

k duikazu, Ze kvadratura kruhu neni mozna pomoci pravitka a kruzitka.

27 STRUIK, Dirk J. Déjiny matematiky.
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Ferdinand von Lindemann (1852-1939): Némecky matematik, ktery v roce 1882
dokazal, ze m je transcendentalni ¢islo, ¢imz definitivné ukazal, ze kvadratura kruhu pomoci

pravitka a kruzitka je nemozna.

Tyto a mnoho dal$ich matematikli se pokusilo o kvadraturu kruhu, a ptestoze se jim to
nikdy nepodafilo dosdhnout pomoci pravitka a kruzitka, jejich tsili vedlo k mnoha vyznamnym

pokrokiim v oblasti matematiky.

3.3 Uprava podminek a moZna FeSitelnost

V roce 1925 Alfred Tarski ozivil problém upravou pravidel. Polozil otazku, zda je
mozné ulohu splnit rozdélenim kruhu na kone¢ny pocet casti, které by se daly ptfesunout
vroviné a znovu sestavit do Ctverce o stejné ploSe. Neboli dva predméty jsou stejné
rozlozitelné, jestlize je lze rozdélit na Casti stejné velikosti a tvaru. Dokument z roku 1964
upfesnil, ze tuto uUpravu neni mozné provést za uziti nizek, protoze jsou zapotiebi

komplikovangjsi fraktalni kousky s dirkami a zubatymi okraji. 28

Kvadraturu kruhu lze vyfesit, pokud se upusti od omezeni Eukleidovskych konstrukei

a povoli se pouziti dal§ich matematickych néstroji a metod. Zde jsou nékteré piiklady:

Kalkulus: 2°

Kalkulus, obor matematiky vyvinuty v 17. stoleti, umoziluje piesné vypocty ploch kruhi
a Ctvercl. Protoze kalkulus pracuje s presnymi hodnotami a umoziiuje pouziti iraciondlnich

a transcendentnich ¢isel jako m, umoziuje také presné vypocty pro kvadraturu kruhu.

Kalkulus je matematicka disciplina, kterd se zabyva limity, derivacemi, integraly
a nekonecnymi fadami. Ve vztahu k problému kvadratury kruhu je dilezity pfedevsim koncept
integralu, ktery nam umozZiuje vypocitat plochu pod kiivkou v kartézském soutfadnicovém

systému.

2 GOODWIN, E. J. Quadrature of the Circle.
2 MARTIN, G. E. Quadrature of the Circle.
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Nyni se podivejme na kvadraturu kruhu pomoci kalkulu. Nejdiive se podivame
na definici plochy kruhu. Pokud mé kruh polomér r, pak je jeho plocha ddna vzorcem A = nr?.
Kvadratura kruhu tedy znamena najit étverec, ktery ma stejnou plochu jako dany kruh. Pokud

je A plocha kruhu, hleddme ctverec, jehoz délka strany s je takova, ze s> = A. Protoze A = nr?,

mame s = Vrr2 = r+/m. Takze pokud bychom mohli zkonstruovat délku odpovidajici v/, mohli

bychom zkonstruovat kvadraturu kruhu.

Aviak \r je transcendentni &islo, tak’e ho nelze zkonstruovat pomoci pravitka
akruzitka. Na druhou stranu, v kalkulu mizeme pracovat s vm & jakymkoli jinym
transcendentnim ¢islem piimo a ptesné, takze miizeme vypocitat délku strany Ctverce, ktery ma

stejnou plochu jako dany kruh, coz je kvadratura kruhu.

Specialni konické seky: %

Nekteré kiivky, jako napiiklad parabola, hyperbola a elipsa, 1ze pouzit pro konstrukci
kvadratury kruhu. Naptiklad starovéky matematik Dinostratos pouzil specidlni kiivku

zvanou kvadratrix pro kvadraturu kruhu.

Kvadratrix je typ kiivky, ktera byla pouzita pro feSeni kvadratury kruhu. Tato kiivka

byla poprvé popsdna Dinostratem, feckym matematikem a sochafem ze 4. stoleti pt. n. 1.

Jak se kvadratrix konstruuje? Predstavte si, Ze mate ctverec a v ném rovnomeérné rotujici
¢aru a rovnomérné padajici ¢aru. Kvadratrix je kiivka, kterou vytvori prisecik téchto dvou

pohybujicich se car.

Kdyz je kvadratrix spravné€ nanesen na ctverec, lze urcitou délku na této kiivce pouZzit
jako novou jednotku miry, ktera odpovida +/m. TakZe pokud bychom mohli tuto délku

zkonstruovat, mohli bychom zkonstruovat kvadraturu kruhu.

Avsak, kvadratrix je tzv. transcendentni kiivka, tzn. kiivka, ktera neni algebraicka
anemiize byt zkonstruovana pouze pomoci pravitka a kruzitka. To znamend, ze 1 kdyz
kvadratrix poskytuje teoretické feSeni kvadratury kruhu, stile to nevyiesi problém pomoci

pravitka a kruZitka, které byly jediné nastroje povolené v antické fecké geometrii.

30 MARTIN, G. E. Quadrature of the Circle.
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TakZe ackoli konické seky a jiné specialni kiivky mohou poskytnout feSeni kvadratury
kruhu ve smyslu najiti ¢tverce s rovnocennou plochou, stidle to vyzaduje pouziti nastrojii

a metod mimo pravitko a kruzitko.

Aproximace:3!

I kdyz to neni ptesné feseni, 1ze pomoci riznych aproximacénich metod dosahnout velmi
presnych vysledkl pro kvadraturu kruhu. Tyto metody se snazi ptiblizit se feSeni tak blizko,

jak je to jen mozné, pii pouziti konecného poctu kroki.

Jednou z nejstarSich a nejznaméjSich aproximacénich metod pro kvadraturu kruhu je
Archimédova metoda. Tato metoda spociva v inskripci a opsani mnohouhelnika uvniti a vné

kruhu a vyuziti téchto mnohothelniki k aproximaci plochy kruhu.

Archimedes zjistil, Ze pokud vepisuje a opisuje pravidelné mnohothelniky s rostoucim
poctem stran kolem kruhu, plochy téchto mnohothelniki se stale vice ptiblizuji k ploSe kruhu.
Archimedes dokézal, Ze plocha kruhu je mensi nez plocha vnéjSiho mnohotihelniku a vétsi nez

plocha vnitiniho mnohouhelniku pro jakykoli pocet stran.

Tim, Ze zvétsil pocet stran téchto mnohouhelniki, byl Archimedes schopen stale vice se
priblizit k plose kruhu, coz mu umoznilo odhadnout hodnotu &t s ptekvapivou pfesnosti pro jeho
dobu.

Ackoli tato metoda neposkytuje piesné feSeni kvadratury kruhu pomoci pravitka
a kruzitka, poskytuje velmi ptesny odhad a ilustruje koncept limitu, ktery je klicovy v kalkulu.
Je to také priklad, jak mlze byt nemozny problém aproximovan a prakticky feSen pomoci

matematiky.

Neklasické konstrukce: 32

Pokud povolime pouziti nastrojt, které nejsou neznacené pravitko a kruzitko, miizeme

vyfesit kvadraturu kruhu. Jednim z takovych ptikladi je vyuZiti origami, tradi¢niho japonského

31 GOODWIN, E. J. Quadrature of the Circle.
%2 MARTIN, G. E. Quadrature of the Circle.
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uméni skladani papiru. Origami méa matematickou strukturu, ktera umoziuje konstrukci, jez

nejsou mozné pomoci Eukleidovskych konstrukei.

Konkrétné matematicka Margherita Piazzola Beloch v roce 1936 ukazala, Ze pomoci
skladani papiru (origami) je mozné zkonstruovat délku, kterd je rovna Ctvercovému koteni
daného cisla. To je kli¢ovy krok k vyfeSeni kvadratury kruhu, protoze pro kvadraturu kruhu
musime najit ¢tverec s plochou rovnou danému kruhu. Pokud je polomér kruhu r, pak je plocha
kruhu 7% Ctverec s touto plochou ma stranu délky vVrrr2 = ry/mr. Belochova metoda by tedy

umoziovala zkonstruovat tuto délku pomoci sklddani papiru.

V roce 1992, matematik Humiaki Huzita formalizoval Sest zakladnich axiomi origami,
znamych jako Huzitovy axiémy. Témito axiémy lze dokdzat riizné geometrické konstrukce,
které nejsou mozné pomoci Eukleidovskych konstrukei. Axidémy zahrnuji operace, jako je
sloZeni papiru tak, aby prochazel dvéma body, a slozeni papiru tak, aby bod padl na caru.

S Huzitovymi axiémy lze konstruovat kvadraturu kruhu pomoci origami.

Nicméné i1 kdyz tato metoda umoziuje vyiesit kvadraturu kruhu, neni to feSeni, které by
vyhovovalo ptivodnim podminkdm problému - tedy vyhradné pomoci nezna¢eného pravitka

a kruzitka.

3.4 Josef Husak

Byl ¢esky matematik, ktery zkoumal pfiblizné feSeni kvadratury kruhu.

PriSel s feSenim, ve kterém je dan ctverec ABCD o strané¢ a. Nad uhloptickou AC
sestrojime rovnostranny trojithelnik AKC a do deltoidu AKCD vepiseme kruznici k. Obsah

kruhu, ktery je ohrani¢eny kruznici K, je p¥iblizné roven obsahu ptivodniho &tverce ABCD.*

3 HUSAK, J. Ptiblizné feseni kvadratury kruhu.
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3.5 Hippokratovy menisky

Hippokratovy menisky jsou geometrické utvary, které¢ byly poprvé zkoumany feckym

matematikem Hippokratem z Chiu v 5. stoleti pied nasim letopoctem.

Hippokrates je znamy jako prvni matematik, ktery se pokusil o kvadraturu kruhu, coz je
problém sestrojeni ¢tverce, jehoz obsah je stejny jako obsah daného kruhu pomoci pouziti pouze
pravitka a kruzitka. Hippokrates vytvofil pokrok v feSeni tohoto problému prostfednictvim

konceptu meniskd.3

Hippokratovy menisky jsou vytvofeny tim, ze se ze dvou kruhli odstrani stejn¢ velkeé
kruhové vysece a vzniklé kiivky se pak spoji. Tento proces vede k vytvotfeni dvou menisk:

jeden je konvexni a druhy je konkavni.

Za ur¢itych podminek miize byt obsah konkdvniho menisku vypocten jako rozdil mezi
obsahem poloviny piivodniho kruhu a obsahem trojihelnika. Pokud jsou poloméry vyseci

a zbytkového kruhu znamé, 1ze tuto hodnotu snadno vypocitat.

Hippokrates objevil, ze za urcitych podminek mohou byt obsahy konkavniho
a konvexniho menisku stejné. Toto zjisténi bylo dilezité, protoze to znamena, ze urcité plochy,
které nejsou obdélniky ani ¢tverce, mohou byt "z¢tvercovany" pomoci pravitka a kruzitka. To
vedlo k pokroku v oblasti kvadratury kruhu, i kdyz samotny problém kvadratury kruhu nebyl

vyfesen.®®

Je potieba poznamenat, ze ackoli objev Hippokratovych meniskl byl dilezitym krokem
ve vyvoji fecké matematiky, nevedl k definitivnimu feSeni problému kvadratury kruhu. Tento
problém zistal otevienym po tisice let a byl nakonec vyfesen pouze prostiednictvim modernich

metod matematické analyzy.

3 STRUIK, Dirk J. Déjiny matematiky.
3 KOLMAN, Arost. Déjiny matematiky ve starovéku.
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4  Trisekce uhlu

Trisekce Ghlu je jedna z klasickych tloh fecké matematiky. Ukolem je rozdélit dany
uhel na tfi rovné ¢asti pomoci pouziti jen neznacené¢ho pravitka a kruzitka. To znamena, ze
musime byt schopni vytvofit tfi uhly, které jsou rovnocenné, pouzitim pouze téchto dvou

jednoduchych nastrojii. To je vyzva, ktera se ukazala jako nemozna.

Matematicky divod, pro¢ neni mozné provést trisekci uhlu pomoci pouze pravitka
a kruzitka, spocivd v tom, ze by to vyzadovalo feSeni kubické rovnice pomoci téchto
jednoduchych geometrickych nastroji. Ve skuteCnosti je to vyznamny problém, protoze
kubické rovnice mohou mit slozité feSeni, které¢ zahrnuji iracionalni ¢isla, a tato feSeni nejsou

piistupnd pomoci jednoduchych geometrickych konstrukei.

Ptestoze trisekce thlu pomoci pravitka a kruzitka neni mozna, existuji metody pro
trisekei uhlu, které vyuZzivaji dalsi nastroje nebo techniky. Jednim takovym piikladem je metoda

s origami nebo metoda pomoci kruznice Archimedovy.

Je dllezité poznamenat, Ze i kdyz trisekce Uhlu je matematicky nemozna za danych
podminek, bylo to stale velmi dilezité cviceni v oblasti matematiky. Problém trisekce thlu vedl
k hlubokému zkouméani povahy uhla a rovnice, které je popisuji. Navic pokusy o feSeni tohoto

problému vedly k objevu mnoha dilezitych konceptl a technik v oblasti geometrie.

Historicky byla snaha o trisekci thlu jednim z diivodd, pro¢ byla vytvofena algebra.
Matematikové jako napiiklad Evariste Galois a Pierre Wantzel pouzili koncepty z oblasti
algebraické teorie Cisel k prokdzani nemoZnosti trisekce thlu, stejné jako nemoznosti duplicity
krychle a kvadratury kruhu, pomoci pravitka a kruzitka. Mnoho vyznamnych matematikti se
zabyvalo problémem trisekce thlu, véetné Hippokrata, Eukleida, Archiméda a mnoha dalSich.

Trisekce thlu byla také kli¢ovym prvkem ve vyvoji trigonometrie.3’

TakZe ackoli trisekce thlu pomoci pravitka a kruZzitka je nemozna, jeji studium ptineslo
mnoho vyznamnych pokrokii v matematice. Je to pfiklad toho, jak matematicky problém, 1 kdyz

nemozny k feSeni za danych podminek, mize piesto vést k hlubokym a dilezitym poznatklim.

% BEN-ARI, M. Trisection of an Angle.
3" KORINEK, Vladimir. Zdklady algebry.
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4.1 Dukaz nereSitelnosti

Ovéteni nemoznosti trisekce thlu pomoci pravitka a kruzitka je skutecné nelehké,
protoze to vyzaduje pokrocilé matematické techniky. Tento problém byl definitivné vyieSen
az ve 19. stoleti, kdyz byla vynalezena algebraicka teorie ¢isel. Kli¢em k tomuto diikazu je
pochopeni, ze jakékoli délky, které lze zkonstruovat pomoci pravitka a kruzitka, musi byt

konstruovatelna ¢isla. 38

Konstruovatelné ¢islo je Cislo, které 1ze vyjadtit pomoci racionalnich ¢isel a operaci
s¢itani, odé&itani, ndsobeni, déleni a odmocnéni, kde exponenty jsou cela &isla. Napiiklad v2 je

konstruovatelné &islo, protoZe je to feseni rovnice x? = 2.

Pokud méame thel, ktery lze rozd¢€lit na tfi rovné ¢asti pomoci pravitka a kruzitka, pak
kosinus tohoto thlu musi byt konstruovatelné ¢islo. To plyne z faktu, Ze jakakoli konstrukce
s pravitkem a kruzitkem, ktera zahrnuje kruZznice a pfimky, miize byt vyjadiena pomoci

kvadratickych rovnic, a kofeny téchto rovnic jsou konstruovatelna ¢isla.

Nicméné, pokud vezmeme thel o velikosti 60 stupnil, pak kosinus tohoto thlu je 1/2,
coz je konstruovatelné ¢islo. Ale pokud tento thel rozdélime na tii rovné ¢asti, dostaneme tihel
o velikosti 20 stupiiti, a kosinus tohoto uhlu neni konstruovatelné ¢islo. To mtizeme dokazat
tim, Ze zjistime, Ze kosinus 20 stupfid je kofenem kubické rovnice 8x3 — 6x — 1 = 0 a tato

rovnice nema zZadné konstruovatelné koteny.

Tedy, protoZe kosinus uhlu, ktery by byl tfetinou uhlu o velikosti 60 stupnd, neni
konstruovatelné ¢islo, nemuze byt takovy uhel zkonstruovan pomoci pravitka a kruZzitka. Toto

je matematicky diikaz nemoznosti trisekce tthlu pomoci pravitka a kruzitka.3

% SVEHLA, J. Moje déleni tihlu (kruhu) kruzitkem a pravitkem.
39 BEN-ARI, M. Trisection of an Angle.
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4.2 Historie pokusii o nalezeni FeSeni

Historie pokust o trisekci uhlu je dlouha a fascinujici, a piesahuje tisice let. Zacina
v dobé starovékého Recka a pokraduje az do 19. stoleti, kdy bylo koneéné dokazano, Ze trisekce

uhlu pomoci pravitka a kruzitka je nemozna.

Jednim z prvnich pokusii o trisekci tthlu byl proveden feckym matematikem Hippiasem
z Elis okolo roku 450 pft. n. l. Hippias piisel s kiivkou, ktera byla pozdéji nazvana po ném -
Hippiasova ktivka. Tato kiivka je schopna trisekce jakéhokoli thlu, ale vyzaduje vic, nez jen

pravitko a kruzitko.

Dalsi slavny fecky matematik, Archimedes, pfisSel se svou vlastni metodou trisekce thlu,
ktera vyuzivala specialniho nastroje nazyvaného délenim kruhu. Pomoci této metody je mozné

rozdglit jakykoli thel na tfetiny, ale opét vyzadovala vic nez jen pravitko a kruzitko.

Pokusy o trisekci thlu pokracovaly béhem stfedoveéku a renesance, s mnoha matematiky
a vynalezci, ktefi pfichazeli se svymi vlastnimi metodami a nastroji. Nicméné, zadna z téchto

metod nebyla schopna provést trisekci jakéhokoli thlu pouze pomoci pravitka a kruzitka.

Nakonec, v 19. stoleti, bylo koneéné¢ dokdzano, ze trisekce uhlu pomoci pravitka
a kruzitka je nemoznd. Tento dikaz byl proveden francouzskym matematikem Pierre
Wantzelem v roce 1837. Wantzel ukézal, Ze pokud ma uhel kosinus, ktery je kofenem kubické

rovnice, pak tento uhel nemize byt rozdélen na tfetiny pouze pomoci pravitka a kruzitka.

Od té doby se matematici soustfedili na zkoumani jinych metod trisekce thlu, které
vyzaduji vice neZ jen pravitko a kruZitko. Napfiklad, v 20. stoleti bylo ukazéano, Ze trisekce thlu

je mozna pomoci origami, tradi¢niho japonského uméni skladani papiru.

Pokusy o trisekci tthlu tedy predstavuji zajimavou kapitolu v historii matematiky, ktera
ukazuje, jak mohou matematické problémy vést k novym a hlub§im poznatkiim, i kdyz se

ukaze, Ze jsou nemozné k feseni za danych podminek.*°

40 STRUIK, Dirk J. Déjiny matematiky.
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4.3 Uprava podminek a moZna FeSitelnost

Zména podminek pro feseni problému trisekce tthlu miize zahrnovat pouziti dalSich
nastrojii nebo metod mimo klasické pravitko a kruzitko. Nasledujici jsou piiklady metod, které

umoziuji trisekei tthlu:

Archimedova metoda: 4

Archimedes popsal metodu trisekce thlu pomoci specidlniho néstroje zvaného déleny

kruh, ktery umoziuje métfeni riznych délek na kruznici.

Déleny kruh je mechanicky nastroj s dvéma rota¢nimi rameny umisténymi na stejném
bodg¢, jako stfed kruZznice. Na jednom rameni je pevné pfipevnény kruh a druhé rameno ma

$picku, ktera mtze klouzat po obvodu tohoto kruhu.

Zatiname s danym uhlem, ktery chceme rozdélit na tii stejné &asti. Uhel je vykreslen
pomoci jednoho z ramen déleného kruhu. Dale je na pevném kruhu vyznacena poloha Spicky

klouzajiciho ramene.

Poté se klouzajici rameno pooto¢i o tfetinu cesty kolem obvodu pevného kruhu.
Vysledny thel mezi piivodnim ramenem a pozici klouzajiciho ramene je tfetina plivodniho

uhlu.

Tato metoda je matematicky platna a umoZiiuje presné rozdéleni jakéhokoli thlu na tii
rovné ¢asti. Nicméné, nesplituje podminky klasické euklidovské konstrukce, kterda povoluje

pouze pouziti neznaceného pravitka a kruzitka.

Navzdory tomu je Archimedova metoda trisekce thlu dalezitym ptispévkem k historii
matematiky, protoze ukazuje, Ze trisekci uhlu Ize dosahnout pomoci inovativnich a kreativnich

feSeni, 1 kdyZ ne za podminek klasické euklidovské konstrukce.

41 BEN-ARI, M. Trisection of an Angle.
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Origami: #

Origami, tradi¢ni japonské uméni sklddani papiru, nabizi metodu pro trisekci thlu, ktera
se lisi od klasickych euklidovskych konstrukci. Origami umoziiuje vytvoreni nékterych
konstruketi, které nejsou mozné pomoci pouhého pravitka a kruzitka. Trisekce uhlu je jednim

z téchto ptiklada.
Postup trisekce uhlu pomoci origami je nasledujici:

1. Zacneme s papirem, na kterém je nakresleny uhel, ktery chceme rozdé¢lit na ttetiny.

2. Prvni krok je slozit papir tak, aby vrchol thlu byl na hrané papiru.

3. Poté slozime papir znovu, tentokrat tak, ze hranice thlu se piekryje s hranou papiru,
ktera prochézi vrcholem thlu.

4. Nakonec rozlozime papir a mame uhel rozdéleny na tfi stejné ¢asti. Linie, které jsou

vytvoteny skladanim, tvofi tii thly stejné velikosti.

Tato metoda je matematicky platnd a umoznuje trisekci jakéhokoli tthlu. Nicméné,
stejn¢ jako Archimedova metoda, tato metoda nesplituje podminky klasickych euklidovskych

konstrukeci, protoze vyZaduje vic nez jen pravitko a kruZitko.

Metoda trisekce thlu pomoci origami je fascinujici ukadzkou toho, jak rzné discipliny
- v tomto pfipad€ umeéni skladani papiru a matematika - se mohou prolinat a vytvafet inovativni

a kreativni feSeni matematickych problémd.

Nelinearni k¥ivky: 43

Ne&které nelinedrni kiivky, jako je Hippiasova kiivka, umoZiluji trisekci tthlu. Tyto
ktivky v8ak nelze konstruovat pouze pomoci pravitka a kruZitka.
Hippiasiv kvadratrix je kfivka generovana pohybem dvou bodi pohybujicich se

stejnomérnou rychlosti, ale v riznych smérech. Ktivka se generuje tak, Ze jeden bod se

pohybuje podél pfimky a druhy bod se pohybuje kolem kruhu.

Postup je nasledujici:

42 BEN-ARI, M. Trisection of an Angle.
43 Historie matematiky.
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1. Vezmeme jednotkovy kruh a jednu poloptimkou z bodu (0,0), kterd bude rotovat
konstantni rychlosti kolem tohoto bodu az dosahne vertikalni polohy.

2. Zaroven uvazujeme horizontalni piimku, kterd se pohybuje konstantni rychlosti nahoru
od bodu (0,0) az dosahne horniho bodu kruhu.

3. Misto, kde se tyto dvé linie protinaji, tvoti kvadratrix. Tato kiivka se ukaze byt u¢innym

nastrojem pro trisekci jakéhokoli thlu.

Kvadratrix Hippiase lze pouzit k trisekci Gihlu tim, Ze se vypocita bod na kiivce, ktery
odpovida tfetin¢ thlu, ktery chceme rozdélit na tfetiny. Tento bod pak urcuje linii, kterd déli

puvodni uhel.

Nicméné, jak bylo uvedeno dfive, tato metoda nesplituje podminky klasické
euklidovské konstrukce, kterd povoluje pouze pouziti pravitka a kruzitka. Kiivka generovana
pohybem bodl pohybujicich se riiznymi sméry s konstantni rychlosti nelze vytvofit pouzitim

pouze pravitka a kruzitka.

Ptesto je tato metoda dalSim piikladem toho, jak lze dosdhnout trisekce thlu pomoci

inovativnich a kreativnich feSeni, 1 kdyz ne podle klasickych euklidovskych konstrukeci.

Algebraické metody: 44

Konecné, trisekci uhlu lze provést za pouziti algebry a trigonometrie. Toto je metodou,
ktera byla zvIast populdrni od dob renesance, kdy matematici zacali vyuzivat algebru pro feSeni

geometrickych problémd.
Vypocet je nasledujici:

1. Pokud mame thel o, ktery chceme rozdé€lit na tfi stejné ¢asti, musime najit uhel P
takovy, Ze cos(3B) = cos(a).

2. S vyuzitim cos(3B) = 4cos3(PB) - 3cos(B), miizeme Fesit rovnici
4cos3(B) - 3cos(P) - cos(a) = 0 pro cos(B).

3. Tato rovnice je kubicka rovnice v cos(p) a miize byt feSena pomoci kardinalnich nebo

Ferrariho metod pro feseni kubickych rovnic.

Tato metoda je matematicky platnd a umoziuje ptesné rozdéleni jakéhokoli thlu na tfi

rovné Casti. Nicméné, opét nevyhovuje podminkam klasickych euklidovskych konstrukci,

# KORINEK, Vladimir. Zdklady algebry.
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protoze vyzaduje vice nez jen pravitko a kruzitko - v tomto pfipadé¢ znalost algebry

a trigonometrie.

I tak je tato metoda dalSim ptikladem toho, jak lze dosahnout trisekce thlu pomoci
inovativnich a kreativnich feSeni, i kdyz ne podle klasickych euklidovskych konstrukeci.
V kontextu historie matematiky ukazuje, jak se matematika vyvijela a stidvala se stale
komplexnéjsi, s novymi nastroji a technikami, které umoziuji fesit problémy, které byly diive

povazovany za nefesitelné.

Kazda z téchto metod ma své vlastni vyhody a nevyhody a kazda poskytuje jedinecny
pohled na problém trisekce thlu. Bez ohledu na to, kterou metodu pouzijeme, je vSak dilezité
si uvédomit, ze trisekce thlu pomoci pravitka a kruzitka za danych podminek (s pouzitim pouze
pravitka a kruzitka a bez oznaceni délek) je nemozna. Tato skutec¢nost byla potvrzena v 19.

stoleti a od té doby nebyla zpochybnéna.*®

4.4 Josef Vanous
Josef Vanous vyuzil trisektorii k vyfeSeni trisekci tthlu. Popisuje skupinu kfivek tfetiho

stupné, které spliluji rovnici
Ax3 + By3 + Cxy? + Dyx? + Ex?> + Fy? + Gxy = 0,
ve které plati
A=C,B=1E=—F.
Tudiz
y3 + A(x? + y?)x + Dyx? + E(x? — y?) + Gxy = 0.

Jestlize se vhodné zvoli koeficienty A, D, E, G, pak je tato kfivka mnozinou bodt, které
jsou stejné vzdalené od kruznice a také jeji seCny. Z tohoto diivodu je mozné tyto kiivky vyuzit

k vyteseni trisekce uhlu.

Mg¢jme bod O, ktery je pocCatkem kartézské soustavy soufadnic, dale kruznici
k s polomérem r a primérem OA. Pfimka OA je rovna ose x. Bodem A je vedena secna S, ktera
svira thel o s osou x. Bodem O je vedena libovolna pfimka, ktera protina se¢nu S — tento

prisecik oznac¢ime bodem B. Také protina kruznici — prisecik ozna¢ime bodem D. Dale na této

% SVEHLA, J. Moje déleni vihlu (kruhu) kruzitkem a pravitkem.
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ptimce sestrojime bod M, aby platilo |[MD| = |BD|. Bod M je bodem kiivky trisektorie, cela

ktivka je pak tvofena mnozinou vSech takovychto bodu.
Rovnice kiivky je ve tvaru
[v2(2r + x) — x?(2r — x)]a = y(y? + x? — 4rx),

kde r je polomér kruznice, a = tana.

MiiZzou nastat specialni piipady kiivky:
1. a =45° cozznamena, Zze tana = a = 1.
Rovnice trisektorie je

y3—x3=2r(y? —x?) —xy(y —x + 4r) = 0.

2. a=90°tudiZztana = a = o
Z plivodni rovnice dostaneme vyraz

y?  2r—x

x2 2r+x

Cela ktivka je soumérna podle osy X. Ze seény S se stava te¢na ke kruznici k.

3. a = 0, coz znamena, Ze se¢na S je prumérem kruznice k.
Vsechny ptimky, které vychazi z bodu O, se se secnou s také v tomto bodé protinaji.
Dosadime a = 0 do ptivodni rovnice a dostaneme
x?+y?—4rx =0,

coz je rovnice kruznice o dvojnasobném poloméru.

Trisektroii lze vyuzit k vyfeSeni trisekce tthlu. Mé&me thel y = 2ZAOA’, u kterého
chceme nalézt jeho tietinovou velikost. Z bodu A je vedena kolmice na rameno O4 . Patu této
kolmice oznac¢ime P. Stied Gisecky OA oznacime jako L. Sestrojime kruznici K, ktera ma stred

v bod¢ L a polomérem r = |CA|. Bod P na zakladé Thaletovy véty musi leZet na kruznici k.
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Sestrojime trisektorii k se¢né AP a kruznici k. Bod X je prisecik oblouku 44 " a trisektorie, ktery

déli oblouk 44"V poméru 1:2.4

46 VANOUS, J. Trisektorie.

36



5 Zdvojeni krychle

Zdvojeni krychle, také znamé jako problém Delitl, je jednou z klasickych tloh fecké
matematiky, ktera pozaduje konstrukci délky strany krychle, ktera ma dvojnasobny objem dané

krychle, a to pouze pomoci pravitka a kruzitka.

Tento problém se da matematicky pieformulovat na nalezeni délky strany krychle
0 objemu 2, pokud je délka strany jednotkové krychle definovana jako 1. JelikoZ objem krychle

je dany tfeti mocninou délky jeji strany, hleddme stranu krychle X, pro kterou plati X3 = 2. To

vede na rovnici X = /2.4

Nicméné, 1 kdyz je toto matematické feseni jednoduché, konstrukce tohoto ¢isla pomoci

i u této tlohy bylo dokazano, ze takova konstrukce je nemozna za danych podminek.

Kli¢ovym krokem v diikazu je ukazat, ze Cisla, kterd lze sestrojit pomoci pravitka
a kruzitka, jsou pfesné ta, kterd lze ziskat z celych Cisel pomoci s¢itani, odecitani, ndsobeni,

déleni a druhych odmocnin. Tato skutecnost je znama jako teorie konstruovatelnych cisel.

Kubickd odmocnina ze 2, ktera je potfebna k vyieseni ulohy zdvojeni krychle, vSak
do této tridy Cisel nespada. Proto konstrukce délky strany krychle o dvojnasobném objemu

pomoci pravitka a kruzitka nelze provést.

Tento problém byl pfedmétem mnoha studii a pokusti o feSeni po cela staleti a vedl
K vyznamnym pokrokiim v oblasti algebry, v€etné objevu nelinearnich rovnic a rozvoje teorie
poli a Galoisovy teorie. Problém zdvojeni krychle byl také inspiraci pro vyvoj novych

geometrickych nastrojii a technik mimo klasické euklidovské konstrukce.*®

4TKNORR, W. R. The Cube Duplication and Angle Trisection by Abi Sahl al-Qahi.
8 ARTMANN, Benno. Euclid—The Creation of Mathematics.
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5.1 Dukaz nereSitelnosti

Teorie konstruovatelnych cisel, ktera je kliCova pro pochopeni, pro¢ uloha zdvojeni
krychle nelze vytesit pomoci pravitka a kruzitka, vyplyva z teorie téles a Galoisovy teorie, coz

jsou dva vyznamné obory moderni algebry.

Podle teorie konstruovatelnych cCisel I1ze s pravitkem a kruzitkem sestrojit pouze takové
délky, které odpovidaji Cislam, jez Ize ziskat z celych Cisel pomoci s¢itani, odecitani, nasobeni,
déleni a extrakce druhych odmocnin. Jinymi slovy, konstruovatelné ¢islo je jakékoli ¢islo, které

Ize vyjadfit pomoci koneéného poétu téchto operaci.*®

Pokud se vratime k problému zdvojeni krychle, hledame 3/2. Kubické odmocniny viak
nelze ziskat z celych Cisel pomoci sCitani, odecitani, nasobeni, déleni a extrakce druhych

odmocnin. Takze kubickd odmocnina z 2 neni konstruovatelnym cislem.

Zaroven Galoisova teorie, pojmenovand po Evaristu Galoisovi, nam umoziuje urcit,
které rovnice lze vyftesit pomoci konstrukei pravitkem a kruzitkem. Konkrétné, Galoisova teorie
nam ftikd, ze mizeme fesit rovnici pomoci pravitka a kruzitka pravé tehdy, kdyz je stupenn
rovnice mocninou ¢isla 2. Rovnice, kterd definuje kubickou odmocninu z 2, ma ale stupen 3,

a tak nevyhovuje této podmince.*

Tim padem je zdvojeni krychle nemozné provést pouze s pravitkem a kruzitkem, a to

kvtli zakladnim vlastnostem ¢isel a operaci, které jsou dostupné v euklidovskych konstrukcich.

5.2 Historie pokust o nalezeni FeSeni

Problém zdvojeni krychle je jeden z nejstarSich v historii matematiky. Jde o ulohu,
kterou fecky matematici sledovali po nékolik staleti, a kterd inspirovala mnoho vyznamnych

pokrokli v matematice.

4 KORINEK, Vladimir. Zdklady algebry.
%0 KNORR, W. R. The Cube Duplication and Angle Trisection by Abii Sahl al-Qahi.
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Prvni zaznamy o tloze zdvojeni krychle se datuji do 5. stoleti pfed nasim letopoctem.
Zda se, ze tloha byla inspirovéana skutecnou stavebni vyzvou - potiebou zdvojnasobit objem
oltafe na ostroveé Delos béhem morové epidemie. To je diivod, pro¢ se nékdy tato iloha nazyva

"problém Delos".

Znamo je, zZe slavny fecky matematik Eudoxos z Knidu, zak Platontv, se pokusil fesit

tento problém, ale bez tspéchu.

Hippias ze Smyrny, jenz zil v 5. stoleti pfed nasim letopoctem, je znamy svym pokusem

o feSeni problému pomoci specialni kiivky, kterou dnes nazyvame Hippiastav kvadratrix.

Mimotadny pokrok byl dosazen v 3. stoleti pfed nasim letopoctem, kdy matematici
z Alexandrijské Skoly, jako byl Menaechmus, pouzili se¢ny a paraboly k feSeni problému
zdvojeni krychle. Menaechmus je pravdépodobné prvni, kdo dokézal, Ze feSeni lze najit pomoci

praseciki dvou parabol.

Archytas z Tarentu, soucasnik Platontiv, navrhl slozité tfirozmérné feSeni problému,

které spocivalo v rotaci polokruhu kolem osy.

Na konci 19. stoleti se problémem intenzivné zabyval Evariste Galois a ukazal, Ze tento
problém nelze fesit pomoci pravitka a kruzitka. Jeho prace vedla k vyvoji Galoisovy teorie, coz

je zékladni nastroj moderni algebry.

I kdyz problém zdvojeni krychle zlstal po staleti nevyteseny v tradi¢nich euklidovskych
konstrukcich, byl pramenem mnoha vyznamnych pokrokii v matematice. Jeho studium vedlo
Kk objevu nelinearnich rovnic, rozvoje teorie téles a teorie Galoisovy, a inspirovalo matematiky

k vyvoji novych geometrickych néstrojii a technik.>!

5.3 Uprava podminek a moZna FeSitelnost

Pokud jsou nam k dispozici dal$i nastroje kromé pravitka a kruzitka, miiZeme problém
zdvojeni krychle vyftesit. Dva slavné zpisoby feSeni tohoto problému jsou zalozené na pouziti
kiivek, které nejsou kruznicemi ani piimkami. Tato feSeni vSak pfesahuji ramec klasickych

euklidovskych konstrukeci.

1 STRUIK, Dirk J. Déjiny matematiky.
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Kvadratrix Hippiase:

Tento nastroj, ktery vynalezl Hippids ze Smyrny v 5. stoleti pied nasim letopoctem, je
kiivka generovand kombinaci dvou rovnomérnych pohybti. V praxi se jednad o nastroj, ktery
spojuje bod pohybujici se po pfimce s bodem pohybujicim se po kruznici. Hippidsova
kvadratrix lze pouzit k feSeni problému zdvojeni krychle, ale také k trisekci uhlu, jak jiz bylo

vySe popsano.

ReSeni pomoci parabol a seéen: 2

Recky matematik Menaechmus v 4. stoleti pfed nasim letopoétem vyiesil problém
zdvojeni krychle pomoci prisecikii dvou parabol. Toto feSeni pfedstavuje jedno z prvnich

historickych pouziti algebraickych kiivek k feSeni geometrickych problémii.

Menaechmus, zak Eudoxa a ucitel Alexandra Velikého, objevil tfi typy konickych fezii:

hyperbolu, parabolu a elipsu. Paraboly vyuzil pravé k feSeni problému zdvojeni krychle.

Predstavme si parabolu jako mnozinu v§ech bodl v roving, které jsou stejn¢ vzdaleny
od daného bodu (nazyvaného ohnisko) a dané ptimky (nazyvané fidici ptimka). Menaechmus
zjistil, ze pokud mame krychli o objemu 1 a chceme najit délku hrany krychle o objemu 2, Ize

toto najit jako prusecik dvou parabol.

Konkrétnéji, Menaechmus definoval dvé paraboly tak, ze jejich vrcholy byly na jedné
ptimce a jejich osy byly k sobé rovnobézné. Dale definoval paraboly tak, ze pokud y je
vzdalenost od vrcholu jedné paraboly k osy, pak y? je vzdalenost od vrcholu druhé paraboly
k ose. Timto zpisobem byl pruse¢ik téchto dvou parabol bodem, jehoz soutadnice (X, Y)

spliovaly rovnici y? = 2x, coz je rovnice krychle o objemu 2, pokud hleddame délku hrany X.

Tato metoda je zajimava nejen proto, Ze fesi problém zdvojeni krychle, ale také proto,
ze je jednim z prvnich znamych piikladi pouziti algebraickych ktivek - v tomto ptipadé parabol
- k feSeni geometrickych problémt. Zaroven je ale také jasné, Ze tato metoda vyzaduje pouziti
technik, které presahuji tradi¢ni euklidovské konstrukce, které jsou omezené na pouziti pravitka

a kruzitka.

Dale existuji metody, které pouzivaji jen pravitko, ale s moznosti méteni délek, nebo

metody s pouzitim kruZitka s pevnou Sitkou, které¢ vSak nejsou klasickymi euklidovskymi

52 LOMTATIDZE, Lenka. Historicky vyvoj pojmu kifivka.
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konstrukcemi. Proto i1 kdyz lze tyto metody pouzit k feSeni problému zdvojeni krychle, nejsou

povazovany za feSeni v ramci piivodniho omezeni problému.

5.4 Antonin Fail

Ve svych dilech se zabyval konstrukcemi, které vedly k feSeni kvadratury kruhu,
zdvojeni krychle a trisekci thlu. AvSak nedodrzel pravidla pro eukleidovskou konstrukci,

protoze pouzival bud’to dvé pravitka a nebo ohebné pravitko.

Pii feseni zdvojeni krychle, kdy hledame, jakym zptisobem zkonstruovat V/2, si nejprve
zavedeme kartézskou soustavu soufadnic (O, X, y). V soustavé zazna¢ime body A = [0, -1],
B =[-1,25, 0], X = [2, 0]. Dale sestrojime isecku AB a kolmici na ni prochazejici bodem B
a protinajici osuy v bod¢ C. Z bodu C vedeme kolmici na usecku BC, ktera protina osu X v bodé
Y. Vznikl zde pravouhly trojihelnik DEF s pravym thlem pii vrcholu D, na ose x lezi bod D
tak, Zze useCka DF prochdzi bodem A. Druhy pravouhly trojuhelnik RSC, kde tsecka CS
prochéazi bodem Y. Nyni na pravouhlé trojuhelniky ptilozime pravitka tak, aby kopirovaly dané
trojuhelniky. Pravitka posuneme tak, aby bod A zistal na strané DF, bod C se pohyboval po ose

y, bod D se pohyboval po strané X a strana CS prochazela bodem X. Poté bod D lezi
na soufadnicich [—3/2, 0].%

%3 Historie matematiky.
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6 Rektifikace kruznice

Rektifikace kruznice, také zndma jako kvadratura obvodu kruhu, je problém sestrojeni
usecky, jejiz délka je rovna obvodu daného kruhu, pouzitim pouze neznaCeného pravitka

a kruzitka. Tento problém je jeden z klasickych tloh fecké matematiky.

Jak jiz bylo uvedeno, délka obvodu kruhu je dana vyrazem 2xr, kde r je polomér kruhu.
Cislo 7 je iracionalni, coZ znamena, e nemiize byt vyjadieno jako pomér dvou celych &isel
a nemad konecny ani periodicky desetinny rozvoj. Tyto vlastnosti © €ini sestrojeni usecky rovné

délce obvodu kruhu nemoznym pomoci pouze pravitka a kruzitka.>*

Zakladni myslenkou je, Ze jak pravitko, tak kruzitko mohou vytvaret pouze délky a ihly,
které jsou konstruovatelné Cisla - to jest, ¢isla, kterda mohou byt sestrojena z jednotkové délky
pomoci kone¢ného poctu krokli pomoci aritmetickych operaci a odmocnovani. Protoze m neni

konstruovatelné ¢islo, nelze sestrojit tsecku, jejiz délka je rovna obvodu kruhu.

Formaln¢, jakékoli konstruovatelné ¢islo musi byt algebraické ¢islo, které je feSenim
néjaké polynomidlni rovnice s raciondlnimi koeficienty. Navic, stupné téchto polynomidlnich
rovnic musi byt mocninou dvou. ProtoZe m je transcendentni ¢islo, coz znamend, Ze neni
feSenim zaddné polynomidlni rovnice s racionalnimi koeficienty, nelze ho sestrojit pomoci

pravitka a kruzitka.

I kdyZ rektifikace kruZznice neni mozna pomoci pravitka a kruzitka, existuji moderni
matematické metody, které umozinuji aproximovat « s libovolnou ptesnosti, a tedy také sestrojit
usecku, jejiz délka se libovolné blizi k obvodu kruhu. Tyto metody vSak pfesahuji ramec

klasické euklidovské konstrukce.®®

% FENCL, Josef. Rektifikace kruznice, kvadratura kruhu, jeho mérné cislo ve svétle novych poznatkii a
ditkaz, ze Ludolfovo cislo neni mérnym cislem kruhu.
%5 PLESKOT, A. Poznamka k rektifikaci kruhu.
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6.1 Dukaz nereSitelnosti

Odborny dilikaz, Ze nelze provést rektifikaci kruznice pomoci euklidovskych konstrukei,
je zalozen na dvou hlavnich teoriich: teorii konstrukci pomoci pravitka a kruzitka
a Lindemannové-Weierstrassoveé teorému. Predstaveni téchto teorii vyzaduje urcitou znalost

abstraktni algebry.*

Teorie konstrukci pomoci pravitka a kruzitka nam umoznuje formalizovat, co 1ze a nelze
provést s témito nastroji. Pro nase ucely staci védét, ze kazdé Cislo, které lze zkonstruovat
pomoci pravitka a kruzitka, musi byt konstruovatelné ¢islo, coz znamena, ze je to koten

néjakého polynomu s racionalnimi koeficienty, jehoz stupeni je mocnina dvou.

Lindemanniv-Weierstrasstiv teorém nam pak fika, ze m je transcendentni ¢islo, coz
znamena, ze neni kofenem zadného polynomu s racionalnimi koeficienty. To také znamena,

e 74dné mocniny m, véetné \r, nejsou kofeny takovych polynomil.

Pokud bychom chtéli provést rektifikaci kruhu o poloméru 1, potfebovali bychom najit
délku strany &tverce o plose m, coZ by znamenalo najit hodnotu Vr. Ale jak jiz bylo zmin&no,
Vi neni kofenem Zadného polynomu s racionalnimi koeficienty, takze neni konstruovatelné

¢islo. Proto nemiizeme najit délku strany takového ¢tverce pomoci euklidovskych konstrukei.>’

To je zjednoduseny popis dikazu, ale pfesny matematicky dikaz vyZaduje hlubsi

pochopeni konceptl z abstraktni algebry, vcetné teorie téles a algebry polynomd.

6.2 Historie pokust o nalezeni FeSeni

Pti hledéani feseni rektifikace kruznice bylo dulezité najit hodnotu 7 co nejptesnéji. Proto

se matematici pii feSeni tohoto problému zabyvali pfedevs§im .

5% KORINEK, Vladimir. Zdklady algebry.
57 SRUTEK, J. Novy zptisob rektifikace ¢ary kruhové.
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Historie kvadratury kruhu saha az do starovékého Egypta a Babylonie, kde se zda, ze
matematikové predpokladali, ze 1 ma hodnotu 3 nebo dokonce 4/3. To vedlo k velmi hrubym

aproximacim plochy kruhu.

Eudoxos z Knidu byl jeden z prvnich, kdo se vazné zabyval kvadraturou kruhu. Pouzil
metodu vycerpani, kterd spoc¢iva v pfiblizovani kruhu pomoci mnohouhelnikli se stale vice

stranami. Tato metoda v podstaté vede k limitam a je jednim z piedchiidci moderniho kalkulu.

Archimedes vyleps$il Eudoxovu metodu vyc€erpani a pouzil ji k odhadu hodnoty =. Jeho

odhad byl mezi 3 1/7 a 3 10/71, coz bylo nejptesnéjsi po tisicileti.

Ludolph van Ceulen stravil vétSinu svého zivota vypoctem hodnoty mt na 35 desetinnych

mist. Pouzil k tomu polygony s velkym poctem stran.

Frangois Viéte je zndmy tim, Ze piedstavil prvni zndmy nekone¢ny produkt pro =, ktery

vyuziva geometrickou posloupnost kosind.

John Wallis pfedstavil prvni znamou nekonecnou sérii pro m, kterd vyuziva faktoriala

a mocniny dvou. Tato série byla pozdéji vylepSena Leonardem Eulerem a dal§imi.

Leonhard Euler udélal mnoho pftispévki k pochopeni &, v€etné zavedeni symbolu & pro

toto &islo. Pouzival také riizné nekoneéné fady a produkty k aproximaci m.%®

I'kdyZ uz je problém rektifikace kruznice v dnesni dobé davno vyfeSen, matematici stale
hledaji nové a inovativni zptsoby, jak pochopit a aproximovat n. Napiiklad pomoci pocitact

bylo mozné vypocitat biliony desetinnych mist =.

6.3 Uprava podminek a moZna Fefitelnost

Konstrukce s pouZitim kiivky®°

Pouziti specialni kiivky zvané kvadratrix bylo poprvé popsano Hippiasem z Elis.

%8 STRUIK, Dirk J. Déjiny matematiky.
% FENCL, Josef. Rektifikace kruznice, kvadratura kruhu, jeho mérné cislo ve svétle novych poznatkii a
ditkaz, ze Ludolfovo cislo neni mérnym cislem kruhu.

44



Predstavme si ¢tverec s danymi stranami, uvniti kterého je kruh s primérem rovnym
stran¢ ctverce. Kfivka kvadratrix se vytvafi tak, ze nechame jednu ptimku padat vertikalné dola
a druha se otaci. Ob¢ tyto akce probihaji soucasné a stejnou rychlosti. Kiivka, kterou vytvori

spodni konec padajici ¢ary, se nazyva kvadratrix.

Konkrétnéji, pokud je strana ¢tverce i primér kruhu délky 1, pak kvadratrix v bod¢, kde
se protina s kruznici, mé délku n/4. Kdyz tuto délku vynasobime Ctyfmi, dostanete délku, ktera

je rovna obvodu kruhu.

Jednim z probléml s timto piistupem je, Ze se presahuje ramec klasickych
euklidovskych konstrukei, které jsou omezeny na pouziti pravitka a kruzitka. K¥ivka kvadratrix
je vice nez jen kruh nebo rovna ¢éara a vyzaduje urcité pohyby, které jsou komplikovanéjsi nez
ty, kter¢é mizeme vytvorit s pravitkem a kruzitkem. Proto, i kdyz mize byt tato metoda
teoreticky schopna vypocitat obvod kruhu, nepovazuje se za platné feSeni v kontextu klasickych

euklidovskych konstrukei.

Planimetr

Planimetr je ndastroj, ktery méii plochu plani nebo kiivek. Principem fungovani
planimetru je sledovéani kontury dané plochy s jednou ¢asti nastroje, zatimco druha ¢ast zlistava
pevné na misté. Pohyb néstroje pak generuje rotaci kola, které je spojeno s pocitacem. Timto

zpisobem lze urcit plochu, kterou nastroj obkreslil.

Ackoli planimetr méfi plochu, a ne obvod, lze jej pouzit k vypoctu obvodu kruhu
nepiimo. Toho lze dosdhnout tim, Ze zméfime plochu kruhu a pak pouzijeme vzorec pro plochu
kruhu k vypoétu poloméru S = mr? a nasledné pouZijeme tento polomér k vypoétu obvodu

0 = 2mr.

Opcét je tfeba zdlraznit, ze tato metoda vyzaduje vice nez jen pravitko a kruzitko
a nevyhovuje tak klasickym euklidovskym konstrukcim. Toto omezeni bylo stanoveno, aby se
zabranilo pfesnému vypoctu iraciondlnich ¢isel, jako je m, coZ by v rdmci téchto omezeni bylo

nemozné.%0

80 Historie matematiky.
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Limity
Tteti moznosti je pouziti limit a kalkulu, coz je vlastné pfesné to, co ud¢€lali starovéci

Rekové pomoci metody vy&erpani. Ackoli to nebylo formalné rozvinuto do nastroje kalkulu,

jak jej zname dnes, zakladni principy byly stejné.

Piedstavme si, Ze mame kruh a chceme najit jeho obvod. AvSak namisto toho, abychom
se pokusili méfit obvod pfimo, zacneme s né¢im jednoduchym, jako je pravidelny Sestitthelnik
vepsany do kruhu. Sestiuhelnik je jednoduchy, protoZe viechny jeho strany jsou stejné délky
a vSechny jeho uhly jsou stejné. Obvod Sestithelniku je jednoduchy na vypocet - je to jen

Sestkrat délka strany.

Poté miizeme postupné zvySovat pocet stran. Ze Sestithelniku udélame dvanéctiuhelnik,
poté dvacetictyiuhelnik, a tak dale. Kazdym timto krokem se obvod mnohouhelniku stava

lepsim odhadem obvodu kruhu.

V limite, kdyz pocet stran mnohothelniku jde k nekone¢nu, obvod mnohothelniku se

blizi obvodu kruhu. Toto je zakladni mySlenka limit a je to zdkladni néstroj kalkulu.

Timto zptsobem lze ptfesné vypocitat obvod kruhu. Avsak i tato metoda presahuje
ramec klasickych euklidovskych konstrukci, které jsou omezeny na pouziti pravitka

a kruzitka.5!

6.4 Antonin Pleskot

Hledal ptibliZznou konstrukci, pomoci niz by vyfesil rektifikaci kruZnice.

Je dana kruznice K se stfedem S a polomérem r = 1. Na kruZnici k zvolme libovoln¢ bod
X. Sestrojme kruznici | se sttedem X a polomérem r. Body, kde kruznice | protne kruznici
k oznac¢ime A, B, stfed této usecky oznacCime Y. Na ose usecky AB sestrojime bod C tak, ze

|YC| = 2|AB|. Od tse¢ky BC odeéteme dvojnasobek r, takze dostaneme bod D. Délka usecky

BD je priblizng ~.°

61 SRUTEK, J. Novy zptisob rektifikace ¢ary kruhové.
52 PLESKOT, A. Poznamka k rektifikaci kruhu.
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6.5 Jan Sriitek

Zabyval se feSenim pfiblizné rektifikace kruznice. Jeho primarnim poznatkem,
ze které¢ho vychazi, je fakt, ze V10 = 3,16227 a %\/ 39 = 3,12249. Aritmeticky pramér téchto

dvou hodnot je pfiblizné stejny jako hodnota 7.

K rektifikaci kruznice o poloméru 1 vyuzijeme tyto dvé hodnoty V10 a %\/39, které

kdyz se¢teme, dostaneme pozadovanou délku. %

8 SRUTEK, J. Novy zptisob rektifikace ¢ary kruhové.
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7/ Pravidelné mnohouhelniky

Ukolem sestrojeni pravidelnych mnohouhelniki je konstrukce pravidelného n-uhelniku
pomoci pravitka a kruzitka. Pravidelny mnohothelnik je mnohouhelnik, ktery ma vSechny své

strany stejn¢ dlouhé a vSechny své thly stejné velké.

Nejjednodussim prikladem je pravidelny trojuhelnik neboli rovnostranny trojuhelnik,
ktery lze snadno sestrojit pravitkem a kruzitkem. Dalsi pravidelné mnohouhelniky, které 1ze

snadno sestrojit, jsou ¢tverec a pravidelny Sestithelnik.

AvSak véc se komplikuje, pokud se pokusime sestrojit pravidelny sedmiuhelnik,
devitithelnik, jedenactithelnik a tak dale. Tyto mnohouhelniky jsou velmi obtizné sestrojit

pomoci pravitka a kruZitka, a v nékterych piipadech je to dokonce nemozné.%

Eukleides v Zakladech ukazal, jak sestrojit pravidelny pétithelnik, desetithelnik
a Sestnactitthelnik. To vedlo k otazce, jaké jiné pravidelné mnohothelniky lze sestrojit pomoci

pravitka a kruzitka.®

Tato otazka byla zodpovézena v 19. stoleti némeckym matematikem Carl Friedrich
Gaussem, ktery ukazal, ze pravidelny n-uhelnik lze sestrojit pravitkem a kruzitkem prave tehdy,
kdyZ n je sou¢in riznych mocnin dvou riiznych Fermatovych &isel, tedy &isel ve tvaru 22" + 1.

Toto byl vyznamny pokrok v teorii konstrukcei pravitkem a kruZzitkem.

Gaussuv diikaz je velmi slozity a vyzaduje pokrocilé znalosti algebry. OvSem diky

tomu, jak daleko tato otazka byla prozkoumana, dnes mame velmi dobré porozuméni tomu,

jaké pravidelné mnohotihelniky lze sestrojit a jaké ne.®

* GARDINER, A. Sides and Diagonals of Regular Polygons.
85 EUKLEIDES. Eukleidovy Zdklady [Elementa].
6 KORINEK, Vladimir. Zdklady algebry.
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7.1 Dukaz nereSitelnosti

Prokazat, ze pravidelny n-uhelnik 1ze sestrojit pravitkem a kruzitkem pravé tehdy, kdyz
n je soucin riznych mocnin dvou riznych Fermatovych ¢isel, vyzaduje pokrocilé znalosti

abstraktni algebry.
Zékladni myslenka diikazu je nasledujici:

Kazdy pravidelny n-uhelnik je uren svym hlavnim thlem 2n/n. Jestlize je tento uhel
konstruovatelny, tak je i pravidelny n-uhelnik konstruovatelny. To znamend, ze musime
dokazat, ze cos(2n/n) je konstruovatelné Cislo, to znamena, ze je kofenem néjakého polynomu

s celociselnymi koeficienty a stupném mocninou dvojky.

Carl Friedrich Gauss ukézal, Ze cos(27n/n) je konstruovatelné ¢islo prave tehdy, kdyz n
je soucin mocnin dvojky a riznych Fermatovych prvocisel. Toto bylo pozdéji zobecnéno

na obecnou podminku pro konstruovatelnost uhla a délek.

Tento dlikaz je zalozen na teorii Galoisovych grup, ktera je pokrocilou oblasti abstraktni

algebry. Tato teorie ndm umoziuje studovat rovinné konstrukce pomoci algebry a poskytuje

nam néstroje pro dokizani vyse uvedeného tvrzeni.®’

7.2 Historie pokusu o nalezeni FeSeni

Sestrojeni pravidelnych mnohouhelnikl pravitkem a kruZitkem bylo pfedmétem zajmu

vvvvvv

Eukleides ve svych Zakladech ukazal, jak sestrojit nékteré pravidelné mnohothelniky.

Archimédes byl schopen sestrojit pravidelné mnohouhelniky s 3 - 2™ stranami pro

n=1,2,3,..,atak dale, az po 5, tedy mnohouhelniky s 96 stranami.

Ptolemaios sestrojil pravidelny pétadvacetistranny mnohouhelnik.%®

87 KORINEK, Vladimir. Zdklady algebry.
8 STRUIK, Dirk J. Déjiny matematiky.
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Al-Hajjaj ibn Yusuf ibn Matar prelozil Eukleidovy Zaklady do arabstiny a piidal

sestrojeni pravidelného tficetidvoustranného mnohothelniku.%®

Ibn al-Haytham sestrojil pravidelny sedmnactistranny mnohouhelnik, coz bylo velmi

vyznamné, protoze t0 bylo poprvé, co byl sestrojen pravidelny mnohouhelnik s po¢tem stran,

ktery neni vysledkem mocnin dvou a ¢isel ve tvaru 22" 4+ 1.

Carl Friedrich Gauss dokazal, Ze pravidelny sedmndctithelnik je mozné sestrojit
pravitkem a kruzitkem. Pozdé&ji vytvoftil obecnou teorii konstrukei, kterd ukézala, ze pravidelny
n-thelnik je mozné sestrojit prave tehdy, kdyz n je soucin riznych mocnin dvou a riznych

Fermatovych ¢isel.

Pierre Wantzel dokéazal, ze konstrukce pravitkem a kruzitkem jsou ekvivalentni feSeni
ur¢itych algebraickych rovnic a dal tim definitivni odpovéd’ na otazku, které pravidelné

mnohouhelniky je moZzné sestrojit.

Jestlize se divame na moderni dobu, sestrojeni pravidelnych mnohouhelnikti jiz neni
povazovano za vyznamny matematicky problém, protoze diky Galoisové teorii uz zname
odpovéd’. Ale historicky bylo sestrojeni téchto mnohothelniki velmi dilezité pro rozvoj

geometrie a algebra.”

7.3 Uprava podminek a moZna FeSitelnost

V Eukleidovskych konstrukcich miizeme pouzivat pouze dva nastroje - pravitko
a kruzitko, které nam umoziuji sestrojit pouze rovné cary a kruznice. Avsak, pokud bychom
povolili pouziti dalSich kiivek, mohli bychom sestrojit vice pravidelnych mnohouthelnikd.
Takové kiivky jsou znamé jako konické ftezy, které zahrnuji kruhy, elipsy, paraboly
a hyperboly.

69 STRUIK, Dirk J. Dé&jiny matematiky.
" KORINEK, Vladimir. Zaklady algebry.
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Vyuziti hyperboly’

Konkrétn€, s pouzitim kiivky zvané hyperbola, mizeme sestrojit pravidelny

sedmithelnik. Postup je nasledujici:
Nejprve vytvoiime dvé piimky, které se protinaji v pravém thlu.
Na jedné z pfimek oznac¢ime dva body, které budou ohnisky hyperboly.

Poté sestrojime hyperbolu kolem téchto dvou bodl. Hyperbola je mnozina vSech bodu

v roving, pro které je rozdil vzdalenosti od dvou danych bodii — ohnisek konstantni.

KdyZz mame hyperbolu, mizeme na ni najit bod, ktery je rovnomérné vzdaleny
od jednoho z ohnisek a od pfimky kolmé na piimku spojujici obé ohniska. Tento bod je jednim

z vrcholu sedmiuhelniku

Tento postup opakujeme jesté Sestkrat, abychom ziskali zbyvajici vrcholy
sedmithelniku.

vvvvvv

pti kresleni hyperbol. Navic tento postup je kontroverzni, protoZe n€kteti matematici povazuji
konstrukci pomoci kiivek za neeukleidovskou a tedy za "necistou". Ale pokud jsme ochotni

piijmout takové metody, pak se nam otevira cely novy svét moznych konstrukci.

Konstrukce pomoci algebraickych operaci

Eukleidovské konstrukce jsou zdkladné omezeny na operace, které 1ze provést pomoci
pravitka a kruzitka, coz v podstaté¢ odpovida operacim s¢itani, odecitani, nasobeni, d¢leni
a extrakci druhé odmocniny. Pokud bychom rozsifili naSe nastroje a povolili dalsi algebraické

operace, mohli bychom sestrojit vice pravidelnych mnohouhelniki.

Ptfedstavme si naptiklad, Ze mizeme provadét operaci tieti odmocniny. Tato operace
nam umoznuje vypocitat tfeti odmocninu z libovolného c¢isla. Jaky mé to vliv na naSe

konstrukce?

Vezméme si pravidelny tfinactithelnik. Pro jeho sestrojeni potfebujeme vyfesit rovnici

cos(2m/13) = 0. To je algebraicka rovnice tfetiho stupn€. S pomoci operace tieti odmocniny

"I LOMTATIDZE, Lenka. Historicky vyvoj pojmu kifivka.
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muzeme najit feSeni této rovnice, a pak pouzit toto feSeni k sestrojeni pravidelného

tfinactiahelniku.

Toto je samoziejmé¢ zjednoduSeny popis procesu. Ve skuteCnosti je sestrojeni
pravidelného tfinactiuhelniku pomoci tieti odmocniny velmi slozité a vyzaduje pokrocilé
znalosti algebry. Ale tato metoda nam ukazuje, jak bychom mohli rozsitit nase schopnosti

konstrukce tim, ze do naseho nastrojového souboru piidame dalsi algebraické operace.

Pro zjednoduseni, mtizeme fici, Ze hleddme kofeny rovnice x> —x — 1 = 0. Jednim
Z kotenu této rovnice je cos(2m/13). Pokud dokdzeme najit tento kofen, mizeme pouzit

Kosinovu vétu pro vypocet délky strany pravidelného tfinactiahelniku.
S vyuZzitim tfeti odmocniny miZeme nasledovné najit kofen:

1. Nejprve vypocitame diskriminant rovnice:

2. Poté najdeme tfi mozné hodnoty kofene rovnice.

3. Tteti odmocninu mizeme vypocitat pomoci matematickych tabulek, kalkulatoru nebo
jiného nastroje.

4. Kdyz mame hodnotu x, mizeme pouzit Kosinovu vétu pro vypocet délky strany
pravidelného tfinactithelniku.

5. Nakonec, pomoci této délky strany, mizeme sestrojit pravidelny tfinactichelniku.

Je dilezité poznamenat, ze toto je velmi zjednoduSeny popis procesu. Ve skutecnosti je
sestrojeni pravidelného tfindctithelniku pomoci tieti odmocniny velmi slozité a vyzaduje
pokrocilé znalosti algebry. Nicméné, tato metoda ukazuje, jak bychom mohli rozsifit nase
schopnosti konstrukce tim, Ze do naseho nastrojového souboru pifidame dalsi algebraické

operace.”

Vyuziti paraboly

Dals8i mozZnosti, jak sestrojit pravidelné mnohouhelniky, které nejsou konstruovatelné

pouze pomoci pravitka a kruzitka, je vyuziti paraboly.

Ptedstavme si, ze madme k dispozici pravitko, kruzitko, a kromé& toho také pravitko

S parabolou. To znamena, Ze miizeme pouzit nejen piimky a kruznice, ale také paraboly. Tento

2 KORINEK, Vladimir. Zdklady algebry.
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dodatecny nastroj ndm umozni provadet dalsi algebraické operace pfi konstrukei - konkrétné

extrakci n-té¢ odmocniny.

Predstavme si, Zze chceme sestrojit pravidelny sedmithelnik. K tomu potfebujeme
vyfiesit rovnici cos(2n/7) = 0, coz je rovnice tfetiho stupné. Bez tieti odmocniny bychom tento
ukol nemohli pomoci pravitka a kruZzitka vyfesit. Nicméné s pomoci paraboly mlizeme tuto

rovnici vyftesit a sestrojit pravidelny sedmithelnik.

Parabola ma tu vyhodu, Ze umoziluje konstrukci odmocnin jakéhokoli stupné, coz
rozSifuje moznosti sestrojeni pravidelnych mnohothelniki. Takovéto konstrukce ovSem

vyzaduji pokro¢ilé matematické dovednosti a porozuméni principtim algebraickych kfivek.”

S LOMTATIDZE, Lenka. Historicky vyvoj pojmu kifivka.

53



Prace v pribéhu zkoumala nékteré z nejvyznamnéjSich problému staroveéké fecké
matematiky, a pfitom jsme se seznamili s mnoha koncepty a nastroji, které tvoti zédklad naseho
moderniho chapani matematiky. Klasické problémy, jako je kvadratura kruhu, trisekce thlu,
zdvojeni krychle, rektifikace kruznice a sestrojeni pravidelnych mnohouhelniki, jsou nejen

fascinujici matematické zahady, ale také klicové milniky v historii matematického mysleni.

Zatimco tyto problémy nebyly za danych eukleidovskych omezeni fesSitelné, jejich
vyznam je obrovsky. Provedli nas historii matematiky, pficemz kazda epocha ptidala novou
vrstvu porozuméni a inovaci. Ukazaly, jak vyzvy vedou k pokroku, k novym mySlenkdm

a novym pristuptim.

Pokusy o fesSeni téchto problému vedly k vytvofeni novych matematickych disciplin a
ptispély k rozvoji abstraktniho mysleni, coz je kli€ové pro moderni matematiku. Pravé tyto
vyzvy a nezodpovézené otazky inspirovaly generace matematikii k objevovani novych

konceptti a nastroji.

PtestoZe tyto problémy ziistdvaji nerozieSené v kontextu starovekych feckych omezeni,
jejich studium nam otevielo dvete k SirSimu pochopeni matematiky a jeji role v naSem poznani
svéta. Diky nim se miZeme divat na matematiku jako na neustale se vyvijejici disciplinu, ktera

se adaptuje se na nové vyzvy.
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