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Anotace

V této bakalarské prdaci byla vytvorena aplikace na podporu vyuky usporadanich
mmnozin. Je urcena pro studenty, kteri maji zdjem rozsirit své znalosti v oblasti
bindrnich relaci na mnoziné a usporidangch mnozin. Soucdsti prace je vijukovy
text.

Synopsis

In this bachelor’s thesis was created an application for support of teaching parti-
ally ordered sets. This thesis is for students who are intetested in expanding their
knowledge about binary relation on a set and ordered sets. There is supporting
educational text as the part of this thesis.

Klicova slova: Binarni relace, usporadané mnoziny, supremum, infimum, svaz,
Hassetv diagram.

Keywords: Binary relation, ordered sets, supremum, infimum, lattice, Hasse
diagram.
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1 Teoreticka c¢ast

1.1 Pojem binarni relace

V mnoha kontextech se vyskytuji vztahy mezi prvky jednotlivych mnozin. Kazdy
den se setkavame se vztahy, jako je napriklad vztah mezi podnikem a jeho tele-
fonnim cislem, zaméstnancem a jeho platem, nebo napriklad vztahy dané osoby
s jeho ptibuznymi. Vztahy se pouzivaji v mnoha oborech matematiky k modelo-
vani pojmi jako ,je vétsi nez“, . je rovno“ a ,déli* v aritmetice, ,je shodné s
v geometrii, nebo naptiklad ,priléha k“ v teorii grafi.

Definice 1 (Kartézsky soucin)
Kartézskyj soucin mnozin Xy,...,X, je mnoZina X1 X ... x X,, ddna predpisem

X1 X ..o X Xn = {<.CE1, ,.Cl?n> ‘ T € Xl, ey Iy € Xn}

Vztahy mezi prvky mnozin jsou reprezentovany pomoci struktury nazyvané
relace, ktera je podmnozinou kartézského souc¢inu mnozin. Nejvhodnéjsim zpii-
sobem jak vyjadrit vztahy mezi prvky dvou mnozin, je pouziti usporadanych
dvojic tvorenych ze souvisejicich prvkii. Mnozinu usporadanych dvojic nazyvame
binarni relaci [1].

Definice 2 (Binarni relace na mnoziné)
Binarni relaci R na mnoziné X rozumime kaZdou podmnozZinu kartézského
soucinu X x X.

POzZNAMKA 3

Definici bychom mohli vyslovit obecnéji pro relaci mezi mnozinami X a Y,
jako podmnozinu kartézského soucinu X x Y. Protoze bychom tuto definici v na-
sledujicim textu nevyuzili, omezime se pouze na relace na mnoziné X.

PRIKLAD 4
Na mnoziné X = {1,2, 3,4} definujeme nésledujici binarni relace
e Relace Ry = {(1,1),(2,2),(3,3), (4,4)}, v nasledujicim textu znacend sym-
bolem ,=“ (rovna se).

e Relace Ry, = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3), (3,4), (4,4) }
znac¢end symbolem ,<“ (je mensi nebo rovno).

e Relace R3 = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4) } znacend symbolem ,,<“
Z

(je ostfe mensi ne

e Relace Ry = {(1,

1
symbolem | (déli

).
;> (1,2),(1,3), (1,4), (2,2), (2,4, (3,3), (4,4)} znacend



1.2 Vlastnosti binarnich relaci

Binarni relace na mnoziné maji specialni vyznam, nebot umoznuji zkoumat vlast-
nosti vztahtt mezi prvky patticimi do téZze mnoziny.

Definice 5
Necht X je neprazdna mnoZina a R bindrni relace na této mnoziné, pak je R

1. reflexivni, pokud Vo € X plati (z,x) € R,

2. irreflexivni, pokud Vx € X plati (x,z) ¢ R,

3. symetricka, pokud Vx,y € X plati (x,y) € R = (y,x) € R,

4. asymetrickd, pokud Vx,y € X plati (x,y) € R= (y,z) € R,

5. antisymetricka, pokud Vz,y € X plati ({(xz,y) € RA(y,z) € R) = = =y,
6. uplna, pokud Vz,y € X plati (x,y) € RV (y,z) € R,

7. tranzitivni, pokud Vz,y,z € X plati ((x,y) € RN (y,2) € R) =
(x,z) € R.

U vsech vlastnosti je velmi dilezité, ze definuji vztah, ktery musi platit pro
vSechny prvky nosné mnoziny, respektive pro vsechny dvojice nebo trojice prvki
nosné mnoziny. V zadné z téchto definic pak nesmime vynechat univerzalni kvan-
tifikatory.

V pripadé, ze chceme dokéazat, ze dana relace nékterou vlastnost nesplnuje,
stac¢i nalézt jediny prvek, respektive dvojici ¢i trojici prvkil, pro kterou dana
vlastnost neplati. Rovnéz pokud naopak chceme dokéazat platnost dané vlast-
nosti, pak ji musime dokazat pro vsechny prvky, respektive dvojice ¢i trojice
prvku [2].

PRIKLAD 6
Vezméme si relaci Ry = {(a,a), (a,b), (a,c), (b,b),(b,c), {c,c)} na mnoziné
X ={a,b,c}.

Ovérime, zda je relace R reflexivni, irreflexivni, symetricka, asymetricka,
antisymetricka, uplnd, tranzitivni.

1. Reflexivita: Je treba ovérit, ze kazdy prvek je v relaci sim se sebou. Je
ziejmé, ze uvedena vlastnost plati pro kazdy prvek z mnoziny X. Relace
je reflexivni.

2. Irreflexivita: Relaci bychom mohli nazvat irreflexivni praveé tehdy, pokud
by se v relaci nevyskytovaly usporadané dvojice (a, a), (b,b), (¢, c). Jestlize
je relace reflexivni, pak nemuze byt irreflexivni (avsak nemusi mit ani jednu
vlastnost z téchto dvou). Relace neni irreflexivni.
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3. Symetrie: Je tieba ovérit, ze nezalezi na poradi prvkiu v relaci, coz v nasem
ptipadé znamend, ze pro kazdou dvojici (z,y) plati, Ze jestlize se nachdzi
dvojice (x,y) v relaci, pak i dvojice (y, z). Vezméme napiiklad dvojici (a, b),
v relaci se nenachézi dvojice (b, a), proto jiz nyni mizeme prohlésit, ze dand
relace neni symetricka.

4. Asymetrie: Je tieba ovérit, ze s kazdou usporddanou dvojici, ktera je
v relaci, opa¢né usporadana dvojice v relaci nebude. Stac¢i vzit napt. uspo-
radanou dvojici (a, a). Tato dvojice v relaci je. Pokud by byla relace asyme-
trickd, pak by tato dvojice musela v relaci zaroven byt a nebyt, coz nelze.
Relace neni asymetricka.

5. Antisymetrie: Je tieba ovéfit, ze je-li v relaci usporadand dvojice (z,y)
i usporadand dvojice (y, x), pak nutné musi platit, ze x = y. Toto tvrzeni
Ize snadno vyvratit nalezenim dvojice, pro kterou pravidlo neplati. Zadn4
takova dvojice se v nasem prikladu nevyskytuje, tudiz miazeme tvrdit, Ze
relace je antisymetricka.

6. Uplnost: Tuto vlastnost relace ovéi{me tak, Ze se pro kazdé dva prvky
x,y € X alespor jedna z dvojic (x,y), (y, x) musi nachdzet v relaci (iplnost
relace implikuje reflexivitu). Relace je Gplna.

7. Tranzitivita: Je tfeba ovérit, ze pro kazdou trojici prvki z,y, z € X plati,
ze jsou-li v relaci x a y, a soucasné i y a z, pak nutné musi byt v relaci i
a z. Relace je tranzitivni.

1.3 Grafické znazornéni relaci

Obecné existuje vice zplisobtl, jak lze binarni relace reprezentovat. V této praci
se ovSem zameérime na znazornéni orientovanym grafem a matici, které ndm
poslouzi k pochopeni dané problematiky. Nutno podotknout, ze se v této kapitole
zabyvame pouze znazornenim bindarnich relaci na mnoziné.

PRIKLAD 7
Vezméme si jako piiklad relaci Rg na mnoziné X = {1,2,3,4} definovanou
vztahem Rg = {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}.

1. Orientovany graf

Necht R je binarni relace na konefné mnoziné X = {xy,zs,...,z,}. Pak
muzeme relaci R znazornit orientovanym grafem nasledujicim zptisobem:
Pro kazdy prvek x; € X nakreslime pevny bod a pojmenujeme jej podle
z;. Tento bod nazyvame vrcholem. Pokud dvojice (z;, z;) € R, vykreslime
sipku z z; do x;, kterd se nazyvé orientovana hrana. V piipadé, Ze se x; =
z; pak vykreslime orientovanou smycku. Po vykresleni vSech vrcholi a
k nim pfislusnych hran i smycek, ziskdme orientovany graf [3].



1 2

Obrazek 1: Orientovany graf pro relaci Rg

2. Znazornéni matici
U maticového znézornéni relace R sestrojime matici, feknéme Mg, jejiz
radky (a pravé tak sloupce) jednozna¢né odpovidaji prvkim mnoziny X.
V matici Mg bude na radku odpovidajicim prvku x a ve sloupci odpovida-
jicim prvku y jednicka, pokud (z,y) € R, a v opacném piipadé tam bude
nula. Pro vyse uvedenou relaci Rg dostaneme matici

Mp, =

6

S O O -
S O O
S O = =
O O ==

v niz fadky odpovidaji shora doli (a sloupce zleva doprava) prvkam 1,2, 3, 4
[4].

1.4 Relace usporadani

Casto vyuzivame relace k tomu, abychom uspofadali nékteré nebo viechny prvky
mnozin. Napriklad ¢iselné mnoziny jsme zvykli usporadat pomoci relace, jenz ob-
sahuje dvojice (z,y), kde , ¢islo x je mensi nez y“. Pokud pridame vSechny pary
ve tvaru (z,z), ziskdme relaci, kterd je reflexivni, antisymetrickd a tranzi-
tivni. Jedna se o vlastnosti, které charakterizuji relace pouzivané k usporadani
prvki mnozin.

Definice 8

Necht R je bindrni relace na mnozine X. Potom R nazveme usporddant,
jestlize R je relace reflexivni, antisymetrickd a tranzitivni. Je-li R uspordddni na
mnoziné X, pak dvojice (X, R) se nazgvd usporddand mnozina.

Nachézi-li se prvky x,y v relaci R, interpretujeme to slovy , prvek x je mensi

nebo roven prvku y“. To je v souladu se vSsemi tremi zakladnimi vlastnostmi
usporadani. Usporadani budeme v dalsim textu ¢asto znacit symbolem ,,<“ [5].

10



PRIKLAD 9

Relace ,,je mensi nebo rovno® reprezentovana symbolem ,,<“ je usporadanim
na mnoziné celych cisel. Relace je reflexivni, protoze plati x < z pro kazdé celé
¢islo x. Jestlize © < y a y < x, pak nutné x = y, tudiz je antisymetricka. A
konecné, ,<* je tranzitivni, jelikoz x <y a y < z implikuje vztah x < 2.

PRIKLAD 10

Relace ,délitelnosti* reprezentovand symbolem ,|“ je usporaddnim na mno-
ziné prirozenych ¢isel. Relace délitelnosti definovand x | y (kde z,y € N) prave
tehdy, kdyz x je délitel cisla y (tj. kdyz y = 2z - = pro né&jaké z € N) je relace
reflexivni, antisymetricka a tranzitivni. Ano, pro kazdé prirozené cislo x plati
x| x, tedy x je délitelné samo sebou. Rovnéz plati, Ze jestlize z | y a y | =, pak
xr =y, a soucasné jestlize x | y a y | z, pak také x | z.

Definice 11

Necht z,y jsou dva prvky usporddané mnoziny (X, <). Plati-li x < y nebo
y <z, jsou prvky x,y porovnatelné, v opacném pripadé jsou neporovnatelné, coz
znacime x || y.

1.5 Retézec a antiretézec

Definice 12

Necht R je bindrni relace na mnozine X, kterd je reflexivni, antisymetrickd,
tranzitivnd a dplnd. Potom R nazveme linedrni usporddani, a dvojici (X, R) li-
nedrné usporddanou mnozinou, nebo-li retézcem.

PRIKLAD 13

Relace Ry = {(1,1),(1,2), (1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4), (3,3), (3,4), (4,4) }
reprezentovand symbolem , <“ (je mensi nebo rovno) je linearnim usporaddnim
na mnoziné X = {1,2,3,4}.

Definice 14
Je-li dvojice (X, R) uspordidand mnoZina, pak se kazdd podmnozina Y C X
nazyvd antiretézec prave tehdy, kdyz jsou kazdé dva riuzné proky Y neporovnatelné

v (X, R).

PRIKLAD 15

Relace R ,rovnd se* reprezentovana symbolem ,,=* na mnoziné X = {1,2, 3,4}
je antiretézcem, jelikoz nelze porovnat zadné dva razné prvky z mnoziny X, tj.
pro kazdé dva rtzné prvky z,y € X mame z || y.
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1.6 Relace pokryti a Hasseovy diagramy

V teorii usporadéni se vyuziva Hasseuv diagram (pojmenovany po Helmutu Has-
seovi) k zobrazeni kone¢né usporddané mnoziny. Pro reprezentaci usporadanych
mnozin vyuzivime nasledujici postup [6]:

Zacneme vykreslenim orientovaného grafu relace. Protoze je usporadani re-
flexivni, existuji smy¢ky (z,z) na kazdém vrcholu x. Tyto smycky odstranime.
Déle odstranime vSechny hrany (x,y), pro které existuje prvek z € X takovy, Ze
r < zaz <y, pricemz prvky z,y, z jsou od sebe navzajem rizné. Kazdou hranu
usporadame tak, aby jejl poc¢atecni vrchol byl nize nez koncovy vrchol. Hori-
zontalni umisténi vrcholi je vhodné volit tak, aby pokud mozno nedochéazelo ke
kiizeni hran. Poté odstranime vsechny Sipky na cilovych hranach, protoze nam
vSechny hrany nyni sméruji nahoru ke svému koncovému vrcholu, viz obrazek 2.

L

Obréazek 2: Postup vytvoreni Hasseova diagramu pro (X, Ry)

Definice 16

Necht dvojice (X, <) je usporddand mnozina a ,<“ odpovidajici relace uspo-
raddni. Prvek x je pokryvdan prvkem vy, jestlize x < y a neexistuje prvek z € X
takovy, Ze x < z a z <y, pricemz prvky x,vy, z jsou od sebe navzdjem rizné. Sku-
tecnost, zZe prvek x je pokryvdn prvkem y budeme vyjadrovat symbolem x < .
Relaci < budeme nazyjvat relace pokryti.

Dalsim zptusobem jak vykreslit Hassetv diagram je vyuzit prislusnou relaci
pokryti. Prvky mnoziny znazornime jako body, kde v pripadé, ze x < y, pak bod
x bude znazornén nize nez bod y. Hranu mezi prvky z, y vykreslime pravé tehdy,
kdyz x < y [2].

PRIKLAD 17

Prislusné relace pokryti Ry = {(1,2),(2,3), (3,4)} pro usporddanou mno-
zinu (X, Ry), jenz je znazornéna na obrazku 2.
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1.7 Specialni prvky usporadanych mnozin

Predstavme si nyni nékteré specidlni prvky v usporadanych mnozinach a jejich
vzajemné vztahy.

Definice 18
Necht dvojice (X, <) je usporddand mnozina a ,<“ odpovidajici relace uspo-
raddni. Prvek x € X je:

1. nejmensi prvek X prdve tehdy, kdyz Vy € X plati x < vy,
2. nejvétsi prvek X prdave tehdy, kdyz Yy € X plati y < x,

3. minimalni prvek X prdve tehdy, kdyz Vy € X plati y < z = y =«
(tedy kdyz Zadny prvek y mnoziny X neni mensi nez prvek x),

4. maximalni prvek X prdve tehdy, kdyz Vy € X plati v < y =z =y
(tedy kdyz Zadny prvek y mnozZiny X neni vétsi nez prvek x).

Maximalni prvek obecné nemusi byt nejvétsim prvkem, tudiz zatimco neni
mensi nez libovolny jiny prvek, nemusi byt vétsi nez vsechny ostatni prvky (totéz
plati o minimalnim prvku, ktery obecné nemusi byt nejmensim prvkem). Maxi-
malnich prvka muze byt v jedné mnoziné vic. Pokud vsak mnozina méa nejvétsi
(nejmensi) prvek, je tento prvek jedinym maximéalnim (minimalnim) prvkem [5].

Tvrzeni nyni podlozime piikladem pro usporddanou mnozinu (X, R;), kde
X ={2,4,5,10,12,20,25} a Ry = {(2,2),(2,4), (2,10), (2,12), (2,20), (4, 4),
(4,12), (4,20), (5,5), (5, 10), (5, 20), (5, 25), (10, 10), (10, 20), (12, 12), (20, 20),
(25,25)}. Relace R; odpovida relaci délitelnosti na X.

®12 20
4 10 25
2 Y

Obrazek 3: Hasseuv diagram pro (X, Ry;)

PRIKLAD 19
Hassetuv diagram na obrézku 3 pro (X, R;) ukazuje, ze maximalni jsou prvky
12, 20 a 25 a minimalni jsou prvky 2 a 5. Nejmensi ani nejveétsi prvek neexistuje.
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{a,b,c}

{a,c} {b, c}

{a} {0}

0

Obrazek 4: Hasseuv diagram pro (P(X), C), kde X = {a,b,c}

PRIKLAD 20

Meéjme usporddanou mnozinu (P(X), C) definovanou Hasseovym diagramem
na obrazku 4, tedy potenéni mnozinu t¥iprvkové mnoziny X = {a, b, ¢} uspora-
danou relaci ,,byti podmnozinou®“. Nejmensim prvkem je prazdna mnozina, nej-
vétsim prvkem pak samotna mnozina X.

Lze si povSimnout, ze kazda usporadana mmnozina z prikladti ma nejvyse je-
den nejmensi a jeden nejvétsi prvek. Ze tomu tak vzdy bude, miizeme snadno
nahlédnout primo z definice nejmensiho a nejvétsiho prvku. Pokud by byly dva
prvky x, y usporadané mnoziny nejmensi, pak by muselo platit, ze xt < yay < z.
Protoze vime, ze usporadani je antisymetricka relace, musi x = y. To znamena,
ze takovy prvek je pouze jeden [2].

d

a a b a

Obrézek 5: Hasseovy diagramy pro tii usporadané mnoziny

PRIKLAD 21

Vezméme si postupné zleva doprava jednotlivé usporddané mnoziny z ob-
razku 5. U prvni je nejmensim prvkem a a nejvétsim d. Ve druhé jsou minimalni
prvky a, b, maximalni d, e. Nejvétsi ani nejmensi prvek neexistuje. Tteti uspota-
dand mnozina ma nejmensi prvek a, dva maximalni prvky c, d, pricemz nejvétsi
prvek neexistuje.
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POzZNAMKA 22
Necht dvojice (X, <) je usporddand mnozina a ,,<“ odpovidajici relace uspo-
radani. Pak plati:

1. Je-li z € X nejmensi prvek, pak je také minimalni prvek.

2. Je-li z € X nejvetsi prvek, pak je také maximalni prvek.

1.8 Dolni a horni kuzel, supremum a infimum

Definice 23

Necht dvojice (X, <) je usporadand mnozina a Y C X. Oznacme
HY)={re X,y <x pro kazdé y € Y},
DY)={x € X;x <y pro kazdé y € Y}.
Pak se mnozina H(Y) se nazijvd horni kuZel mnoZiny Y a mnozina D(Y) se
nazyvd dolni kuZel mnoZiny Y .

7 definice nam vyplyva, ze horni kuzel mnoziny Y v usporadané mnoziné
(X, <) obsahuje prvky z X, které jsou vétsi nebo rovny vSem prvkim obsazenym
v Y (analogicky pro dolni kuzel) [6].

h o
f g
d e
b c
a

Obrazek 6: Hasseuv diagram pro (X, Ry)

PRIKLAD 24

Urceme dolni a horni kuzel pro mnoziny Y; = {a,b,c} a Y3 = {a,¢,d, f} v
usporadané mnoziné, kterd je definovana Hasseovym diagramem na obrazku 6.
Pro mnozinu Y] je D(Y1) = {a} a H(Y1) = {e,g,h,j}. Pro mnozinu Y; pak je
D(Yy) = {a} a H(Y) = {h}.
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Definice 25

Ma-li H(Y') nejmensi prvek, pak se tento prvek nazjvd supremum Y a znaci
se sup(Y'). Analogicky md-li D(Y') nejvétsi prvek, pak se tento prvek nazgvd in-
fimum'Y a znaci se inf(Y).

PRIKLAD 26

Urceme supremum a infimum u podmnoziny Y = {3,9, 12}, pokud existuji
na usporadané mnoziné (N |)

Do dolniho kuzele podmnoziny Y patii kazdé prirozené ¢islo takové, ze vSechny
prvky této podmnoziny jsou timto ¢islem délitelné. Takova ¢isla jsou pouze dveé,
1 a 3. Protoze vsak 1 | 3, je 3 infimem D(Y"). Podobné jako u infima nyni nalez-
neme supremum. Do horniho kuzele podmnoziny Y patii kazdé prirozené cislo,
prave kdyz je délitelné ¢isly 3,9 a 12. Prirozena ¢isla s touto vlastnosti jsou ty,
kterd jsou délitelnd nejmensim spoleénym nasobkem 3,9 a 12, coz je 36. Proto
je 36 supremem H(Y).

Infimum mnoziny Y C X neexistuje pokud D(Y') neobsahuje nejvétsi prvek.
Nejvetsi prvek obecné existovat nemusi, takze ani infimum obecné existovat ne-
musi (analogicky pro supremum). Pokud vSak infimum pifipadné supremum ¢i
oboji existuje, pak je uréeno jednoznacné [2].

1.9 Svazy a polosvazy

V teorii mnozin se vyskytuji takové usporadané mnoziny, u kterych existuje pro
kazdou dvojici prvkl infimum, supremum, nebo oboji.

Definice 27
Necht dvojice (X, <) je usporddand mnoZina, v niz ke kazdym dvéma prokim
ezxistuje supremum, pak se dand usporadand mnozina nazyvd spojovy polosvaz.

Obrazek 7: Spojovy polosvaz, ktery neni svazem
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Definice 28
Necht dvojice (X, <) je usporddand mnoZzina, v niz ke kazdgm dvéma prokim
existuje infimum, pak se dand usporidand mnoZina nazyvd prusekovy polosvaz.

a
Obrézek 8: Priisekovy polosvaz, ktery neni svazem
Definice 29

Necht dvojice (X, <) je usporddand mnozina, v niz ke kazZdym dvéma prvkim
existuje supremum i infimum, pak se dand usporadand mnoZina nazyvd svaz.

a

Obrézek 9: Svaz

Kazd4 linedrné usporadand mnozina je svazem, jelikoz jsou kazdé dva prvky
porovnatelné, mame bud z < y nebo y < x pro libovolné dva prvky z,y € X.
Pokud lze kazdé dva prvky porovnat, lze pro né nalézt infimum i supremum.
Ciselné mnoziny N, Z, Q a R usporadané relaci ,,mensi nebo rovno“ jsou svazy,
ve kterych infimum a supremum odpovidd minimu a maximu z dané dvojice
prvku [6].

Dalsim prikladem je mnozina prirozenych cisel, usporadana délitelnosti, kde
pro kazdé dva prvky je supremum nejmensi spolecny nasobek a infimum je nej-
vétsi spolecny délitel.
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2 Implementace

2.1 Pouzité technologie

K vytvoreni aplikace bylo pouzito vyvojové prostredi Microsoft Visual Stu-
dio 2015 na platformé .NET Framework 4.5 s vyuzitim grafického subsystému
Windows Presentation Foundation (WPF). Aplikace byla vytvorena a testovana
pro Microsoft Windows 8 a nove;jsi.

2.2 WPF

Zkratka WPF (Windows Presentation Foundation) predstavuje graficky Fra-
mework pro psani aplikaci od spole¢nosti Microsoft. WPF nam umoznuje vy-
tvaret aplikace s pokrocilou grafickou trovni, které by se napriklad ve Windows
Forms zvladaly jen obtizné. Pro psani WPF aplikaci se vyuziva znackovaci jazyk
XAML spolu s .NET jazykem(C+#, Visual Basic). Tyto aplikace se renderuji
na grafické karté a tim snizuji zatizeni CPU prii vytvareni graficky naro¢nych
aplikaci.

Extensible Application Markup Language (XAML) je znackovaci jazyk
(obdoba HTML), zalozeny na XML a vyuzivany k popisu grafického rozhrani
v aplikacich spole¢nosti Microsoft nové generace. Zkratka ptvodné znamenala
Extensible Avalon Markup Language, kde Avalon bylo kédové oznaceni pro Win-
dows Presentation Foundation (WPF). Je uréeny primarné k navrhu uzivatel-
ského prostiedi pro technologie WPF a Silverlight [7].

2.3 Pouzité knihovny

K zobrazeni vyukové textu v aplikaci byla vyuzita knihovnha MoonPdf. Mo-
onPdf je PDF prohlize¢ vytvoreny pro WPF aplikaci, ktery vyuziva knihovnu
MoonPdfLib. Tato knihovna obsahuje ovladaci prvky, vyuzivané v mé aplikaci.

Vice na www.codeproject.com.
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2.4 Reprezentace dat

e Mypoint — pro reprezentaci bodu v grafické podobé se vyuziva trida My-
Point.cs. Obsahuje objekt typu Point, ktery znaci stredové soutadnice vy-
kresleného bodu. Grafickd podoba bodu se skldda z Ellipse a String. Pri
vytvareni bodu se diky parametriim, které se predavaji v konstruktoru ziska
sttedovy bod, text ktery bude zobrazen, barva ramecku a textu.

e Reprezentace parti — pro reprezentaci pari se vyuziva tiida Pair. Ob-
sahujici dvé proménné First a Second reprezentujici jednotlivé prvky paru
(jednotlivé prvky part mohou byt libovolné datové typy).
Pair<string, string> pair = new Pair<string, string>
("first element", "second element");

e Reprezentace relaci — relace se skladaji z listt typu Pair.
List<Pair<string, string>> relation = new List
<Pair<string, string>>();

Pridani/odstranéni/editace prvka v relaci probihd pomoci metod Listu
(implementovano od Microsoftu), napiiklad relation.Add (),
relation.Remove (). Pro tupravu lze vyuzit vice postupi, naptiklad
relace[index] .First ="";.

e Reprezentace mnoziny — mnozina je reprezentovana pomoci listu dato-
vého typu, ktery vyuzivaji prvky v paru. Pokud se par sklada ze stringu
=> pak i mnozina je list typu string.

List<string> Set = new List<string>();
Pridani/odstranéni/editace prvka probihd stejnym zptusobem jako u relaci.

2.5 MVVM

Jedna se o navrhovy vzor aplikace, usnadnujici praci programéatora tim, ze oddé-
luje logiku od grafického rozhrani aplikace. Kod je poté 1épe udrzitelny, usnadnuje
testovani a piipadny dalsi vyvoj aplikace. Mezi jeho zdkladni vrstvy patii [8]:

e Model — popisuje datovou strukturu jednotlivych objekti, které jsou vy-
uzivany k zobrazeni/uklddani informaci od uzivatele.

e View — predstavuje GUI aplikace, které slouzi pro interakci s uzivatelem.

e ViewModel — propojuje dvé vyse zminéné vrstvy v celek. Zpracovava ves-
keré pozadavky uzivatele a z toho plynouci operace s daty. Pro usnadnéni
prace vznikly nové ,operace” Binding a Command.

— Binding slouzi k nalinkovani vybranych datovych struktur do jednot-
livych grafickych elementii, af uz jen pro c¢teni dat pripadné primé
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propsani vstupu do datovych struktur. Dale také slouzi k namapovani
jednotlivych commandt na tlacitka, pripadné dalsi ovladaci prvky.
V pripadé bindingovani dat je nutné implementovat INotifyCollection-
Changed a INotifyPropertyChanged ktera ndm zajistuji vyslani uda-
losti pii zméné jednotlivych dat a nasledné aktualizovani GUI ele-
mentu.

— Command slouzi k vyvolani néjaké akce po uzivatelské interakci na

vybrany graficky element, ke kterému je nabindingovany .

2.6 Struktura aplikace

N

ViewModel.cs Hasse.cs

ZAREINAN

DelegateCommand.cs Relation.cs FileManager.cs Pair.cs MyPoint.cs

N7

SREModel.es

Obrézek 10: Popis komunikace aplikace

2.7 Technika kresleni Hasseovych diagramt a jejich vyu-
ziti ve vypoctech
Modely: SRModel, MyPoint, Pair.

Pri vytvareni objektu predavame Relation, obsahujici funkce a modely pro
mnozinu a relaci. Je nutné vytvorit RetList typu <string, int>, ktery si
uchovava jednotlivé prvky z mnoziny a jejich troven (tedy ,y soufadnici“), na
které bude prvek umistén v grafu.

Dale si vytvorime PointLst <MyPoint>, ktery obsahuje grafickou podobu
jednotlivych prvkia z mnoziny. Vytvoreni Hasseova diagramu probiha v metodé

LoadData();.

1. Do listu RetList se ulozi prvky z mnoziny s poc¢tem jejich vyskyta v relaci
na levé strané jednotlivych pari. Kazdy par se poté sklada z daného prvku
mnoziny (na pozici first) a poc¢tu jeho vazeb (na pozici second).
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2. RetList se seradi podle vyskytt a zavola se metoda SetZero, ktera pocet
vyskytd vynuluje. Tento krok povazujeme za velmi podstatny, jelikoz ndm
setTidi prvky tak, aby spliovali vlastnost tranzitivity. Nasledné je tato pro-
ménna vyuzivana pro ukladani drovné prvku v Hasseovych diagramech.

3. Na RetList se nasledné zavola metoda Level, kde tento list prochazime for
cykly (pomoci néj ndm vzniknout vSechny kombinace paru). Jestlize se
tento par nachazi v relaci, zvysi se iroven prvku second z daného paru. Po
celkové kontrole RetList obsahuje prvky z mnoziny a jejich troven.

4. Metoda GetPoints pomoci RetListu vytvari body ukldadané v PointLst.
RetList se postupné prochézi a vybiraji se prvky na stejné tirovni. Dle vzo-
recku se vytvori bod pro kazdy prvek z RetListu a prifadi se mu soutradnice
x a y. Tyto body se ukladaji do PointLst.

5. Metoda Drawlines vykresluje hrany mezi jednotlivymi body v zavislosti
na jednoduchém vzorci: Dva vrcholy se spoji hranou vedenou od prvku x
k prvku y, jestlize x < y a neexistuje z takové, ze v < z < y. Odtud si
uchovavame body, které spojime hranou a vypisujeme relaci pokryti.

2.8 Vypocty zalozené na Hasseovych diagramech

Porovnavani poctu vazeb, nasledné vynulovani a nastaveni trovni nam slouzi v
programu pro vypocty nasledujicich pojmii: minimélni, maximalni, nejmensi a
nejvetsi prvky usporddanych mnozin, horni a dolni kuzel, infimum a supremum,
svazy a polosvazy.

Vezméme si napriklad minimalni, maximalni, nejvétsi a nejmensi prvky. Uspo-
raddme zadany vstup podle poctu vazeb (od nejvétsiho po nejmensi), poté zleva
doprava zkontrolujeme, zda mezi zadanymi prvky existuje vazba. Pokud vazba
mezi prvky existuje (IsPairlnRelation), troven prvku, se kterym dany prvek po-
rovnavame se zvysi. PTi nastavovani tirovni nam pak na trovni 0 ztistanou pouze
prvky dle definic.

Pak uz nam jen staci ovérit, zda-li minimalni prvek neni pouze jeden. Dle
definice vime, ze pokud ano, pak je tento prvek i nejmensi. Podobné pokud
chceme ziskat prvky maximalni, list prvki, ktery obsahuje pocet vazeb jednoduse
obratime pomoci metody Reverse().
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2.9 Popis trid

Trida SRModel . cs predstavuje reprezentaci Set, SubSet a Relation pomoci list
a dalsi pomocné struktury.

Trida Relation.cs predstavuje fukcionalitu pro tfidu SRModel . cs, nasledné
vyuzita ve tridé ViewModel.cs.

e public void CheckSubSet () — ovéri, zda podmnozina obsahuje pr-
vek, pokud ne, prida jej.

e public bool Reflexive () — ovérl vlastnost relace a vraci hodnoty
true/false, pokud je/neni relace reflexivni.

e public bool Antisymmetric () — ovéri vlastnost relace a vraci hod-
noty true/false, pokud je/neni relace antisymetricka.

e public bool Irreflexive () —ovéri vlastnost relace a vraci hodnoty
true/false, pokud je/neni relace irreflexivni.

e public bool Asymmetric () — ovéii vlastnost relace a vraci hodnoty
true/false, pokud je/neni relace asymetricka.

e public bool Transitive () — ovéii vlastnost relace a vraci hodnoty
true/false, pokud je/neni relace tranzitivni.

e public bool IsPairInRelation(Pair<string, string> p) —
ovéri, zda se hledany par nachazi v relaci.

e public void ReflexUzaver () — ptida dvojice pro splnéni vlastnosti
reflexivity.
e private bool TranzAddPair () — prida dvojice pro splnéni vlast-

nosti tranzitivity.

e public void GenerateRetezec () — generuje retézec na zadané mno-
Zing.
e public void GenerateAntiretezec () — generuje antifetézec na za-

dané mnoziné.

e public void GenerateRelation () generuje usporadani na zadané
mnoziné.

e public void GenerateSLattice () — generuje spojovy polosvaz na
zadané mnoziné.

e public void GeneratePLattice () — generuje prusekovy polosvaz
na zadané mnoziné.
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e public void Generatelattice () — generuje svaz na zadané mno-

Ziné.

e public List<string> Maximal () — vraci list maximélnich prvka v
relaci.

e public List<string> Minimal () — vraci list minimalnich prvka v
relaci.

e public bool Antiretezec () — ovéri, zda je relace slozena z pari

stejnych prvki, vraci true/false pokud ano/ne.

e private setZero (List<Pair<string, int>> 1lst) —vynuluje po-
¢et vazeb daného prvku na pozici second.

e private void Level (List<Pair<string, int>> 1lst) — oveéri
vlastnost relace a vraci iroven prvki.

e public List<Pair<string, int>> UpperBound () — vraci list prvki,
které jsou hornim kuzelem pro vlozenou podmnozinu.

e public string Supremum(List<Pair<string,int>> value) —
metoda nalezne miniméalni prvek horniho kuzele, pokud jich nalezne vice,
pak vraci, Ze neexistuje.

e public List<Pair<string, int>> LowerBound () — vracilist prvku,
které jsou dolnim kuzelem pro vloZzenou podmnozinu.

e public string Infimum(List<Pair<string, int>> value) —
metoda nalezne maximalni prvek dolniho kuzele, pokud jich nalezne vice,
pak vraci, Ze neexistuje.

e public bool Total () — oveéri vlastnost relace a vraci hodnoty true/-
false, pokud je/neni relace tplna.

e public bool PLattice () — proveri usporadanou mnozinu a vraci hod-
noty true/false, pokud je/neni prisekovym polosvazem.

e public bool SLattice () — proveri usporadanou mnozinu a vraci hod-
noty true/false, pokud je/neni spojovym polosvazem.

Trida ViewModel . cs vyuziva funkcionalitu tfidy Relation.cs, vystupy
z metod zpracovava ve svych vlastnich a predava je grafickému prostiedi. Slouzi
také k ziskani uzivatelskych vstupt, at uz se jedna o data nebo udalosti, které
vyvola uzivatel kliknutim na tlacitka.

Trida MyPoint.cs — datovy model pro grafické znazornéni bodu.
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e public MyPoint (Point p, string name, Brush colorText,
Brush colorFrame)

— Point p — bod se stfedovymi souradnicemi.
— string name — nazev bodu, ktery se vykresli.

— brush colorText/Frame — barva textu/ramecku.

e public Polyline MakelLine (MyPoint p) — vraci grafickou podobu
usecky mezi aktualnim a predanym bodem.

e public void Run () — vytvori grafickou podobu bodu ze ziskanych dat.
Trida Pair.cs — datovy model pro reprezentaci paru.

e public Pair (T first, U second) — vytvoli par se ziskanymi pa-
rametry.

e public override string ToString () — vraci podobu paru.

Trida DelegateCommand. cs implementuje rozhrani /Command. Jedna se
o metody, které predstavuji nahradu za GUI tizené pomoci udalosti.

Trida FileManager.cs slouzi pro ukladani zadani, obsahuje interni tridu
FileManagerData, kterd slouzi k serializaci a deserializaci pfi zapisu/¢tent
dat.

e public static void WriteToFile (string data) - slouzi pro
ulozeni dat do souboru.

e public static string ReadFromFile () — slouzi pro nacteni dat
ze souboru.

Trida Hasse.cs popsana v kapitole 2.7.

24



3 Uzivatelska prirucka

3.1 Pozadavky

Aplikace byla testovdna a vyvijena pro operacni systém Windows 8 a vysSsi.
Minimalni rozliseni je 1000 x 740 pixeli. Maximalni rozliSeni bylo nastaveno na
1920 x 1200 pixelt.

3.2 Instalace aplikace

Aplikace ,,Usporadané mnoziny“ se nainstaluje spusténim souboru ,setup.exe
umisténém v adresari bin, ktery se nachazi na prilozeném DVD. Po zobrazeni
okna instalatoru je nutné pokracovat kliknutim na tlacitko ,Next®. V dalsim okné
vyberte adresar pro umisténi aplikace a opét kliknéte na tlacitko ,Next“. Poté
potvrdte posledni souhrnné okno, ¢imz se zahaji instalace.

3.3 Aplikace
Aplikace ,,Usporadané mnoziny* se sklada ze dvou casti.

e Strankovaci menu, které se nachazi v horni ¢asti po celé sitce aplikace.
Toto menu nam slouzi pro prepinani obsahu.

e Stranky, které se nam oteviraji v zavislosti na volbé v menu.

3.3.1 Prakticka ¢ast

Pri kliknuti na polozku menu Praktickd cdst se nam otevie stranka obsahujici v
levé ¢asti po celé vysce submenu vytvorené z tlacitek. Jednotliva tlacitka slouzi
k otevieni podstranek, kde dochézi k vypoctiim spojenymi s usporadanymi mno-
zinami, viz obrazek 11.

Tlacitka slouzici pro prepnuti obsahu:

o Vliastnosti

Hasseovy diagramy

Specidalni prvky

KuZely

Svazy a polosvazy
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Obrézek 11: Stranka Vlastnosti

3.3.1.1 Stranka Vlastnosti

Stranka Vliastnosti slouzi pro ovéreni vlastnosti binarni relace na mnoziné.

V horni ¢asti stranky se nachazi textové pole pro mnozinu a relaci. Upravit
zadani lze pomoci tlacitek Upravit a Generovat, které nam umozni vygenerovat
usporadani, retézec nebo antiretézec na jiz zadané mnoziné. Po zméné zadani je
nutné spustit vypocet pomoci tlacitka Quérit. V pripadé, ze zadani zménime na
jedné podstrance, se vypocet vzdy provede automaticky i pro ostatni podstranky.
Pokud je zadani nevyhovujici (Spatné zadany vstup, pfipadné neni binarni relace
na mnoziné usporadanim), tlac¢itka v submenu zesednou a nelze provést vypocet,
kromé ovéreni vlastnosti.

V dolni ¢asti v levém rohu nalezneme dvé dalsi textova pole provadéjici vypis
v zavislosti na vlastnostech, které dané relace spliuje. V pravém rohu nalezneme
grafické ovéreni vlastnosti pro vétsi prehlednost viz obrazek 11.

3.3.1.2 Stranka Hasseovy diagramy

Stranka Hasseovy diagramy predstavuje Hassetiv diagram spolu s informacemi o
daném zobrazeni.

V horni ¢asti nalezneme textové pole pro mnozinu a relaci. V dolni ¢ésti v le-
vém rohu nalezneme platno, v némz se dany Hassetiv diagram vykresli. V pravém
rohu pak opét nalezneme dodatecné informace k danému Hasseovu diagramu.
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3.3.1.3 Stranka Specialni prvky

Stranka Specidlni prvky ovéri, které prvky v daném usporadani oznacujeme jako
nejmensi, nejvétsi, maximalni ¢i minimalni.

V horni ¢asti nalezneme textové pole pro mnozinu a relaci. V dolni éasti v le-
vém rohu nalezneme platno, v némz se dany Hassetv diagram vykresli. Specidlni
prvky jsou zde barevné znaceny. Minimalni/maximélni prvky jsou zde zvyraz-
nény zelenym/ervenym rameckem. Podobné pokud je prvek nejmensi/nejvétsi,
pak je jeho text zbarven zelené/¢ervené. Pokud existuje prvek, ktery je minimé4l-
nim i maximélnim/nejmensim i nejvétsim soucasné (dle definice), pak je tento
prvek vyznacen zlatym rameckem /textem. V pravém rohu pak opét nalezneme
dodatecné informace k danému Hasseovu diagramu.

3.3.1.4 Stranka Kuzely

Stranka KuZely predvede pro podmnozinu Y mnoziny X horni/dolni kuzel, supre-
mum a infimum.

V horni ¢asti nalezneme podobné jako u stranky Viastnosti textové pole pro
mnozinu a relaci. Avsak, protoze zde nyni vyuzivame i podmnozinu Y, je horni
cast rozsitena o textové pole pro tuto podmnozinu, do které lze vkladat prvky.
Prvky 1ze do podmnoziny Y vkladat dvojim zpusobem, pii zapsani prvku do
textboxu muzeme kliknout na tlacitko Pridat prvek, pripadné zmacknout klavesu
Enter. Pro odmazani prvku z mnoziny lze vyuzit tlac¢itko Smazat prvek nebo
klavesu Fscape. U podmnoziny lze vkladat pouze prvky, které se vyskytuji v
mnozineé.

V dolni ¢asti v levém rohu nalezneme platno, v némz se dany Hassetuv dia-
gram vykresli. Kuzely jsou zde barevné znaceny. Horni/dolni kuzel je zde zvyraz-
nén zelenym /Cervenym rameckem. Podobné pokud je prvek supremem /infimem,
pak je jeho text zbarven zelené/cervené. V pripadé, ze je prvek soucasné infi-
mem i supremem/hornim i dolnim kuzelem, je oznacen zlatou barvou/zlatym
rameckem. V pravém rohu pak nalezneme textova pole obsahujici informace o
nalezenych prvcich.

3.3.1.5 Stranka Svazy a polosvazy

Stranka Svazy a polosvazy oveéri, zda lze danou usporadanou mnozinu nazvat
prusekovym /spojovym polosvazem, pripadné svazem.

V horni casti nalezneme textové pole pro mnozinu a relaci. V dolni ¢asti
nalezneme prehled hodnot, pficemz muzeme volit mezi zobrazenim v tabulce,
nebo v listech. List slouzi pro vysledky, kde jedno textové pole slouzi pro spoci-
tané dvojice a druhé pro dvojice, kde supremum/infimum neexistuje. Obdobné
tabulka zobrazi znak .-“ v ptfipadé, Ze supremum/infimum neexistuje. V dolni
casti v pravém rohu nalezneme grafické ovéreni, zda lze zadanou usporadanou
mnozinu nazvat svazem, pripadné polosvazem.
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W Ulprava mnoding

Obrazek 12: Okno Uprava mnoziny

3.3.1.6 Okno Uprava mnoZiny

Na vyse zminénych strankach se vyskytuje tlacitko Upravit, které umoznuje zmeé-
nit zadani pro vypoéty. P¥i kliknuti se otevie okno Uprava mmoziny, které je
rozdélené do nékolika casti.

V levém hornim rohu lze upravit mnozinu X, prvky do mnoziny pridame za-
psanim do textového pole a naslednym kliknutim na tlac¢itko Pridat prvek. Pridat
prvek lze i vyuzitim klavesy Enter. Obdobné lze odstranit prvky, kde vyuzivame
klavesy Escape, pripadné tlacitko Odebrat prvek.

V pravé c¢asti lze vyuzit tabulku pro tpravu relace, kterd se vytvari v za-
vislosti na zadané mnoziné X. Hodnota ve sloupci predstavuje prvni prvek v
paru, radek predstavuje druhy prvek. Dvojici (neboli par) nasledné pridame za-
kliknutim okénka, které odpovidd nami zvolenym hodnotam. Odebrat dvojici lze
opétovnym zakliknutim prislusného okna. Pod tabulkou nalezneme tlacéitka pro
odstranéni hodnot z mnoziny, pripadné z relace a tlac¢itko pro zavieni okna.

Dalsi ¢ast nam slouzi pro generovani zadani, nalezneme ji hned pod tpravou
mnoziny X. Zadani se vzdy generuje na nami zadané mnoziné.

V ptipadé, ze si chceme nékteré ze zadani ulozit pro pozdéjsi praci, lze vyuzit
File manager v levém dolnim rohu. Pri kliknuti na tlac¢itko ulozit vyskoci okénko,
do kterého si lze ulozit zadani pod vlastnim nazvem. V pripadé, ze zaklikneme
jedno ze zadani, lze toto zadani nacist, pripadné odstranit.
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3.3.2 Teoreticka ¢ast

Pr1i kliknuti na polozku menu Teoretickd cdst se nam otevie stranka obsahujici
v horni ¢asti po celé Sifce menu vytvorené z tlacitek a seznami. V dolni casti
dochazi k zobrazeni pdf dokumentu.

e Menu Kapitoly, které po rozkliknuti otevie nabidku kapitol.

— Binarni relace

Vlastnosti binarnich relaci

Relace usporadéani

Retézec a antifetézec

Relace pokryti a Hasseovy diagramy

Specialni prvky usporadanych mnozin
— Horni a dolni kuzel, supremum a infimum

— Svazy a polosvazy
e Menu Ndhled

— Kniha

— Jednotlivé
e Menu Velikost

— Priblizit

— Oddalit

e Tlacitko Prejit na stranu, které nam otevird okno Navigace.

3.4 Odinstalovani aplikace

Odinstalovani aplikace se provadi standardnim zpiisobem v nabidce Start—Ovladaci
panely—Odinstalovat program vybranim polozky Usporddané mnoziny a kliknu-
tim na tlac¢itko Odinstalovat.
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Zavér

Byla vytvorena aplikace na podporu vyuky usporadanych mnozin, kterd provadi
vypocty na predem zadaném a ovéreném vstupu. Aplikace slouzi zejména jako
pomiicka pro studenty a zaméruje se na zakladni pojmy usporadanych mnozin a
binarnich relaci na mnoziné. Soucasti prace je vyukovy text, jenz poslouzi pre-
devsim studentiim, ktefi se s témito pojmy seznamuji poprvé.

Pti navrhu uzivatelského prostiedi byl kladen diraz predevsim na jednodu-
chost a nazornost. Rozsitit aplikaci lze naptiklad implementaci osetiujici kiizeni
hran u Hasseovych diagramt a rozsiteni obsahu o dalsi pojmy teorie mnozin.
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Conclusions

The aim of the bachelor’s thesis was to create an application for support of
teaching partially ordered sets. This application is mainly for students and aims
at basic terms of ordered sets and binary relations on a sets. The part of this
study is educational text helping studens who are acquainted to this terms for
the first time.

The aim of creating user’s interface was for it to be simple and objective.
Extension of this aplication is possible for example by implementation regulates
crossing edges of Hasse’s diagrams and extending of content by another terms of
set’s theory.
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4 Obsah prilozeného DVD

Soucasti této prace je DVD. Jeho obsahem jsou tii adresate a jeden soubor.

bin/
Instalacni balicek SETUP.EXE vytvorené aplikace.

doc/
Text prace ve formatu PDF, vytvoreny s pouzitim zédvazného stylu KI PTF
UP v Olomouci pro zavérecné prace, véetné vsech priloh.

src/
Kompletni zdrojové texty programu USPORADANE MNOZINY.

readme. txt
Instrukce pro instalaci a spusténi programu USPORADANE MNOZINY.
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