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1. Rotační plochy

Otáčení kolem přímky: Otáčení kolem dané přímky o je shodné zobrazení v E3, které je určeno velikostí úhlu. Přímka o se nazývá osa otáčení. Obraz A´ bodu A 
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o je na kružnici se středem S є o, procházející bodem A a ležící v rovině kolmé k ose o. Všechny body osy o jsou při otáčení samodružné. Množinu všech otáčení kolem o nazýváme rotací nebo rotačním pohybem kolem osy o. Každý bod A neležící na o vytvoří při rotaci kružnici, která se nazývá dráha nebo trajektorie bodu A.

Definice otáčení: Mějme přímku o a křivku k, která není částí přímky o ani žádné trajektorie při rotaci kolem o. Rotací křivky k kolem osy o vzniká rotační plocha. Přímka o je osa a k je tvořící křivka rotační plochy, kterou budeme stručně zapisovat symbolem Φ (o, k).

Rotací přímky p kolem osy vznikne rotační plocha válcová (rotační plocha kuželová, rotační jednodílný hyperboloid), jestliže je přímka p s osou o rovnoběžná (různoběžná, mimoběžná). Rotací kružnice k kolem o vzniká plocha kulová (kružnice k a osa o leží v jedné rovině a střed kružnice k leží na ose o), anuloid (nemá-li o a k společné body), axoid (o je tečna k), melonoid (o je sečna k). Neleží-li kružnice k a osa o v jedné rovině, nazývá se rotační plocha globoid. Rotací kuželosečky kolem její osy vzniká rotační kvadrika. 


Nechť je Φ (o, k) rotační plocha. Každý bod křivky k, který neleží na ose o, vytváří při rotaci kolem o rovnoběžkovou kružnici, krátce rovnoběžku. Každá křivka m plochy Φ, která protíná všechny rovnoběžky této plochy a obsahuje všechny body plochy ležící na ose o, vytváří při rotaci kolem o tutéž plochu. Tvořící křivka rotační plochy tedy není určena jednoznačně. Při zadávání rotační plochy vybíráme obvykle tu tvořící křivku, která je z konstrukčního hlediska nejvýhodnější. Nejčastěji se používá tvořících křivek ležících v rovinách procházejících osou rotace, které se nazývají meridiány. Všechny meridiány rotační plochy jsou shodné křivky, přičemž jedna v druhou přechází otočením kolem osy o. Každý meridián je navíc souměrný podle osy o. Je-li γ rovina meridiánu m rotační plochy Φ (o, m), pak část meridiánu m ležící v jedné polorovině roviny γ určené osou o, spolu s body křivky m na ose o, se nazývá polomeridián plochy Φ. Rotací každého polomeridiánu vzniká opět plocha Φ. Každým bodem rotační plochy, který neleží na ose o rotace, prochází jediná rovina kolmá k o a
jediná rovina obsahující o. Tedy tímto bodem prochází právě jedna rovnoběžka a právě jeden meridián plochy. Rovnoběžky a meridiány tvoří síť rotační plochy. 
Věta: Je-li meridián m rotační plochy Φ (o, k) regulární křivka, pak tečné roviny τ v bodech tohoto meridiánu obalují válcovou plochu, jejíž řídící křivka je m a jejíž povrchové přímky jsou kolmé k rovině σ meridiánu m. 

Je-li meridián rotační plochy regulární křivka, pak meridiány a rovnoběžky vytvářejí pravoúhlou síť na ploše.

Tečna v meridiánu m v bodě A při rotaci opíše rotační přímkovou plochu Ω. Protíná-li tečna v osu o v bodě V, je Ω rotační kuželová plocha s vrcholem V a osou o. Ω se Φ dotýká podél rovnoběžky r bodu A a nazývá se dotyková rotační kuželová plocha. Spojnice vrcholu V s body X rovnoběžky jsou tečny k meridiánu procházejícím bodem X. Sestrojíme-li v rovině σ meridiánu m přímku n (normálu plochy Φ) jdoucí bodem A a kolmou k v, rotací přímky n dostáváme plochu Ω´, tzv. Normálovou rotační kuželovou plochu, jejíž vrchol W je průsečík n s osou o. Spojnice vrcholu W s body X rovnoběžky jsou normály plochy Φ v bodech X (obr. 1.1).
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obr. 1.1
Je-li tečna v rovnoběžná s osou o, bod V je nevlastní a přímka v opíše rotační válcovou plochu, dotýká se Φ podél rovnoběžky r. Je-li v jistém okolí bodu na řídící křivce k plochy vzdálenost bodu od osy největší, resp. nejmenší, pak se rovnoběžka nazývá rovník r, resp. hrdlo r´ (obr. 1.2 a). Je-li tečna v kolmá k ose o, opíše při rotaci svazek přímek v rovině ρ (rovina rovnoběžky) a normála n opíše normálovou rotační plochu. Rovnoběžky v, v´ se nazývají kráterové rovnoběžky (obr. 1.2 b). Krajní body tvořící křivky, které neleží na ose rotace o opíší při rotaci tzv. hraniční rovnoběžky. Leží-li A bod meridiánu m na ose o, pak tečna v meridiánu m je buď kolmá k o, nebo kosá. V prvním případě existuje právě jedna tečná rovina τ plochy Φ v bodě A a je kolmá k o, ve druhém případě obalují tečné roviny v bodě A rotační kuželovou plochu. Nadále budeme předpokládat, že polomeridiány rotační plochy jsou regulární křivky.
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obr. 1.2
1.1 Základní úlohy na rotačních plochách

Příklad 1: Je dán půdorys bodu A a nárys bodu B rotační plochy ((o, k). Sestrojte 

                  zbývající průměty.

Postup:

- plocha je dána křivkou k,
- bod A leží na rovnoběžce r,
- zvolíme pomocné body A´, A´´ plochy ( ležící na rovnoběžce r a na křivce k, 

- bod B leží na rovnoběžce r´,
- zvolíme pomocný bod B´ plochy ( ležící na rovnoběžce r´ a zároveň na křivce k 
(obr. 1.3).
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obr. 1.3

Příklad 2: Sestrojte hlavní meridián m rotační plochy ( (o, k).

Postup: 

- body hlavního meridiánu m leží v rovině ( rovnoběžné s nárysnou a procházející osou 

  o,
- v libovolném bodě A křivky k sestrojíme rovnoběžku r a body C, D této rovnoběžky 
  v rovině ( jsou body hlavního meridiánu,
- koncové body křivky opíší hraniční rovnoběžky r´, r´´,
- bod B nejblíže k ose o opíše hrdelní rovnoběžku h (obr. 1.4).
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obr. 1.4

Příklad 3: V bodě A rotační plochy ( (o, m), která je zadaná pomocí hlavního 

                  meridiánu m a osy rotace o. Sestrojte tečnou rovinu a normálu. 

Rozbor: 

Bodem A plochy prochází rovnoběžka r´ a meridián m´, meridiány leží v rovinách kolmých k půdorysně. Tečná rovina je dána tečnou t rovnoběžky r´ v bodě A a tečnou v meridiánu m´ v bodě A, normála n je kolmice k tečné rovině (.
Postup: 

- půdorys tečny t je tečnou půdorysu rovnoběžky r´ v bodě A, nárys splyne s nárysem 
  rovnoběžky r´,
- rotací meridiánu m´ jdoucího bodem A kolem osy o přejde tento meridián do 

  meridiánu m, 

- otočíme rovinu meridiánu m´ do roviny ( rovnoběžné s nárysnou kolem osy o,
- meridián m´ se otočí do meridiánu m a bod A se otočí do bodu A´,
- sestrojíme tečnu v´, nárys je tečnou nárysu meridiánu m v nárysu bodu A´,
- tečna v´ protíná osu o v bodě V – vrcholu dotykové rotační kuželové plochy (tato 

  plocha se dotýká rotační plochy ( v rovnoběžce r´, každá její povrchová přímka je 

  tečnou některého meridiánu),
- tedy přímky t, v tvoří tečnou rovinu ( rotační plochy v bodě A,
- normála n plochy ( v bodě A je přímka kolmá k tečné rovině (, 
- normálu můžeme sestrojit pomocí normálové kuželové plochy s vrcholem W, tuto 

  plochu opíše přímka n´ ( kolmice k tečně v´ meridiánu m v bodě A´ (n leží v rovině 
  meridiánu m´, proto půdorys normály n splyne s půdorysem tečny v) (obr. 1.5).
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obr. 1.5
1.2 Řez rotační plochy rovinou

Máme dánu rotační plochu ( (o, m) a rovinu (, která není kolmá k ose o. Plochou prokládáme roviny (, které jsou kolmé k ose o rotační plochy (. Rovina ( nemá s plochou žádné společné body, nebo má s plochou právě jeden společný bod, nebo plochu protíná v rovnoběžce. Každá rotační plocha je souměrná podle libovolného meridiánu a každá rovina je souměrná podle roviny k ní kolmé. Sestrojíme-li rovinu ( kolmou k rovině řezu ( procházející osou o, je to rovina souměrnosti plochy i roviny řezu. Průsečnice rovin ( a ( je osa souměrnosti řezu. 

Příklad 4: Sestrojte řez rotační plochy ( (o, m) rovinou (, která je rovnoběžná s osou o
                  rotační plochy a je kolmá k půdorysně.
Rozbor: 

Obsahuje-li rovina řezu osu o, je řezem meridián. Neobsahuje-li osu, je řezem křivka 

různá od meridiánu, jejím půdorysem je část přímky.

Postup: 

- sestrojíme řez plochy rovinou kolmou k ose o, řezem je kružnice r,
- rovina ( protíná rovinu řezu v přímce,
- průsečíky přímky s kružnicí r jsou body řezu rotační plochy, 

- sestrojíme další body řezu,

- vrchol V řezu leží v rovině kolmé k rovině řezu obsahující osu (tj. v rovině 

  souměrnosti řezu),
- bod R je bod změny viditelnosti řezu, je to průsečík průsečnice s roviny hlavního 

  meridiánu ( s rovinou řezu ( a rotační plochy (obr. 1.6).
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obr. 1.6
Příklad 5: Sestrojte řez rotační plochy ( (o, m)  rovinou (, která je kolmá k nárysně a 

                  neobsahuje osu o.

Rozbor: 

Řezem je křivka, jejímž nárysem je část přímky.

Postup:

- sestrojíme řez rovinou ( kolmou k ose o rotační plochy, řezem je kružnice k,
- řez roviny ( s rovinou řezu ( je přímka p,
- přímka p protne kružnici k v bodech řezu A, A´,
- sestrojíme další body řezu,
- nejvyšší a nejnižší body M, N sestrojíme pomocí roviny ( kolmé k rovině řezu 

  obsahující osu o (najdeme průsečnici této roviny s rovinou řezu a pak její průsečíky 

  s plochou),
- body změny viditelnosti v půdoryse R, Q sestrojíme pomocí průsečíků roviny řezu ( s 

  rovinou rovníku r (obr. 1.7).
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obr. 1.7

Příklad 6: Sestrojte řez plochy ( (o, m)  obecnou rovinou (.

Rozbor: 

Řez sestrojíme bodově. Zkonstruujeme několik obecných bodů, potom body souměrnosti řezu, body druhého a prvního obrysu. 

Postup: 

- sestrojíme pomocnou rovinu (, ( ( o, ( ( ( = a, ( ( ( = Ih(, a ( Ih( = X, Y,
- body X, Y jsou obecné body řezu,
- stejným způsobem sestrojíme body prvního obrysu, který je tvořen rovníkovými a 

  hrdelními rovnoběžkami (v našem případě tvoří body prvního obrysu body řezu na 

  rovníku r),
- podobně určíme body druhého obrysu, ((((, o ( (, ( ( (,
- ( ( ( = IIh(, průsečíky této hlavní přímky s hlavním meridiánem ( jsou body druhého 

  obrysu C, D, v těchto bodech se mění viditelnost v náryse,
- sestrojíme rovinu (, v níž budou ležet body souměrnosti řezu, (((, o ( (, ( ( (,
- ( ( ( = s, půdorys křivky řezu je souměrný podle půdorysu přímky s,
- s ( ( = A, B, které leží v rovině ( a patří meridiánu,
- body A, B určíme pomocí otočení roviny ( kolem přímky o do roviny hlavního 

  meridiánu (, přímka s přejde do přímky s0, body otočíme zpět do roviny (,
- body A, B jsou nejvyšším a nejnižším bodem řezu (obr. 1.8).
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obr. 1.8
1.3 Průsečík přímky s rotační plochou

Příklad 7: Sestrojte průsečíky přímky p s obecnou rotační plochou ( (o, m).

Rozbor: 

Přímkou proložíme pomocnou rovinu, určíme řez plochy s touto rovinou a společné 

body přímky a řezu jsou hledané průsečíky. Pomocnou rovinu volíme kolmou k některé 

průmětně, aby jeden z průmětů řezu byl částí přímky. Viditelnost průsečíků určíme 

pomocí viditelnosti řezu.

Postup: 

- zvolíme pomocnou rovinu ( kolmou k nárysně, jdoucí přímkou p,
- sestrojíme řez rotační plochy rovinou (, který se v náryse zobrazí jako část přímky p a 

  v půdoryse jako křivka k,
- průsečíky X, Y křivky k a přímky p se zobrazí v půdoryse, sestrojíme i jejich nárysy

(obr. 1.9).
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obr. 1.9

1.4 Průniky rotačních ploch


Množina společných bodů rotačních ploch určí průnikovou křivku. V obecném případě tuto křivku určíme pomocí pomocných ploch. Plochy volíme tak, aby průnikové křivky byly co nejjednodušší (většinou roviny a kulové plochy). Společné body těchto průnikových křivek patří průniku ploch. 
Tečnu průnikové křivky v bodě X lze sestrojit jako průsečnici tečných rovin obou ploch v bodě X průnikové křivky. Lze také sestrojit normály obou ploch v bodě X, které určují normálovou rovinu průnikové křivky, pak přímka jdoucí bodem X kolmo k normálové rovině je tečna průnikové křivky v bodě X. To jsou dva způsoby, jak můžeme sestrojit tečnu k průnikové křivce. 
Pomocné plochy volíme podle toho jakou vzájemnou polohu mají osy daných ploch. Dvě rotační plochy mohou mít své osy buď rovnoběžné (nebo splývající), různoběžné, nebo mimoběžné. Hledáme-li průnikovou křivku takových dvou rotačních ploch, postupujeme v každém z uvedených případů jiným způsobem.

1.4.1 Případ rovnoběžných os

Uvažujeme dvě rotační plochy, které mají rovnoběžné osy. Jsou-li osy rotačních ploch splývající, pak bod patřící průniku ploch opisuje kolem osy rovnoběžku. Pro konstrukci průniku stačí najít společné body hlavních meridiánů a průnikem jsou rovnoběžky těchto bodů. Jsou-li osy rotačních ploch rovnoběžné různé, volíme za pomocné plochy roviny kolmé k oběma osám. Pomocné plochy protínají dané plochy v rovnoběžkách a jejich společné body jsou body průniku. Rovina určená oběma osami je rovinou souměrnosti řezu i obou ploch. 

Příklad 8: Sestrojte průnik rotačních ploch, jejichž osy o1, o2 jsou splývající.

Rozbor: 

Průnikem jsou dvě kružnice, které se zobrazí jako spojnice bodů, v nichž se 

protínají obrysy ploch.  

Postup:

- sestrojíme hned průnikové křivky a1, a2 (obr. 1.10).
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obr. 1.10

Příklad 9: Sestrojte průnik rotačních ploch, které mají osy rovnoběžné různé kolmé 

                  k první průmětně a ležící v rovině rovnoběžné s nárysnou.

Rozbor:

Jako pomocné plochy volíme roviny kolmé k osám, které protínají plochu v rovnoběžkách a jejich společné body jsou body průnikové křivky. Leží-li osy v nárysně nebo v rovině s ní rovnoběžné, lze pracovat jen s nárysem ploch a sestrojit nárys průnikové křivky. Průnikové křivce patří společné body hlavních meridiánů.

Postup:

- zvolíme rovinu (, která je rovnoběžná s půdorysnou a kolmá k osám,
- rovina ( protíná plochy v rovnoběžkách 1k, 2k,
- společné body obou rovnoběžek 1k, 2k jsou body průnikové křivky,
- zvolíme další roviny a sestrojíme dostatečný počet bodů (obr. 1.11).
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obr. 1.11

Je-li jednou z ploch kulová plocha, je možné zvolit její osu rotace tak, aby byla s osou druhé plochy rovnoběžná.

Příklad 10: Sestrojte průnik rotačních ploch, jejichž osy jsou rovnoběžné, kolmé 

                    k půdorysně, ale neleží v rovině rovnoběžné s nárysnou.

Rozbor:

Hlavní meridiány 1m, 2m obou ploch neleží ve stejné rovině, proto nemají společné body. Sestrojíme body průnikové křivky ležící v rovině (, v níž leží osy ploch. Rovina protíná plochy 1(, 2( v meridiánech m´, m´´, jejichž společné body patří průnikové křivce. Body na prvním obryse, na hraničních a kráterových rovnoběžkách sestrojíme jako obecné body. Body na druhém obryse sestrojíme pomocí řezů ploch rovinami 1(, 2(. Viditelnost průnikové křivky určíme podle viditelnosti obou ploch.

Postup:

- každá osa leží v rovině rovnoběžné s nárysnou 1(, 2(,
- ( protne první plochu v meridiánu m´ a druhou plochu v meridiánu m´´,
- rovinu ( otočíme např. do roviny 1( a sestrojíme body průniku A, B meridiánů m´ a  

  m´´,
- body změny viditelnosti v půdoryse C, D sestrojíme pomocí průniku ploch s rovinou 

  (, ve které leží rovník kulové plochy, průsečíky průniků ploch s rovinou ( jsou body 

  průnikové křivky k,
- body druhého obrysu sestrojíme pomocí průniku ploch s rovinami 1(, 2(,
- rovina 1( protne plochu 1( v hlavním meridiánu 1m a plochu 2( v kružnici u, jejich 

  společné body jsou body K, L průnikové křivky,
- rovina 2( protne plochu 2( v hlavním meridiánu 2m a plochu 1( v parabole l, jejich 

  společné body E, F jsou body průnikové křivky,
- sestrojíme ještě několik obecných bodů, abychom mohli přesněji sestrojit průnikovou 

  křivku ploch,
- vyřešíme viditelnost: bod průnikové křivky je viditelný, jestliže je viditelný
  současně na obou plochách (obr. 1.12).
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obr. 1.12
1.4.2 Případ různoběžných os


U rotačních ploch, které mají různoběžné osy, volíme jako pomocné plochy 

kulové plochy se středem v průsečíku os daných rotačních ploch. Zvolená kulová 

plocha má s každou z daných rotačních ploch společnou osu. Kulová plocha tedy 

protíná rotační plochy v rovnoběžkách. Společné body rovnoběžek, v nichž protíná 

kulová plocha zadané rotační plochy, jsou body průnikové křivky zadaných rotačních 

ploch.

Příklad 11: Sestrojte průnik rotačních ploch, jejichž osy jsou různoběžné a leží 

                    v nárysně nebo rovině s ní rovnoběžné. Sestrojte tečnu průnikové křivky 

                    v bodě X průnikové křivky.

Rozbor:

Za pomocné plochy tedy budeme volit kulové plochy se středem v bodě R (průsečíkem 

os 1o a 2o). Tato kulová plocha protne plochu 1( v rovnoběžce 1a a plochu 2( 

v rovnoběžce 2a. Body společné těmto dvěma rovnoběžkám jsou body průnikové 

křivky. Tečnu průnikové křivky v bodě X průnikové křivky sestrojíme pomocí 

normálové roviny.

Postup:

- osy leží v rovině rovnoběžné s nárysnou – nemusíme sestrojovat půdorys, 

  průniková křivka se nám zobrazí jako dvojnásobně počítaná křivka,
- plochy proložíme kulovou plochou ( se středem R = 1o ( 2o,
- průniky kulové plochy ( a daných rotačních ploch 1( a 2( jsou rovnoběžky 1a, 2a,
- průnik rovnoběžek 1a, 2a je bod X – bod průnikové křivky,
- hlavní meridiány 1m, 2m  leží v nárysně nebo v rovině s nárysnou rovnoběžné, jejich 

  společné body jsou body průnikové křivky,
- plochy prokládáme dalšími kulovými plochami a sestrojíme další body průniku,
- sestrojíme vrchol 1W normálové kuželové plochy příslušné rovnoběžce 1a plochy 1(,
- sestrojíme vrchol 2W normálové kuželové plochy příslušné rovnoběžce 2a plochy 2(,
- přímky 1WX, 2WX jsou po řadě normály ploch 1(, 2( v bodě X a tvoří normálovou
  rovinu,
- body 1W, 2W leží v nárysně nebo v rovině s ní rovnoběžné, přímka 1W2W je stopa  

  nebo hlavní přímka druhé osnovy normálové roviny průnikové křivky,
- tečna průnikové křivky v bodě X je kolmá k normálové rovině, tedy její druhý průmět 

  je kolmý k 1W2W (obr. 1.13).
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obr. 1.13

1.4.3 Případ mimoběžných os


Pro mimoběžné osy není jednoznačně určeno, jak se volí pomocné plochy. 

Volíme je podle tvaru rotační plochy nebo podle polohy os vzhledem k průmětnám. 

V následujících příkladech budeme volit jako pomocné plochy roviny a kulové plochy.

Příklad 12: Sestrojte průnikovou křivku válcové plochy s osou rovnoběžnou s 

                    půdorysnou a obecné rotační plochy s osou kolmou k půdorysně. Osy ploch 
                    jsou mimoběžné.

Rozbor:

Průnikovou křivku sestrojíme tak, že prokládáme roviny rovnoběžné s půdorysnou.

Postup:

- obecné body: - zvolíme rovinu ( (((,
                         - rovina ( protne první plochu ve dvou povrchových přímkách p, q a 

                           druhou plochu protne v rovnoběžce a,
                         - body, v nichž se protnou dvě povrchové přímky p, q s rovnoběžkou a, 

                           jsou body patřící průnikové křivce,
- zavedeme rovinu ( procházející osou 2o kolmou k půdorysně, která je rovinou 

  souměrnosti řezu,
- rovina ( protne první plochu v kružnici k a druhou plochu v meridiánu m,
- společné body kružnice a meridiánu určíme pomocí otočení roviny ( kolem osy 2o do 

  roviny ( rovnoběžné s nárysnou,
- body prvního obrysu: - zvolíme rovinu ((((, 1o ( (, ( ( 1( = c, d, ( ( 2( = b,
                                      - c, d patří obrysu 1(,
                                      - společné body b a c, d jsou body prvního obrysu,
- rovina ( protíná 1( v elipse e a 2( v hlavním meridiánu plochy, společné body elipsy 
  a hlavního meridiánu jsou body, ve kterých se může měnit viditelnost v náryse,
- viditelné části křivky jsou ty, které jsou viditelné současně na obou plochách

(obr. 1.14).
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obr. 1.14
Příklad 13: Sestrojte průnikovou křivku obecné plochy s osou ležící v nárysně a 

                    anuloidu s osou kolmou k nárysně. Sestrojte tečnu průnikové křivky v bodě 
                    X.

Rozbor: 

Jako pomocné plochy volíme kulové plochy, které obě zadané plochy protínají v 

kružnicích. Tedy středy těchto pomocných kulových ploch leží na ose 2o. Sestrojíme 

pouze nárys průnikové křivky. Tečnu sestrojíme pomocí normálové roviny.

Postup:

- střed O pomocné kulové plochy volíme na ose 2o,
- střed S kružnice g, ve kterém protíná pomocná kulová plocha ( anuloid, leží na 

  kružnici s,
- body průnikové křivky sestrojíme tak, že najdeme průsečíky kružnice g a rovnoběžky 
  a, ve kterých protíná pomocná kulová plocha anuloid a obecnou rotační plochu

  a ( g = X,
- sestrojíme dostatečný počet bodů průnikové křivky,
- normálu obecné plochy 2( sestrojíme užitím normálové kuželové plochy s vrcholem 

  W, normála anuloidu v bodě X je přímka SX,
- S leží v nárysně, protože kružnice s leží v nárysně, takže SW je stopa normálové 

  roviny,
- tečna t k průnikové křivce v bodě X je kolmice vedená z bodu X ke stopě SW
(obr. 1.15).
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obr. 1.15
2. Speciální rotační plochy 

2.1 Rotační kvadriky


Rotační kvadriky jsou rotační plochy, které vzniknou rotací kuželosečky kolem některé její osy. Je-li kuželosečka regulární resp. singulární, pak je i příslušná kvadrika regulární resp. singulární. Singulární kvadriky jsou rotační válcové a rotační kuželové plochy. Mezi regulární kvadriky patří i známá kulová plocha. Zajímavější z regulárních kvadrik jsou kvadriky vznikající rotací regulární kuželosečky kolem její osy.


Průsečíky rotační kvadriky s osou rotace nazýváme vrcholy kvadriky. Podle typu kuželosečky a podle toho, kolem které osy kuželosečka rotuje, kvadriky dělíme. Je-li kuželosečka středová, je i příslušná kvadrika středová a jejím středem je střed kuželosečky. 


Rotační elipsoidy


Rotací elipsy kolem její osy vzniká rotační elipsoid. Je to bodová středová kvadrika se dvěma vrcholy na ose rotace. Neobsahuje nevlastní body. Protíná nevlastní rovinu v imaginární elipse. Střed je pólem nevlastní roviny vzhledem k elipsoidu. Je-li osou rotace hlavní osa elipsy, nazývá se tento elipsoid protáhlý (vejčitý). Rotací kolem vedlejší osy vznikne zploštělý elipsoid. Základní vlastnosti mají oba elipsoidy stejné. Při konstrukcích většinou nemusíme rozlišovat, zda se jedná o protáhlý nebo zploštělý elipsoid. Jestliže je elipsoid protáhlý, vrcholy kvadriky jsou hlavními vrcholy A, B elipsy. Ohniska E, F elipsy, jejíž rotací vzniká elipsoid, leží na ose rotace o a jsou společné pro všechny meridiány. Pro protáhlý elipsoid platí, že je to množina bodů v prostoru, jejichž součet vzdáleností od dvou pevných různých bodů je konstantní, větší než vzdálenost dvou daných bodů. Tyto body nazýváme ohniska protáhlého rotačního elipsoidu (obr. 2.1 a). Pro zploštělý elipsoid to neplatí, ohniska neleží na ose, při rotaci opíší kružnici. Vrcholy A, B kvadriky jsou vedlejšími vrcholy elipsy. Je-li osa o rotace kolmá k půdorysně, je prvním obrysem rovníková kružnice r, půdorysem je kruh (obr. 2.1 b).
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                                  a)                                                            b)
obr. 2.1
Rotační paraboloid


Rotační paraboloid je bodová nestředová kvadrika, která vzniká rotací paraboly kolem své osy. Má na své ose jeden vrchol. Dotýká se nevlastní roviny v nevlastním bodě osy. Ohnisko F, tvořící paraboly, leží na ose o a je společné pro všechny meridiány m rotačního paraboloidu. Řídící přímka d tvořící paraboly vyplní rotací rovinu (. Tuto rovinu nazýváme řídící rovinou paraboloidu. Rotační paraboloid je množina bodů v prostoru, které mají od pevného bodu F a pevné roviny ( stejnou vzdálenost. Je-li osa kolmá k půdorysně, nemá plocha první obrys, půdorysem je celá půdorysna. Zobrazujeme jen část paraboloidu (obr. 2.2).
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obr. 2.2


Rotační hyperboloidy


Rotační hyperboloidy vznikají rotací hyperboly kolem osy. Rotační hyperboloidy jsou středové kvadriky, střed je pólem nevlastní roviny vzhledem k danému hyperboloidu. Rotační hyperboloidy protínají nevlastní rovinu v regulární kuželosečce l(. Rotací asymptot vznikne asymptotická kuželová plocha, která se dotýká příslušného hyperboloidu podél nevlastní regulární kuželosečky l(. Je to dotyková kuželová plocha opsaná hyperboloidu z jeho středu. Hyperboloidy nemají základní vlastnosti stejné, liší se podle toho, kolem které osy hyperbola rotuje. Pokud rotuje hyperbola kolem své hlavní osy, vzniká dvojdílný hyperboloid, pokud kolem vedlejší osy, vzniká jednodílný hyperboloid.

Rotační dvojdílný hyperboloid


Je to bodová kvadrika, která má dva vrcholy A, B. Ohniska E, F tvořící hyperboly leží na ose o. Plocha Ф je množina takových bodů v prostoru, že absolutní hodnota rozdílu jejich vzdáleností od dvou pevných různých bodů je konstantní a různá od nuly. Pevné body nazýváme ohniska rotačního hyperboloidu. Pokud je osa rotace kolmá k půdorysně, je prvním průmětem hyperboloidu celá půdorysna. Druhým zdánlivým obrysem je hyperbola – nárys hlavního meridiánu m. Asymptoty hyperboly jsou nárysy obrysových povrchových přímek asymptotické kuželové plochy. Zobrazujeme jen část hyperboloidu (obr. 2.3).

[image: image18.wmf]E

F

A

B

m

o

o

=A

=B

=E

=F

m

=

m

1

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2


obr. 2.3

Rotační jednodílný hyperboloid


Jednodílný hyperboloid nemá body na ose rotace o. Na hlavním meridiánu hyperboloidu zvolíme bod M. Tečná rovina ( plochy ( v bodě M protíná hyperboloid v kuželosečce, je kolmá k nákresně a promítá se do tečny t v bodě M k meridiánu m. Kuželosečka je singulární, protože ( je tečná rovina. Rovina (´ procházející středem S plochy ( je rovnoběžná s ( a protíná asymptotickou kuželovou plochu ( ve dvou povrchových přímkách a´, n´, tj. v kuželosečce typu hyperbola. Plochy ( a ( mají společnou nevlastní kuželosečku l(. Roviny ( a (´ mají společnou nevlastní přímku q( v nevlastní rovině. Přímka q( protíná l( v bodech A(, N(, tj. na ploše ( je řez typu hyperbola. Rovina ( protne plochu ( v kuželosečce typu hyperbola. Protože rovina ( protne plochu ( v singulární kuželosečce, protíná ji ve dvou různoběžných přímkách a, n, pro které platí a((a´, n((n´. Přímka a protíná všechny rovnoběžky plochy (. Přímka a je tedy také tvořící křivkou plochy. Rotační jednodílný hyperboloid můžeme proto vytvořit rotací přímky kolem osy, která je s přímkou mimoběžná. Tato plocha je jediná regulární přímková rotační kvadrika. Nárysy přímek plochy obalí tvořící hyperbolu. Množinu přímek, které vzniknou rotací přímky a kolem osy nazýváme regulus hyperboloidu. Přímky jednoho regulu jsou vzájemně mimoběžné. Kdyby byly různoběžné, musely by se protínat v samodružném bodě na ose rotace o. Rotací přímky n kolem osy o dostáváme druhý regulus plochy (, jehož všechny přímky jsou navzájem mimoběžné. Rotací přímek a´, n´ vzniká asymptotická plocha (. Ke každé přímce a rotačního jednodílného hyperboloidu tedy existuje přímka a´ asymptotické kuželové plochy, která je s ní rovnoběžná. Jestliže bod M je bod hlavního meridiánu m, označíme bod L k němu souměrný podle středu S hyperboloidu. Rovina (´´ v bodě L protne plochu ( opět ve dvojici různoběžek a´´, n´´. Rotací přejde rovina ( do roviny (´´. V rovině ( leží přímka a, k ní existuje na asymptotické kuželové ploše přímka a´ s ní rovnoběžná. K přímce a´ existuje v rovině (´´ přímka plochy ( s přímkou a´ rovnoběžná. Přímky jednoho regulu jsou vzájemně mimoběžné, je tedy a((a´((n´´. Ke každé přímce jednoho regulu existuje přímka druhého regulu s ní rovnoběžná. Žádné tři přímky téhož regulu nejsou rovnoběžné s jednou rovinou. Zobrazujeme jen část hyperboloidu omezenou půdorysnou a rovinou s ní rovnoběžnou (obr. 2.4).
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obr. 2.4
Věta: V rozšířeném Eukleidovském prostoru se na rotačním jednodílném hyperboloidu ( každé dvě přímky různých regulů protínají. 

Věta: Každým bodem T jednodílného hyperboloidu procházejí dvě přímky různých regulů. Tyto přímky tvoří tečnou rovinu v bodě T a jsou současně řezem plochy tečnou rovinou. Tečné roviny bodů téže přímky p vytvářejí svazek rovin o ose p. 


Věta platí v rozšířeném Eukleidovském prostoru, v nevlastních bodech A( je tečná rovina určena dvěma rovnoběžnými přímkami a, n různých regulů. Protože se ( a ( dotýkají podél nevlastní kuželosečky l(, mají v bodě A( společnou tečnou rovinu, která se plochy ( dotýká podél přímky a´ rovnoběžné s a, n. Tečná rovina v nevlastním bodě se nazývá asymptotická rovina.

 Rotační jednodílný hyperboloid obsahuje dvě soustavy povrchových přímek, přímky jedné soustavy jsou mezi sebou mimoběžné, ale protínají všechny přímky druhé soustavy. Každým bodem plochy jednodílného hyperboloidu procházejí dvě povrchové přímky plochy, které patří různým soustavám a určují tečnou rovinu daného bodu.

První obrys plochy je hrdelní kružnice – vzniká rotací vrcholů řídící hyperboly. Druhým obrysem je hyperbola. Nárys je množina vnitřních bodů hyperboly a půdorys je množina vnějších bodů kružnice.

Příklad 1: Sestrojte hlavní meridián m rotačního jednodílného hyperboloidu s osou o 
                  kolmou k půdorysně, který vznikne rotací přímky a kolem osy o.

Rozbor: 

Určíme bod R přímky a, který je nejblíže ose o. Bod R opisuje hrdlo. Bodem S vedeme přímku a´ rovnoběžnou s a, její rotací vznikne asymptotická kuželová plocha. Body hrdla ležící v rovině hlavního meridiánu jsou vrcholy hyperboly m.

Postup:

- určíme bod R, jeho půdorys je pata kolmice z o1 na a1,
- hrdlo prochází bodem R, nárys hrdla protíná nárys osy o v náryse středu S řídící 

  hyperboly m,
- bodem S vedeme a´, a´((a,
- rotací a´ vznikne asymptotická kuželová plocha, jejím druhým obrysem jsou přímky 

  u, v - asymptoty hyperboly m,
- body hrdla A, B ležící v rovině ( hlavního meridiánu jsou vrcholy hyperboly m 
(obr. 2.5).
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obr. 2.5
2.2 Řezy rotačních kvadrik


Při řešení úloh o rotačních kvadrikách můžeme užít všech metod uvedených pro rotační plochy. Konstrukci řezů není třeba provádět bodově, neboť rovinný řez kvadriky je kuželosečka, pro kterou lze snadno sestrojit určující prvky. Rovina kolmá k ose o rotační plochy ji protíná v kružnici. Jestliže je rovina řezu tečnou rovinou, je řezem singulární kuželosečka. Nemá-li rovina ( s kvadrikou společné body, je řezem prázdná množina, ostatní řezy jsou regulární kuželosečky. Rotační kvadrika je souměrná podle každé roviny procházející osou o, rovina je souměrná podle každé roviny k ní kolmé, tj. řez je souměrný podle roviny ( procházející osou rotace o a kolmé k rovině řezu (. Průsečnice s roviny ( a ( je tedy osa souměrnosti řezu, tj. osa kuželosečky q. Její průsečíky s kvadrikou jsou vrcholy této kuželosečky řezu. Průsečíky nevlastní přímky u( roviny ( s nevlastní kuželosečkou l( kvadriky jsou nevlastní body řezu. Protože rovnoběžné roviny mají tutéž nevlastní přímku, protínají danou kvadriku v kuželosečkách, které mají tytéž nevlastní body. 

Rotační elipsoidy


Elipsoid neobsahuje nevlastní body, a proto jeho rovinným řezem je kuželosečka typu elipsa, tj. imaginární elipsa l(. Podle polohy roviny vzhledem k elipsoidu pak je řezem buď prázdná množina, jednobodová množina (( je tečná rovina), nebo elipsa. Konstrukce řezu je podobná jako u obecné rotační plochy.

Příklad 2: Sestrojte řez rotačního elipsoidu obecnou rovinou (.

Rozbor: 

Sestrojíme osu elipsy řezu, která leží v rovině ( jdoucí osou o kolmo k (. Určíme průsečnici s rovin ( a (. Rovina ( je rovinou souměrnosti řezu. Osa o kvadriky je kolmá k půdorysně, půdorys řezu je tedy souměrný podle půdorysné stopy (půdorysu) roviny (. Druhá osa elipsy řezu je v půdoryse kolmá na první osu a sestrojíme ji jako průsečnici roviny ( kolmé k nárysně jdoucí středem elipsy řezu a roviny (. V půdoryse máme danou elipsu jejími osami a v náryse je dána dvěma svými průměry. Body změny viditelnosti v půdoryse určíme pomocí roviny ( jdoucí rovníkem r elipsoidu. Průsečnice roviny ( a roviny ( určí body změny viditelnosti. Body druhého obrysu leží v rovině (. Průsečnice roviny ( a roviny ( protne hlavní meridián m v bodech v nichž se v náryse mění viditelnost.

Postup:

- osa elipsy leží v rovině ( kolmé k rovině řezu (, s = ( ( (,
- průsečnici s sestrojíme pomocí otočení roviny (, ve které leží meridián n, otočíme 

  rovinu ( kolem osy o do roviny ( rovnoběžné s nárysnou,
- v otočení určíme průsečíky C, D přímky s a meridiánu n,
- půdorysy tečen řezu v bodech C, D jsou kolmé k půdorysu ( a nárysy jsou rovnoběžné 

  se základnicí,
- druhá osa leží na přímce p kolmé k s,
- určíme rovinu ( procházející přímkou p rovnoběžně s půdorysnou,
- ( protne elipsoid v rovnoběžce a, společné body a a p jsou další vrcholy A, B elipsy, 

- půdorys je dán osami, nárys dvěma průměry,
- body změny viditelnosti v půdoryse jsou průsečíky průsečnice rovin ( a ( s rovníkem 

  r, který je prvním obrysem plochy,
- body změny viditelnosti v náryse jsou průsečíky průsečnice rovin ( a ( s hlavním 

  meridiánem m, který je druhým obrysem plochy (obr. 2.6).
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obr. 2.6

Rotační paraboloid


Rotační paraboloid se v nevlastním bodě O( dotýká nevlastní roviny ((. Typ řezu určíme pomocí polohy roviny ( a nevlastního bodu O(. Neobsahuje-li rovina řezu (  bod O(, tedy není rovnoběžná s osou, je řezem kuželosečka typu elipsa. Podle polohy roviny a kvadriky je to buď prázdná množina, jednobodová množina (( je tečná rovina), nebo elipsa. Pokud rovina řezu ( obsahuje bod O(, tedy je rovina řezu ( rovnoběžná s osou o, je řezem kuželosečka typu parabola. Protože rotační paraboloid je bodová kvadrika, tj. neobsahuje přímky, je řezem parabola.


Pro řezy na paraboloidu platí věty:

Věta: Pravoúhlý průmět eliptického řezu rotačního paraboloidu do roviny kolmé k ose o rotace je kružnice.  

Věta: Každé dvě různé kuželosečky kvadriky leží na dvou kuželových plochách. Spojnice vrcholů těchto kuželových ploch je polárně sdružená s průsečnicí rovin daných kuželoseček.

Věta: Všechny paraboly na rotačním paraboloidu jsou shodné křivky. 

Příklad 3: Sestrojte řez rotačního paraboloidu rovinou ( kolmou k půdorysně.

Rozbor: 

Půdorysem parabolického řezu je úsečka, určíme vrchol paraboly řezu, který leží v rovině souměrnosti řezu (. Rovina souměrnosti řezu ( protíná rovinu řezu ( ve spádové přímce s, která je kolmá k půdorysně, a paraboloid v meridiánu n. Bod druhého obrysu určíme pomocí hlavní přímky druhé osnovy ležící v rovině (, ve které leží hlavní meridián m.

Postup:

- rovina řezu protíná paraboloid v parabole q, jejíž půdorys je úsečka q1,
- vrchol paraboly C sestrojíme pomocí spádové přímky s roviny (, kterou otočíme do  

  roviny (, ve které leží hlavní meridián m paraboloidu,
- v otočení sestrojíme společný bod meridiánu a spádové přímky s,
- C0 = m ( s0, C2 ( s2, s = ( ( (,
- určíme průsečíky rovnoběžky paraboloidu ležící v půdorysně s půdorysnou stopou 

  roviny řezu (,
- bod L změny viditelnosti v druhém obrysu určíme opět pomocí hlavní přímky druhé 

  osnovy ležící v rovině (,
- vyřešíme viditelnost řezu (obr. 2.7).
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obr. 2.7
Příklad 4: Sestrojte řez rotačního paraboloidu obecnou rovinou (.

Rozbor: 

Sestrojíme body řezu, které leží v rovině souměrnosti (. Určíme je pomocí otočení roviny souměrnosti řezu do roviny ( rovnoběžné s nárysnou. Půdorys řezu je podle výše uvedené věty kružnice. Z půdorysu určíme krajní body průměru řezu, který je druhou osou elipsy řezu v půdorysu. V náryse je elipsa určena dvěma průměry.

Postup:

- sestrojíme body C, D, které jsou krajními body hlavní osy elipsy řezu,
- rovinu souměrnosti ( a s ní i spádovou přímku s otočíme do roviny (,
- v otočení sestrojíme otočené průměty bodů C, D,
- průměty bodů C, D leží na spádové přímce s,
- sestrojíme druhý průměr elipsy, který je v půdoryse kolmicí na průměr CD v jeho 

  středu,
- elipsa je určena v obou průmětech, z toho v druhém průmětu sdruženými průměry  

  A2B2, C2 D2, pomocí Rytzovy konstrukce sestrojíme nárys elipsy řezu,
- sestrojíme body změny viditelnosti v náryse pomocí hlavní přímky druhé osnovy 

  roviny řezu ( (obr. 2.8).
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obr. 2.8
Rotační hyperboloidy


Rotační hyperboloid ( se dotýká asymptotické kuželové plochy ( podél nevlastní regulární kuželosečky l(. Nevlastní body řezů ploch ( a ( rovinou ( jsou společné. Rovina ( protíná obě plochy v homotetických kuželosečkách q, q´. Pokud přímka u( roviny ( není tečnou kuželosečky l(, je pól této přímky vzhledem ke q i q´ středem těchto kuželoseček a kuželosečky q i q´ jsou soustředné. Podle polohy přímky u( a kuželosečky l( existují na hyperboloidech řezy všech tří typů. Řez je typu elipsa, pokud u( a l( nemají společné body. Řez je typu parabola, pokud je u( tečnou l(. Řez je typu hyperbola, pokud u( a l( se protínají ve dvou různých bodech.

Rotační dvojdílný hyperboloid


Pokud rovina (´ rovnoběžná s rovinou ( jdoucí středem hyperboloidu O obsahuje pouze jeden bod O, je řezem kuželosečka typu elipsa. Rovina ( buď neprotíná plochu ( (nemá s hyperboloidem žádný společný bod), nebo je tečnou rovinou plochy ( (má s hyperboloidem společný pouze bod dotyku), nebo protíná plochu ( (protíná hyperboloid v elipse). Řezem hyperboloidu je kuželosečka typu parabola, pokud se rovina (´ rovnoběžná s rovinou ( dotýká asymptotické kuželové plochy ( podél její površky a. Protože dvojdílný hyperboloid neobsahuje přímky, je jedinou kuželosečkou typu parabola, ve které protíná rovina ( dvojdílný hyperboloid, parabola. Je-li řezem kuželosečka typu hyperbola, pak rovina (´ rovnoběžná s rovinou ( protíná asymptotickou kuželovou plochu ( ve dvojici různoběžek. Protože dvojdílný hyperboloid neobsahuje přímky, tak rovina ( protíná dvojdílný hyperboloid v hyperbole. Konstrukce řezu je podobná jako u elipsoidu. 

Příklad 5: Sestrojte eliptický řez dvojdílného hyperboloidu ( rovinou (.

Rozbor:

Určíme body v rovině souměrnosti (. ( protíná rovinu ( ve spádové přímce s a hyperboloid v meridiánu n (hyperbola). Rovinu ( otočíme do roviny ( rovnoběžné s nárysnou, v otočení určíme společné body A, B spádové přímky s a meridiánu n. Tyto body určují hlavní osu elipsy řezu a střed této úsečky je střed elipsy řezu. Tímto středem elipsy řezu vedeme rovinu ( kolmou k nárysně a rovnoběžnou s půdorysnou. Průsečíky kružnice, v níž protíná rovina ( hyperboloid, a přímky, v níž protíná rovina ( rovinu řezu (, jsou vedlejší vrcholy elipsy řezu. V náryse se nám tyto osy zobrazují jen jako průměry elipsy. Elipsa je jimi jednoznačně určena. Body K, L změny viditelnosti na druhém obrysu sestrojíme pomocí hlavní přímky h druhé osnovy. 
Postup:

- ( ( ( = s, rovinu ( otočíme do roviny (, v otočení určíme společné body A, B 

  spádové přímky s a meridiánu n,
- S je středem úsečky AB, AB je hlavní osa elipsy řezu,
- v půdoryse je AB hlavní osou elipsy, v náryse je to průměr elipsy,
- body K, L na druhém obrysu jsou průsečíky hlavní přímky druhé osnovy roviny ( 
  ležící v ( s hlavním meridiánem m,
- vedlejší vrcholy a další body řezu sestrojíme jako u obecných rotačních ploch,
- vedeme rovinu ( rovnoběžnou s půdorysnou a určíme průsečíky C, D rovnoběžky a 

  a průsečnice rovin ( a (, tyto průsečíky jsou body řezu, 

- AB a CD jsou sdružené průměry, konstrukce elipsy v náryse - Rytzova konstrukce
- vyřešíme viditelnost řezu (obr. 2.9).



[image: image24.wmf]s

s

0

h

s

n

p

h

h

h

o

o

A

B

B

B

A

A

K

L

L

K

1

1

1

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

II

I

I

II

r

r

r

r

r

r

r

r

l

m

1

1

=

=

1

m

m

0

0

S

S

1

2

a

2

=

C

C

D

D

1

1

2

2

=

a

a

2

1


obr. 2.9
Příklad 6: Sestrojte hyperbolický řez dvojdílného hyperboloidu rovinou (.

Rozbor:

Určíme body v rovině souměrnosti (. ( protíná rovinu ( ve spádové přímce s a hyperboloid v meridiánu n (hyperbola). Rovinu ( otočíme do roviny ( rovnoběžné s nárysnou, v otočení určíme společné body A, B spádové přímky s a meridiánu n. Tyto body určují hlavní osu hyperboly řezu a střed této úsečky je střed hyperboly řezu. Rovina (´ procházející bodem O rovnoběžná s rovinou ( protíná asymptotickou kuželovou plochu ve dvojici různoběžek u´, v´, tyto přímky obsahují nevlastní body

řezu, tj. jsou to přímky rovnoběžné s asymptotami hyperboly řezu. Body změny viditelnosti na druhém obrysu sestrojíme pomocí hlavní přímky h druhé osnovy. Hyperbola je určena hlavními vrcholy a asymptotami.

Postup:

- ( ( ( = s, rovinu ( otočíme do roviny (, v otočení určíme společné body A, B 

  spádové přímky s a meridiánu n,
- S je střed úsečky AB, AB je hlavní osa kuželosečky řezu,
- v půdoryse je AB hlavní osou hyperboly, v náryse je to průměr hyperboly řezu,
- ( ( ( = u´, v´, u((u´, v((v´, S(v, S(u,
- body změny viditelnosti na druhém obrysu jsou průsečíky hlavní přímky druhé osnovy 
  roviny ( ležící v ( s hlavním meridiánem m,
- určíme průsečíky půdorysné stopy roviny ( s rovnoběžkou plochy ( ležící 
  v půdorysně,
- další body sestrojíme jako u obecných rotačních ploch,
- vedeme rovinu ( rovnoběžnou s půdorysnou a určíme průsečíky rovnoběžky a 

  a průsečnice rovin ( a (, tyto průsečíky C, D jsou body řezu,
- vyřešíme viditelnost řezu (obr. 2.10).
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obr. 2.10
Rotační jednodílný hyperboloid


Rotační jednodílný hyperboloid ( je přímková plocha. Řez této plochy rovinou ( je množina průsečíků přímek plochy s rovinou (. Řezem nebude prázdná množina ani jednobodová množina. Jestliže rovina (´ rovnoběžná s rovinou ( procházející středem O hyperboloidu má s asymptotickou kuželovou plochou ( společný pouze bod O, pak rovina ( protíná hyperboloid v elipse. Řezem je kuželosečka typu parabola, jestliže rovina (´ se asymptotické kuželové plochy ( dotýká podél površky a´. Rovina ( buď obsahuje přímku a plochy ( rovnoběžnou s a´, pak obsahuje ještě další přímku n plochy ( s ní rovnoběžnou a je to tedy asymptotická rovina, nebo neobsahuje přímku plochy ( a řezem je parabola. Pokud rovina (´ protíná kuželovou plochu ( ve dvojici různoběžek, je řez typu hyperbola. Obsahuje-li rovina ( přímku a plochy (, pak obsahuje i přímku n plochy ( s ní různoběžnou, rovina ( je tečnou rovinou a bodem dotyku je průsečík přímek a a n. Pokud ( neobsahuje přímku a plochy (, tedy není tečnou rovinou plochy (, je řezem hyperbola. Postup konstrukce je podobný jako u ostatních kvadrik.

Příklad 7: Sestrojte asymptotickou rovinu ( přímky a plochy (.

Rozbor: 

Přímka a leží na hyperboloidu. Asymptotická rovina ( se dotýká asymptotické kuželové plochy ( podél přímky a´ rovnoběžné s a. Rovina ( obsahuje i přímku n druhého regulu plochy ( rovnoběžnou s přímkou a. 

Postup:

- půdorys přímky a se dotýká půdorysu hrdla h v bodě A,
- nárys přímky a se dotýká nárysu hlavního meridiánu m v bodě M,
- rovina ( obsahuje přímku n druhého regulu, a((n,
- půdorys přímky n se musí dotýkat půdorysu hrdla h a nárys přímky n se dotýká 

  nárysu hlavního meridiánu m v bodě L (obr. 2.11).
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obr. 2.11
Příklad 8: Sestrojte řez jednodílného hyperboloidu rovinou ( kolmou k půdorysně.


Rozbor:

Rovina ( kolmá k půdorysně může jednodílný hyperboloid protínat ve dvojici různoběžek, pokud je rovina ( tečnou rovinou, nebo může protínat jednodílný hyperboloid v hyperbole. Hlavní vrcholy hyperboly řezu leží na přímce s, která je průsečnicí roviny ( a roviny (. ( je rovinou souměrnosti řezu. Další rovinou souměrnosti řezu je rovina kolmá k nárysně, v níž leží hrdlo. Pro získání vrcholů opět využijeme otočení roviny ( do roviny (. Průsečíky přímky s s hyperboloidem jsou vrcholy hyperboly řezu. Rovina (´ rovnoběžná s rovinou ( jdoucí středem hyperboloidu protíná hyperboloid v přímkách u´, v´. Asymptoty u, v řezu jsou rovnoběžky s u´, v´.

Postup:

- ( ( ( = s, s otočíme do roviny ( rovnoběžné s nárysnou,
- v otočení sestrojíme vrcholy A, B hyperboly řezu, jsou to průsečíky přímky s a 

  meridiánu,
- pomocí hlavní přímky druhé osnovy určíme body K, L změny viditelnosti v náryse,
- asymptoty u, v hyperboly řezu jsou rovnoběžky s přímkami u´, v´, které jsou 

  průsečnice roviny (´ s asymptotickou kuželovou plochou (,
- vyřešíme viditelnost řezu (obr. 2.12).
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obr. 2.12
Příklad 9: Sestrojte parabolický řez jednodílného hyperboloidu ( rovinou (.

Rozbor:

Rovina řezu ( neobsahuje přímku plochy (, a tedy řezem je parabola. Vrchol paraboly řezu leží na přímce s, která je průsečnicí roviny ( a roviny (. Rovina ( je rovinou souměrnosti řezu. Pro získání vrcholu A paraboly řezu opět využijeme otočení roviny ( do roviny (. Bod B je bod změny viditelnosti v náryse. Ten získáme pomocí hlavní přímky roviny ( ležící v rovině (. Body C, D jsou body řezu v půdorysně. Pomocí obecné konstrukce najdeme další body řezu. Prokládáme roviny kolmé k ose o a rovnoběžné s půdorysnou. Hledáme body průniku kružnice, v níž řeže rovina hyperboloid (, a přímky, v níž protíná volená rovina rovinu řezu (. Nakonec určíme viditelnost. V náryse máme bod změny viditelnosti a v půdoryse bude parabola neviditelná.
Postup:

- ( ( ( = s, s otočíme do roviny (,
- v otočení sestrojíme vrchol A paraboly řezu,
- pomocí hlavní přímky druhé osnovy určíme bod B změny viditelnosti v náryse,
- půdorysná stopa roviny ( protíná hyperboloid ( ve dvou bodech, které patří řezu,
- sestrojíme ještě další body pro přesné sestrojení paraboly řezu,
- vyřešíme viditelnost (obr. 2.13).
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obr. 2.13
2.3 Průsečíky přímky s rotační kvadrikou

Přímka protíná kvadriku obecně ve dvou bodech. Průsečíky přímky s rotační kvadrikou můžeme určit třemi způsoby. Způsob volíme podle typu kvadriky a podle polohy přímky vzhledem ke kvadrice.

1. způsob: Průsečíky vyšetřujeme tak, že danou přímkou p proložíme vhodnou rovinu ( (nejlépe kolmou k některé průmětně), sestrojíme její řez q kvadrikou a určíme společné body X, Y přímky p a řezu q.

2. způsob: Přímkou p proložíme rovinu ( kolmou k některé průmětně, ta protne kvadriku v kuželosečce q. Na kvadrice zvolíme rovnoběžku a v rovině (, která je kolmá k některé průmětně. Kružnice a a kuželosečka q leží na dvou kuželových plochách s vrcholy V, W. Kuželosečky q, a jsou souměrné podle roviny ( hlavního meridiánu m. Body V, W leží v rovině (. Určíme jednu kuželovou plochu, pak kuželosečce q odpovídá v prostorové kolineaci se středem ve vrcholu určené kuželové plochy kružnice a. Sestrojíme v této kolineaci obraz p´ přímky p, p´ leží v rovině (. Prostorová kolineace zachovává incidenci bodů a přímek. Určíme průsečíky X´, Y´ kružnice a s přímkou p´ a sestrojíme v prostorové kolineaci jejich obrazy.

3. způsob: Přímkou p proložíme rovinu ( kolmou k některé průmětně, ta protne kvadriku v kuželosečce q. Označíme A vrchol kvadriky. Pravoúhlý průmět kuželosečky q z bodu A do půdorysny je kuželosečka q´ (q´ kružnice). Přímku p promítneme z bodu A také do půdorysny a určíme průsečíky p´ a q´ a z bodu A je promítneme zpět na přímku p. Často se kružnice q´ nevejde na nákresnu.

Nejčastěji užívaným způsobem je druhý způsob.

Průsečíky přímky s elipsoidem

Příklad 10: Sestrojte průsečíky přímky p s rotačním elipsoidem. Využijte druhý 
                    způsob.

Rozbor: 

Přímkou p proložíme rovinu ( kolmou k nárysně, ta protne elipsoid v elipse q. Na elipsoidu si zvolíme kružnici r (rovník) v rovině (. Vrcholy dvou kuželových ploch, na kterých leží q a r, jsou V, W. Zvolíme vrchol V. Kuželosečka q a kružnice r jsou souměrné podle roviny ( hlavního meridiánu m. Prostorovou kolineaci určuje vrchol V. Sestrojíme v kolineaci obraz p´ přímky p a určíme průsečíky X´, Y´ přímky p´ s kružnicí r a sestrojíme jejich obrazy X, Y na přímce p.

Postup:

- p ( (, ( ( (, ( protne elipsoid v elipse q, r je rovník elipsoidu, r ( (, ( ( (, ((((,
- V, W ( (, ( je rovina hlavního meridiánu, zvolíme vrchol V, který určuje prostorovou 

  kolineaci,
- elipse q odpovídá v kolineaci se středem V kružnice r,
- p´ je obraz p v kolineaci, p´( (,
- na p zvolíme bod M, jehož nárys je průsečíkem nárysu hlavního meridiánu m a nárysu  

  přímky p, bod M ale není bodem elipsy q,
- určíme bod M´ (obraz bodu M), M´ leží v rovině ( a na přímce MV,
- bod L přímky p leží v rovině ( a je samodružný, L = p ( p´,
- p´ ( r = X´, Y´,
- sestrojíme obrazy X, Y bodů X´, Y´ v prostorové kolineaci,
- vyřešíme viditelnost přímky vzhledem k elipsoidu (obr. 2.14).
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obr. 2.14
Příklad 11: Sestrojte průsečíky přímky p s elipsoidem. Využijte třetí způsob.

Rozbor: 

Přímkou proložíme rovinu ( kolmou k nárysně. Rovina ( protne elipsoid v elipse e. Označíme A vrchol elipsoidu. Elipsu e a přímku p pravoúhle promítneme z bodu A do půdorysny. Průmět e´ je kružnice. Určíme průsečíky X´, Y´ přímky p´ a kružnice e´, ty pak promítneme zpět na přímku p.

Postup:

- p ( (, ( ( (, ( protne elipsoid v elipse e,
- p a e promítneme z A do půdorysny,
- na p zvolíme body Q, K,  jejichž nárysy jsou průsečíky nárysu hlavního meridiánu m 
  a nárysu přímky p,
- body M, L jsou body hlavního meridiánu, jejichž nárysy splývají s nárysy bodů Q, K,
- body M´, L´ jsou průměty bodů M, L do půdorysny,
- průmět Q´ bodu Q bude ležet na přímce A Q a v půdorysně,
- stejně sestrojíme ještě průmět K´ bodu K,
- Q´K´ = p´, sestrojíme průmět e´ elipsy e do půdorysny, což je kružnice e´,
- e´( p´ = X´, Y´, obrazy X, Y bodů X´, Y´ leží na p a na přímce AX´, AY´,
- body X, Y jsou hledané průsečíky přímky p a elipsoidu,
- vyřešíme viditelnost přímky p (obr. 2.15).
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obr. 2.15
Průsečík přímky s rotačním paraboloidem

Příklad 12: Sestrojte průsečíky přímky p s rotačním paraboloidem.

Rozbor:

Při sestrojování průsečíků přímky p s paraboloidem využijeme věty: Do roviny  kolmé k ose paraboloidu se eliptický řez promítá jako kružnice. Přímkou p proložíme rovinu ( kolmou k nárysně, která protíná paraboloid v elipse e. 
Postup:

- p ( (, ( ( (, ( protne paraboloid v elipse e,
- půdorysem elipsy e je kružnice, průsečíky přímky p a elipsy e v půdoryse jsou hledané 

  průsečíky X, Y přímky p a paraboloidu (obr. 2.16).
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obr. 2.16
Průsečíky přímky s rotačními hyperboloidy


Průsečíky přímky s rotačními hyperboloidy se v případě obou hyperboloidů konstruují stejně jako u elipsoidů. Nejčastěji se užívá druhého způsobu – prostorové kolineace.

Průsečíky přímky s dvojdílným hyperboloidem

Příklad 13: Sestrojte průsečíky přímky p s dvojdílným hyperboloidem.

Rozbor: 

Využijeme druhého způsobu. Přímku p proložíme rovinou ( kolmou k nárysně. Ta protne hyperboloid v elipse e. Sestrojíme bod V, střed prostorové kolineace. Je to vrchol jedné z kuželových ploch, na které leží elipsa e a kružnice k. Sestrojíme obraz p´ přímky p a najdeme průsečíky X´, Y´ přímky p´ a kružnice k . Nakonec ještě sestrojíme obrazy X, Y bodů X´,Y´.

Postup:

- p ( (, ( ( (, ( protne hyperboloid v elipse e,
- V, W ( (, ( je rovina hlavního meridiánu, zvolíme bod V jako střed prostorové 
  kolineace,
- elipse e odpovídá v kolineaci kružnice k,
- p´ je obraz p v kolineaci, p´( (, k ( (,
- na p zvolíme bod M, jehož nárys leží na nárysu hlavního meridiánu m a na nárysu 
  přímky p, bod M ale není bodem elipsy e,
- určíme bod M´ (obraz bodu M), M´ leží v rovině ( a na přímce MV,
- bod Q přímky p leží v rovině ( a je samodružný, Q = p ( p´
- p´ ( k = X´, Y´,
- sestrojíme obrazy X, Y bodů X´, Y´ v prostorové kolineaci,
- vyřešíme viditelnost přímky (obr. 2.17).
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obr. 2.17
Průsečíky přímky s jednodílným hyperboloidem


U jednodílného hyperboloidu může nastat případ, kdy nárys přímky neprotíná hlavní meridián m hyperboloidu, potom nelze použít druhý způsob řešení (prostorovou kolineaci), ale musíme použít první způsob (řez vhodnou rovinou). 

Příklad 14: Sestrojte průsečíky přímky p s jednodílným hyperboloidem.

Rozbor: 

Nárys přímky p protíná nárys hlavního meridiánu m, můžeme využít druhého způsobu konstrukce. Přímku p proložíme rovinou ( kolmou k nárysně. Ta protne hyperboloid v elipse e. Sestrojíme bod V, střed prostorové kolineace. Je to vrchol jedné z kuželových ploch, na které leží elipsa e a kružnice k. Sestrojíme obraz p´ přímky p a najdeme průsečíky X´, Y´ přímky p´ a kružnice k . Nakonec ještě sestrojíme obrazy X, Y bodů X´,Y´.

Postup:

- p ( (, ( ( (, ( protne hyperboloid v elipse e,
- V, W ( (, ( je rovina hlavního meridiánu, zvolíme bod V, jako střed prostorové 
  kolineace,
- elipse e odpovídá v kolineaci kružnice k,
- p´ je obraz p v kolineaci, p´( (, k ( (,
- na p zvolíme bod M, jehož nárys leží na nárysu hlavního meridiánu m, bod M není 
  bodem elipsy e,

- zvolíme bod M, a na nárysu přímky,
- určíme obraz M´ bodu M na p´, M´ leží v rovině ( a na přímce MV,
- bod Q přímky p leží v rovině ( a je samodružný, Q = p ( p´,
- p´ ( k = X´, Y´,
- sestrojíme obrazy X, Y bodů X´, Y´ v prostorové kolineaci, 
- vyřešíme viditelnost přímky p (obr. 2.18).
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obr. 2.18
2.4 Tečné roviny procházející danou přímkou

Konstrukce tečných rovin bodové kvadriky (rotační elipsoidy, rotační paraboloidy a rotační dvojdílné hyperboloidy) procházející danou přímkou můžeme sestrojit dvěma způsoby. 

1. způsob: Na přímce p zvolíme vhodný bod V, z něj kvadrice opíšeme dotykovou kuželovou plochu (, ta se kvadriky ( dotýká podél kuželosečky k ležící v rovině (. ( je polární rovinou bodu V vzhledem ke kvadrice (. Tečné roviny kuželové plochy ( vedené přímkou p jsou hledané tečné roviny. Body dotyku jsou body dotyku tečen kuželosečky k sestrojených z průsečíku R přímky p a roviny (. 

2. způsob: K přímce p sestrojíme přímku q polárně sdruženou s přímkou p vzhledem ke kvadrice (. Určíme průsečíky X, Y přímky q s kvadrikou (. Body X, Y jsou body dotyku tečných rovin procházejících přímkou p. 

Pro výše uvedené kvadriky prochází přímkou p dvě různé tečné roviny, jestliže přímka p nemá s kvadrikou žádný společný bod. Přímka q polárně sdružená s p protíná plochu ( ve dvou různých bodech. Jestliže se p dotýká bodové kvadriky v bodě T a přímka q polárně sdružená s přímkou p vzhledem k ploše ( prochází také bodem T, existuje jediná tečná rovina procházející přímkou p, jejíž bod dotyku je T. Protíná-li přímka p bodovou kvadriku ve dvou různých bodech neexistuje tečná rovina procházející přímkou p.

Příklad 15: Sestrojte tečnou rovinu k rotačnímu elipsoidu jdoucí přímkou p. Použijte 

                    první způsob.

Rozbor: 

Bod V zvolíme na přímce p a v rovině ( hlavního meridiánu m. Kvadrika ( i opsaná kuželová plocha ( z bodu V je souměrná podle roviny (. Polární rovina ( bodu V vzhledem k ( je tedy kolmá k ( a jejím nárysem je spojnice bodů dotyku nárysu hlavního meridiánu m sestrojených z bodu R ke kuželosečce k. Bod R je průsečíkem přímky p a polární roviny (. Kuželosečka k i rovník r leží na dvou kuželových plochách, označme W vrchol jedné z nich. Kuželosečky k, r jsou souměrné podle roviny (, W leží v (. Nárys W leží na ordinále bodu V, která je polárou průsečíku úseček, jimiž jsou nárys rovníku a nárys kuželosečky k, vzhledem k meridiánu m. Kuželosečku k promítneme do rovníku z bodu W, bod R se zobrazí do bodu R´. Sestrojíme tečny 1t´, 2t´ kružnice r z bodu R´. Body dotyku tečen 1T´, 2T´ promítneme zpět z bodu W do bodů 1T, 2T. Tečné roviny jsou určené přímkou p a bodem dotyku 1T, (2T).
Postup:

- zvolíme bod V na přímce p a v rovině (, z bodu V opíšeme elipsoidu ( kuželovou 
  plochu (,
- v náryse určují body dotyku tečen vedených z bodu V k elipsoidu ( polární rovinu (,
- ( ( ( = k, kuželosečka k a rovník r leží na dvou kuželových plochách,
- sestrojíme vrchol W jedné kuželové plochy, půdorys V a W splývají,
- p ( ( = R, bod R promítneme z bodu W do bodu R´ do roviny rovníku r,
- v půdoryse sestrojíme tečny z bodu R´ k rovníku r, dostaneme půdorysy bodů 1T´, 
  2T´,
- body 1T´, 2T´ promítneme z bodu W do roviny ( a dostaneme body 1T, 2T,
- 1TR = 1t, 2TR = 2t,
- tečné roviny jsou určeny přímkou p a body 1T, 2T (obr. 2.19).
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obr. 2.19
Příklad 16: Sestrojte tečnou rovinu k dvojdílnému hyperboloidu ( jdoucí přímkou p.  

                    Použijte druhý způsob.

Rozbor:

Přímku q polárně sdruženou s přímkou p vzhledem ke kvadrice ( určíme jako průsečnici polárních rovin dvou vhodně zvolených bodů přímky p. Na p zvolíme bod V ležící v rovině ( hlavního meridiánu m. Jeho polární rovina ( vzhledem k ploše ( je kolmá k nárysně, proto nárys přímky q splývá s rovinou ( a je spojnicí bodů dotyku nárysu meridiánu m sestrojených z bodu V. Zvolíme bod W na přímce p a v rovině ( rovnoběžné s půdorysnou a procházející středem O kvadriky (. Označíme ( polární rovinu bodu W vzhledem k (. Dotyková kuželová plocha kvadriky ( opsaná z bodu W je souměrná podle ( a kolmá k (. Půdorys přímky q splývá s polární rovinou (. Polární rovina ( bodu W je kolmá k rovině (, v níž leží osa o kvadriky ( a bod W. Sestrojíme průsečíky X, Y přímky q s kvadrikou (. Půdorysna protíná plochu ( v kružnici k´. Rovina jdoucí přímkou q protíná plochu ( v kuželosečce k. Kuželosečky k, k´ leží na dvou kuželových plochách a pomocí prostorové kolineace určíme průsečíky X, Y. Hledané tečné roviny jsou určeny přímkou p a body X, Y.

Postup:

- určíme bod V na přímce p a v rovině (,
- ( je kolmá k nárysně, ( je spojnice bodů dotyku tečen z bodu V k nárysu meridiánu m,
- nárys přímky q splývá s rovinou (,
- určíme bod W, ležící v rovině ( a na přímce p,
- ( je polární rovina bodu W vzhledem k (,
- rovinu (, v níž leží osa o kvadriky ( a bod W, otočíme kolem osy o do roviny (,
- ( ( ( = l, l je polára bodu W vzhledem ke kuželosečce g, v níž protíná rovina ( 
  kvadriku (,
- ( a ( jsou kolmé, proto půdorys přímky q je kolmice na půdorys roviny ( a prochází l,
- přímka q je určena nárysem i půdorysem,
- kružnice k´ a kuželosečka k leží na dvou kuželových plochách,
- zvolíme bod U (vrchol jedné kuželové plochy) v rovině (,
- z bodu U promítneme přímku q do půdorysny do přímky q´,
- q´ ( k´ = X´, Y´, tyto dva body promítneme z bodu U zpět na přímku q a získáme 

  body X, Y,
- tečné roviny jsou určeny body X, Y a přímkou p (obr. 2.20).
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obr. 2.20
U rotačního jednodílného hyperboloidu ( závisí tečné roviny jdoucí přímkou p na poloze přímky p vzhledem k hyperboloidu (. Pokud přímka p nemá s hyperboloidem žádný společný bod, tak touto přímkou neprochází žádná tečná rovina hyperboloidu (. Jestliže přímka p protíná hyperboloid ve dvou různých bodech, potom přímkou p procházejí dvě různé tečné roviny. Jestliže se přímky p dotýká plochy ( v jednom bodě T, patří přímka p tečné rovině, která se hyperboloidu dotýká v tomto bodě a další roviny neexistují. Pokud je bod T nevlastní je tečná rovina asymptotickou rovinou. 

Pro všechny rotační kvadriky můžeme sestrojit také tečné roviny rovnoběžné s danou rovinou. Sestrojujeme je jako tečné roviny procházející nevlastní přímkou p(.

2.5 Průniky rotačních kvadrik


Mějme dány dvě rotační kvadriky 1(, 2(. Každá rovina ( protíná tyto kvadriky v kuželosečkách 1k, 2k. Tyto kuželosečky se protínají obecně ve čtyřech bodech. Průniková křivka k je čtvrtého stupně (kvartika). Dotýkají-li se kvadriky ve dvou bodech, pak jsou tyto body dvojnásobné a průniková křivka se rozpadá na dvě kuželosečky. Dotýká-li se každá kvadrika z obou kvadrik téže kulové plochy podél kružnice, rozpadá se průnik na dvě kuželosečky. Obecně je pravoúhlým průmětem průnikové křivky kvadrik rovinná kvartika. Leží-li osy obou kvadrik v jedné rovině (, pak jsou obě plochy i průniková křivka souměrné podle roviny (. Dva body souměrné podle roviny ( se do ( pravoúhle promítají do jednoho bodu, pravoúhlým průmětem křivky k do roviny ( je kuželosečka nebo její část. 

Věta: Nechť 1(, 2( jsou dvě rotační kvadriky s osami 1o, 2o ležícími v rovině (. Jsou-li 1o, 2o různoběžné, pak je pravoúhlým průmětem průnikové křivky k do roviny ( část kuželosečky typu hyperbola, jestliže nenastane případ, že právě jedna z kvadrik je rotační zploštělý elipsoid. Pravoúhlým průmětem průnikové křivky k do roviny ( je část kuželosečky typu elipsa, jestliže právě jedna z kvadrik je rotační zploštělý elipsoid. Jsou-li 1o, 2o rovnoběžné, pak je pravoúhlým průmětem průnikové křivky k do roviny ( část kuželosečky typu parabola. 


Tato věta platí pro všechny rotační kvadriky, tedy i pro rotační plochy válcové, kuželové a plochu kulovou. Za osu kulové plochy můžeme zvolit přímku, která prochází středem a je rovnoběžná s osou druhé kvadriky.


Předpokládejme, že osy 1o, 2o jsou různoběžné a žádná z ploch 1(, 2( není rotační zploštělý elipsoid. Nechť je například 1( rotační jednodílný hyperboloid a 2( rotační paraboloid. Zvolíme osy v nákresně. Plochy 1(´, 2(´ jsou homotetické s 1(, 2( a jejich osy 1o´, 2o´ leží v nákresně. Plochy 1(´ (rotační válcová plocha), 2(´ (rotační kuželová plocha) se dotýkají téže kulové plochy. Průniková křivka 1(´ a 2(´ se rozpadá na dvě kuželosečky u, v souměrné podle nákresny, které se promítají do úseček u2, v2. Vedeme rovinu 1( rovnoběžnou s rovinou ( kuželosečky u. Rovina 1( protíná plochy 1(´, 2(´ v kuželosečkách 1u´, 2u´, jejichž společné body patří průnikové křivce těchto ploch. Kuželosečky u, 1u´ a u, 2u´ jsou homotetické. Body 1M, 2M se promítají do bodu M, který leží na v. Rovina ( rovnoběžná s rovinou ( protíná dané plochy 1(,2( v kuželosečkách 1u, 2u, které jsou homotetické s kuželosečkou u a protínají se v bodech průniku ploch 1(, 2(. Podobnou úvahu můžeme provést pro roviny rovnoběžné s rovinou ( kuželosečky v. Přímky rovnoběžné s (2 nebo se (2 protínají nárys průnikové křivky v jednom vlastním a v jednom nevlastním bodě. Proto bude průniková křivka kuželosečka typu hyperbola, přičemž roviny (2 , (2 udávají směry jejích asymptot (obr. 2.21 a, b).
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obr. 2.21 a)
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obr. 2.21 b)

Specifikum zploštělého elipsoidu spočívá v tom, že této ploše můžeme kulovou plochu jen opsat a ne vepsat.


Pokud řešíme průnik dvou zploštělých elipsoidů postupujeme podobně jako v předchozím případě. Jedné kulové ploše vepíšeme dva elipsoidy homotetické s danými zploštělými elipsoidy. Průnikovou křivkou bude opět kuželosečka typu hyperbola (obr. 2.22).
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obr. 2.22

Pokud je právě jedna z kvadrik zploštělý elipsoid, sestrojíme homotetické kvadriky 1(´, 2(´ tak, že jedna je kulové ploše opsaná a druhá vepsaná. Neexistují roviny, které by obě plochy 1(´, 2(´ protínaly v homotetických kuželosečkách, tedy neexistují nevlastní body kuželosečky, na které leží průmět průnikové křivky k. Průmět křivky k je tady částí elipsy (obr. 2.23).
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obr. 2.23
Příklad 17: Sestrojte průnik rotačního hyperboloidu a rotačního protáhlého elipsoidu   

                    s různoběžnými osami ležícími v nárysně.

Rozbor:

Průniková křivka se sestrojí podobně jako u obecných rotačních ploch. Osy rotačních kvadrik leží v nárysně, proto průnikové křivce patří společné body hlavních meridiánů. Pro konstrukci obecných bodů volíme pomocné kulové plochy se středem v průsečíku os kvadrik R. Kulová plocha protne jednu kvadriku v rovnoběžkách a, b, druhou v rovnoběžkách c, d. Body A, B, C, D, které jsou průměty průsečnic rovin rovnoběžek ploch, patří průnikové křivce k. Nárysem průnikové křivky k je část hyperboly, pro kterou jsme získali nárys vepsaného rovnoběžníka ABCD. Střed tohoto rovnoběžníka je střed hyperboly. Opíšeme některé kulové ploše homotetické kvadriky (v tomto případě rotační kuželovou plochu, která vznikne rotací přímek rovnoběžných s asymptotami tvořící hyperboly a rotační elipsoid, který vznikne rotací homotetické elipsy), získáme směry asymptot průnikové křivky k (obr. 2.24 b).
Postup:

- osy leží v nárysně, průnikové křivce patří body průniku hlavních meridiánů,
- 1o ( 2o = R,
- plochy proložíme kulovou plochou, jejíž střed je R,
- kulová plocha protne první kvadriku v rovnoběžkách a, b a druhou kvadriku 
  v rovnoběžkách c, d,
- body A, B, C, D, které jsou průměty průsečnic rovin rovnoběžek ploch, patří 
  průnikové křivce k,
- nárysem křivky k je část hyperboly, pro kterou jsme získali vepsaný rovnoběžník  

  A2B2C2D2, střed tohoto rovnoběžníka je střed hyperboly,
- některé kulové ploše opíšeme homotetické kvadriky (rotační kuželovou plochu, 

  rotační elipsoid), tak získáme směry asymptot u, v křivky k,
- pomocí dalších kulových ploch, kterými prokládáme plochy získáme další body 

  hyperboly,
- určíme viditelnost průniku a těles (obr. 2.24 a, b).
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obr. 2.24 a
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obr. 2.24 b
Příklad 18: Sestrojte průnik rotačního zploštělého elipsoidu a  rotačního paraboloidu 

                    s různoběžnými osami ležícími v nárysně.

Rozbor: 

Zvolíme kulovou plochu se středem R v průsečíku os 1o, 2o rotačních ploch 1(, 2(. Kulová plocha má s rotačními kvadrikami společné rovnoběžkové kružnice a, b, c. Průsečíky těchto kružnic patří průnikové křivce k. V bodech průnikové křivky lze také sestrojit tečny průnikové křivky jako kolmice ke stopě normálové roviny. Vrcholy normálových kuželových ploch příslušných k rovnoběžkám a, b leží na stopě normálové roviny. Průnikové křivce k patří také body průniku hlavních meridiánů. Sestrojíme dostatečný počet bodů křivky k. Křivka k je částí elipsy.

Postup:

- plochy proložíme kulovou plochou se středem R, R = 1o ( 2o,
- kulová plocha protne 1( v kružnici b a plochu 2( v kružnicích a, c,
- a ( b = X, c ( b = Y,
- průnikové křivce patří body průniku hlavních meridiánů,
- sestrojíme pomocí dalších kulových ploch další body průnikové křivky,
- sestrojíme viditelnost těles i křivky (obr. 2.25).
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obr. 2.25
Příklad 19: Sestrojte průnik rotačního jednodílného hyperboloidu a rotačního 

                   dvojdílného hyperboloidu s rovnoběžnými osami ležícími v nárysně.

Rozbor:

Zvolíme pomocnou rovinu ( kolmou k osám 1o, 2o kvadrik 1(, 2(. Rovina protne kvadriky v rovnoběžkových kružnicích 1a, 2a a jejich společné body X, X´ patří průnikové křivce k. Průnikové křivce patří body průniku hlavních meridiánů. Určíme dostatečný počet bodů. Nárys průnikové křivky k je částí paraboly. 

Postup:

- sestrojíme řezy obou ploch rovinou (, ( ( 1( = 1a, ( ( 2( = 2a,
- 2a ( 1a = X, X´,
- sestrojíme řezy ploch dalšími rovinami kolmými k osám ploch a sestrojíme další body 

  průnikové křivky k,
- průnikové křivce patří taky body průniku hlavních meridiánů,
- vyřešíme viditelnost (obr. 2.26).
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obr. 2.26
Jsou-li osy kvadrik mimoběžné, volíme pomocné roviny tak, aby konstrukce bodů průnikové křivky byla co nejjednodušší. Podle zadání se snažíme sestrojit homotetické kvadriky 1(´, 2(´ a najít roviny, které je protínají v kuželosečkách u, v. Hledáme pak povrchové přímky válcových ploch, na kterých leží například u a některá rovnoběžka plochy (rovník, hrdlo). Tyto povrchové přímky udávají směr, ve kterém se u promítá do roviny kolmé k ose o, pak body průniku určíme v průmětu jako průsečíky kružnic.
3. Aplikace rotačních ploch

Dosud studované plochy mají široké využití jak ve stavebnictví tak ve strojírenství. 

S průnikem rotačních kvadrik nebo jejich částí se setkáváme v technické praxi i v denním životě často. Nejvíce se ovšem vyskytují průniky singulárních rotačních kvadrik (rotační válcové a kuželové plochy), např. při spojování různých trubek, rour, na předmětech denní potřeby (konvice) apod. Elipsoidy se např. vyskytují při řešení kleneb a kupolí.

Strojírenství:

Rotační součástky se zpravidla obrábějí soustružením. 
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*Jednotlivé části víčka, detail části se závitem, kompletní produkt
Ve strojírenství se využívá také spojování různých rotačních ploch.
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	     *Pružná spojka s plastovým mezikusem
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	*Pojistná spojka
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	*Samostředící pouzdra
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	*Nesamostředící pouzdra
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	*Vnější svěrná sada
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	*Tuhé spojení hřídelí
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	     *Zařízení na měření krouticího momentu 
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	    *Držáky čerpadel 

      - pro spojení elektromotoru a čerpadla 



Ve strojírenských součástkách je využito především částí válcových rotačních ploch a částí kuželových rotačních ploch. Tyto plochy jsou většinou různě kombinovány. 

Stavebnictví:

K častému užívání různých ploch (nejen rovinných) v architektuře nevede pouze jejich estetická efektivnost, ale také jejich praktické výhody - statické, termodynamické, prostorové atd.. Výhodné jsou plochy rozvinutelné - jejich plášť je možno rozvinout do roviny.
Hyperboloid je opravdovou lahůdkou především pro geometry, architekty a stavaře.
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Otáčením horní podstavy se původní rotační válec změní na jednodílný rotační hyperboloid. Tato plocha má široké uplatnění v technické praxi - ve strojírenství jsou to např. hyperbolická ozubená kola, ve stavebnictví chladící věže elektráren.
Nejznámější využití jednodílného hyperboloidu je právě při stavbách chladících věží. Využívá se toho, že tato plocha je přímková. Ve směru povrchových přímek je tu možno klást vyztužení železem a vzniká železobetonová konstrukce, která je velmi pevná a stabilní. Plocha je použita od podstavy přes hrdlo až k určité rovnoběžkové kružnici. Nejužší část (hrdlo) není uprostřed, ale výše než v polovině. Jestliže se použijí přímky ve stejných úhlových odchylkách, budou se vázat přímky obou soustav jednak na hrdle ve vrcholech pravidelného mnohoúhelníka, dále pak na určitých povrchových rovnoběžkových kružnicích. Částí přímek ve spodní části hyperboloidu se užívá jako nožek, které drží hmotu chladící věže a kudy do ní proudí vzduch. Existuje určitý vztah mezi těmito hodnotami: počet povrchových přímek, výška celé věže, výška hrdla a výška jedné povrchové kružnice (ve spodní části) nad podstavou, proto nemohou být všechny tyto hodnoty voleny.
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Obecné rotační plochy nebo jejich části jsou použity jako ozdoby na tepaných stříbrných nádobách starého Egypta. Také tvoří velkolepé kupole islámských mešit a náhrobků sultánů a je jimi okrášlena i katedrála v Moskvě. 

* Katedrála v Moskvě
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* Báň kostela sv. Mikuláše v Praze 
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Kruhový půdorys

* Vysílač na Ještědu u Liberce
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Spodní část stavby má tvar rotační kuželové plochy, nad ní je úsek tvořený částí jednodílného rotačního hyperboloidu, na něj pak plynule navazuje část anuloidu, která opět plynule přechází v rotační válec.

* Větrný mlýn v Borovině u Třebíče
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Polokulová kopule mlýna navazuje na věž ve tvaru komolého kužele. 

* Budova A.N.W.B. Wassenaar, Gravenhage, Nizozemí
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Prefabrikovaný elipsoidový vrchlík zastřešuje centrální část objektu.

* Výstavní hala 'Het Evoluon' v Eindhovenu, Nizozemí
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Prefabrikovaný kulový vrchlík složený z 822 konstrukčních prvků.

* Budova společnosti Swiss Re, Londýn, Velká Británie
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Plášť budovy ve tvaru rotační plochy. Pootočením sousedních pater vždy o 5° po směru hodinových ručiček vznikla charakteristická spirálovitá struktura.

* Univerzita v Sussexu, Velká Británie
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Společenský dům univerzity má asymetrickou kuželovou skořepinu s šikmým eliptickým světlíkem ve vrcholu.

* Jednací sál radnice v Torontu, Kanada

[image: image63.jpg]



Zastřešení ve tvaru kulového vrchlíku, spodní část tvoří kuželová plocha a to vše stojí na válcové železobetonové šachtě.

* Planetárium v Jeně, Německo
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Rotační kopule nad kruhovým půdorysem.

* Planetárium v Moskvě, Rusko
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Rotační kopule nad kruhovým půdorysem.

* Cirkus v Kyjevě, Ukrajina
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Rotační kopule nad kruhovým půdorysem.

Rotační vrchlík seřezaný svislými rovinami nebo válcovými plochami

* Planetárium v Bochumi, Německo
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Vnější část objektu má tvar rotačního paraboloidu a je seříznutá.  

* Auditorium maximum univerzity v Hamburku, Německo
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Kulový úsek nad půdorysem má tvar rovnoramenného trojúhelníka se zakřivenými stranami a rohem seřezaným svislou rovinou. Na okrajích jsou křivky průniku válcových a kulové plochy.

* Křesťanský kostel v Oklahoma City, USA
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Vrchlík ve tvaru rotačního paraboloidu s bočními svislými řezy.

* Auditorium M.I.T., Cambridge, stát Massachusetts, USA
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1/8 koule, podepřené ve třech bodech nad zaobleným trojúhelníkem.
Čtvercový, obdélníkový nebo jiný půdorys

* Aula VŠB-TU Ostrava
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Hlavní sál zastřešen částí anuloidu.

* Kostel v Taksony poblíž Budapešti, Maďarsko
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Zastřešení kostela ve tvaru eliptického vrchlíku.

* Kopule výstavní haly v Bělehradu, Srbsko 
[image: image73.jpg]



Úsek kulové plochy je ohraničený vodorovnou rovinou a dvěma bočními kolmými rovinami.

* Muzeum letectví v Duxfordu, Velká Británie
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Zastřešení ve tvaru části anuloidu s vodorovnou osou rotace.

* Opera v Sydney, Austrálie
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K zastřešení bylo užito trojúhelníkových úsečí kulových ploch o shodném poloměru.

* Koncertní hala, Santa Cruz de Tenerife, Kanárské ostrovy
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Betonová stavba ve stylu sydneyské opery. Dominantní vysoký střešní oblouk je složen ze dvou kuželových segmentů. Střední symetrická část je pseudorotační těleso vzniklé pseudorotací křivky po elipse a z něho je vyjmut 15° klín. 

            Využití rotačních ploch je velice rozsáhlé. Další rotační plochy můžeme najít i v automobilovém průmyslu např.: světla bývají složená z paraboloidů nebo elipsoidů. Satelitní anténa je také rotační paraboloid. Rotační plochy najdeme téměř všude. Každý z nás používá nějakou tu rotační plochu doma nebo v zaměstnání. Používáme sudy, kanystry, kbelíky, květináče a spoustu dalších. Můžeme zabrousit i do potravinářského průmyslu a najdeme opět rotační plochy (plastová láhev od minerálky nebo obyčejná konzerva).  
Použitá literatura:
Machala, F. Rotační plochy, UP Olomouc, 1992
Urban, A. Deskriptivní geometrie II, SNTL Praha, 1967

Kadeřávek, F.; Havel, V.; Harant, F. Plochy stavebně technické praxe, NČAV Praha, 1958
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