Univerzita Palackého v Olomouci
Prirodovédecka takulta

Katedra algebry a geometrie

Diplomova prace

Podgrupy usporadanych grup

Vypracoval: Bc. Lukas Klouda
Studijni program: N1701 Fyzika
Studijni obor: Fyzika-Matematika
Forma studia: Prezencni

Vedouci prace: prof. RNDr. Jifi Rachtinek, DrSc.
Rok obhajoby: 2015



Bibliograficka identifikace

Jméno a piijmeni autora Lukas Klouda

Nazev prace Podgrupy usporadanych grup

Typ préce diplomova

Pracovisté Katedra algebry a geometrie

Vedouci prace prof. RNDr. Jifi Rachinek, DrSc.

Rok obhajoby prace 2015

Abstrakt Prace se zabyva usporadanymi grupami,

zv1asté svazoveé usporadanymi. Teorie je
ilustrovana na prikladech.

Klicova slova svazové usporadana grupa, konvexni podgrupa,
prvopodgrupa, regularni podgrupa, polara

Pocet stran 39

Pocet ptiloh 0

Jazyk cesky



Bibliographical identification

Author’s first name and surname
Thesis title

Type of thesis

Department

Supervisor

Year of presentation

Abstract

Key words

Number of pages
Number of appendices
Language

Lukas Klouda

Subgroups of partially ordered groups
Master

Department of Algebra and Geometry
prof. RNDr. Jifi Rachtnek, DrSc.

2015

The thesis is an introduction to the theory of
partially ordered groups, especially lattice
ordered groups. The theory is illustrated
in examples.

lattice ordered group, convex subgroup,
prime subgroup, regular subgroup, polar
39

0

Czech



Prohlaseni

Prohlasuji, ze jsem predlozenou diplomovou praci vypracoval samostatné pod vedenim
prof. RNDr. Jifiho Rachiinka, DrSc., a pouzil vyhradné zdroje uvedené v oddilu Literatura.

V Olomouci, .........coevvnn... , Lukés Klouda.

Podpis:

Podékovani

Dékuji vedoucimu prace, prof. RNDr. Jifimu Rachinkovi, DrSc., za rady a pfipominky. Dékuji
rodiné za podporu ve studiu.



Obsah

Uvod

Vysvétlivky

1 Usporadané grupy

2 [-grupy

3 Absolutni hodnoty a trojuhelnikové nerovnosti
4 [-permutace, [-homomorfismy
5 [-podgrupy

6 Konvexni [-podgrupy

7 l-idealy, faktorové [-grupy

8 Prvopodgrupy

9 Regularni podgrupy a hodnoty
10 Polary

11 P¥iklady

Literatura

10

14

16

18

21

23

25

26

28

39



Uvod

Tato diplomova prace se zabyva uspofddanymi grupami, zejména svazové usporadanymi gru-
pami. Je rozdélena do jedenacti oddilti. V prvnich ¢tyfech oddilech jsou definovany zakladni
pojmy — usporadand grupa, svazové usporadana grupa, absolutni hodnota, I-homomorfismus
— a uvedeny jejich vlastnosti. Dalsich Sest oddili je zaméreno na vyznac¢né tfidy podgrup
svazové usporadanych grup — l-podgrup, konvexnich [-podgrup, l-idedld, prvopodgrup, regu-
larnich podgrup a polar. Jedenacty oddil obsahuje fesené ptiklady, ilustrujici teorii.

Autor zpracovava jiz existujici teorii. P¥inosem muiZe byt FeSeni piikladi.!

Prace je psana v systému I4TRX, obrazky vytvoreny v programu Ipe a v systému IATEX.

'az na ptiklady 15, 16, 17, 18, jejichz Fedeni je prevzato z [1].



Vysvétlivky, znaceni, zkratky

Vysvétlivky

Ohledné formulace tvrzeni. Prvni véta (gramaticky) tvrzeni zac¢inajici slovem ‘necht’ predsta-
vuje vycet predpokladt implikace. Véty nasledujici jsou jejim zavérem.

Znaceni, zkratky

A logicka spojka ‘a’

i logicka spojka ‘nebo’

N {1,2,...} — mnozina vSech pfirozenych ¢isel

NO Nu {0}

n {1,2,...,n}

I+ je-li f:A— B, pak f.:P(A) > P(B), M~ {beB;(ImeM)(b=fm)},
kde P(X) znadi potenéni mnozinu mnoziny X

fr je-i f:A— B, pak f*: P(B) »> P(A), M~ {a€A;faeM}

U, resp. D horni, resp. dolni kuzel (mnoziny)

U] disjunktni sjednoceni

BUNO bez jmy na obecnosti

1P induk¢éni predpoklad

NTJE nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni



1 Usporadané grupy

Umluva 1. Prvky nosice algebry budeme znaéit malymi pismeny. Nebude-li hrozit nedoro-
zuméni, vynechame prislusné obecné kvantifikatory. Naptiklad v definici 1 nerozepisujeme

(VgeG)(Vhe G)(Vx e G)(Vy e G)(g < h = zgy < xhy) .

Definice 1. Necht G = (G,-, 71, 1) je grupa, necht (G, <) je uspofadana mnozina.
Dvojici (G, <) nazveme usporddanou grupou (po-grupou), pravé kdyz g < h = xgy < xhy.

Ozna¢me L, levou translaci prvkem x, tedy zobrazeni G — G, y — z-y. Analogicky, pravou
translaci prvkem z ozna¢me P,.

Tvrzeni 1. Necht G = (G,-,71,1) je grupa, necht (G,<) je usporddand mnoZina.
(G, <) je po-grupa, pravé kdyz L, a P, jsou izotonnimi operdatory.

Dikaz. xgy = (xg)y = (PyoLy)g. Volime-li y = 1, pak P, = 1, tedy L, je izoténni. Analogicky
pro P,. Obracené, slozeni izoténnich operatori je izoténnim operatorem. O

Specialné, vnitini automorfismus grupy je izoténnim operatorem.
Izotonie translaci umoziiuje nasobeni nerovnosti. Pokud ¢ < h a x < y, pak gz < hx a
zaroven hx < hy, tedy gz < hy.

Tvrzeni 2. Je-li (G,<) po-grupa, pak (G,<™1) je po-grupa.

Diikaz. Je-li o izoténni operator (G,<), pak je téZ izoténnim operdtorem (G,<7!), nebof
r<ly=sy<er= py<or = pr <ty O

Po-grupu (G, <) pak nazveme dudlni po-grupou k (G, <).

Tvrzeni 3. Je-li (G,<) po-grupa, pak (grupovd) inverze je izomorfismem uspotadanych
mnozin (G,<), (G,<™1).

Dikaz. Inverze je ziejmé bijekci G — G. Je-li z < y, pak aplikaci L,-1 o P-1 dostaneme
y ' <27, tedy 7' <71 1. Analogicky obracené. O

Tvrzeni 4. Necht G je grupa. Ezistuje relace < na G takova, Ze (G,<) je po-grupa, pravé
kdy? existuje P € G spliujici soucasné: P? ¢ P, Pn P~' = {1}, P je invariantni na vnitini
automorfismy grupy.

Diikaz. ‘=’": Ozna¢me U{z} horni kuzel z, U{z} = {y € G;z < y}. Pak P := U{1} spliiuje
vSechny pozadavky. Pokud g,h € P, pak 1 < g a 1 < h, odkud 1 < gh, tedy gh € P. Dle
tvrzeni 3, P! = {x e G;27! € P} je dolni kuzel 1, ozna¢me jej D{1}. Z antisymetrie ‘<’ plyne
Pn P! ={1}. Nakonec, vnitini automorfismus je izoténni operator, 1< g = 1= (1)" < (g)".
‘«=": Definujme

g<h < hgleP. (1)
Relace < je reflexivni: gg~! = 1 € P, antisymetricka: (g <h) A (h<g) = hg',gh™t € P, kde
gh™t = (hg‘l)il, tedy hg™' e Pn P! = {1}, odkud g = h. Relace < je tranzitivni: z < y a
y < z implikuje yz ™', zy7! € P, tedy zy lyaz~! € P? ¢ P, takze = < z. Nakonec, je-li g < h,
pak (zh)(zg)! = (hg_l)x € P a podobné, pokud g < h, pak (hz)(gz)~! = hg~! € P. Translace
grupy jsou izoténni. O



Definice 2. Necht (G, <) je po-grupa. Kladnym, resp. zapornym kuZelem po-grupy nazveme
mnozinu U{1}, resp. D{1} a zna¢ime G*, resp. G".

Ze vztahu g < h <= hg~! e G* z diikazu véty 4 plyne, 7e znalost uspofadani je ekviva-
lentni znalosti kladného kuzelu po-grupy.
Poznamenejme, ze v (1) muzeme bez obav pfehodit poradi nésobeni, nebot kladny kuzel

-1
je invariantni na vnitini automorfismy: hg ' € P <= (hg_l)g =g theP.
Pozndamka 1. Necht (G, <) je po-grupa a g € G. Pak g € G*, pravé kdyz L, je extenzivni.
Dale, U{g} = Ly, G* = gG".

Diikaz. Je-li g e G*, pak 1< g, tedy = < gz. Je-li L, extenzivni, pak pro libovolné z je x < gz,
takze 1 < g. Ekvivalence je dokézéna. Z implikace doprava plyne gG* ¢ U{g}. Obracené, je-li
g<x, pakx:g(g_lx)€gG+. O

Tvrzeni 5. Necht G je grupa. Existuje relace < na G takovd, Ze (G,<) je po-grupa a (G, <)
je linedrné usporddand mnoZina, prdvé kdyZ existuje P ¢ G spliujici soucasné podminky z
torzend 4 a navic Pu P~ =G.

Diikaz. ‘=’: Pro P = U{1} dle tvrzeni 3 plati P! = D{1} a z linearity je U{1} uD{1} = G.
‘=": Stadi ovéfit, ze usporadani < definované vztahem (1), je linearni. Pro g,h € G je hg™' e
G=PuP! tedy hg! € P nebo hg~' € P~'. Takze g < h nebo h<g. O

Umluva 2. Abychom mohli psit méné zavorek, budou mit operace grupy piednost pied
svazovymi operacemi, resp. infimem /supremem.

Tvrzeni 6. Necht (G,<) je po-grupa, {h\}a €G a geG.2

INhy = I Aghy.
A A
Je-li pravdivd aspori jedna strana ekvivalence, pak g /\ hy = /\ ghx.
A A

Diikaz. ‘=’: Oznacme ip = Ap hy. Je giy < {gha}a diky izotonii L,. Af k < {ghy}a. Diky
izotonii L1 je g7'k < {hx}a, tedy g7k < iy, odkud k < giy.
‘=’: Diisledek obracené implikace a existence g~ !. 0

Plati dudlni tvrzeni (pro supremum) a téZ tvrzeni pro nasobeni zprava. Toto dale nebu-
deme pripominat.

Tvrzeni 7. Necht (G, <) je po-grupa a {hy}r € G.
ENAN S EI\/h)\_l.
A A

-1
Je-li pravdiva asport jedna strana ekvivalence, pak (/\ h)\) = \/h{l.
A

Dikaz. Dusledek tvrzeni 3. O

2Nemsé smysl uvazovat prazdny systém, nebot netrivialni po-grupa nema nejvétsi prvek. Kdyby g byl nej-
vétsim prvkem, pak Vh e G je gh™' € G, tedy Ly, G = G*. Na druhou stranu je L, G = G, odkud G* = G = G,
takze {1} =G"'nG™ =G.



Definice 3. Necht (P, <) je uspofdadana mnozina. Rekneme, ze (P, <) je shora (zdola) usmér-
nénd, pravé kdyz pro kazdé dva prvky P existuje spoleéna horni (dolni) zavora. Rekneme, 7e
(P, <) je usmérnénd, pravé kdyz (P, <) je shora i zdola usmérnéna.

Tvrzeni 8 (Clifford). Necht (G, <) je po-grupa. Ndsledugici tvrzeni jsou ekvivalentni (NTJE):
1. (G,<) je usmérneénd.
2. (G,<) je shora usmérnénd.
3. U{l,g} +@.
4. Pro kazdé g,h € G existuji x,y € U{g} tak, Ze h = xy~" .

Dikaz. Ziejmé plati 1. = 2. = 3., dokazme 3. = 4.: Volme z ¢ U{1,h}. Pak 1 < z, tedy ¢ < zg.
Polozme z := zg. Dosazenim do rovnice h = 2y~! dostaneme y = h™'zg, pfi¢emz pozadujeme,
aby g <y=h"tzg, tj. 1 <h 'z, tj. h < 2, coZ je splnéno.

4. = 3. Existuji z,y e U{1} tak, ze g =2y . Je y 1 <1, g=ay~! <z, tedy z € U{1,g}.

3. = 2.: Volme g,h € G, necht ¢’ € U{1, g}, h' € U{1,h}. Pak (pozndmka 1) g'h’ € U{g, h}.
2.= 1.: Volme g,h e G. Je @+ U{g7!,h7'} a dle tvrzeni 3 je (U{g‘l,h_l}y1 =D{g,h}. O

V bodé 4 miizeme bez obav pfehodit poradi nasobeni. Staéi jej formulovat v dudlni po-
grupé (usmérnénost je samodudalni pojem) a aplikovat grupovou inverzi.

Dausledek 1. Necht (G, <) je po-grupa. Pak (G, <) je usmérnénd, pravé kdyz (G*)g =G.

Diikaz. ‘=’: Staci v tvrzeni 8 v bodé 4 polozit g = 1.

‘< (GMYg ={z1-....zn;n e N, z; e GTUG™}. Pro kazdé g € G najdeme g’ € G* tak, aby g < ¢’
(tfeti bod tvrzeni 8). Dokazme indukei podle n. Necht g = 1. Je-li z1 € G*, polozme ¢ = z;.
Je-li naopak z1 € G~, polozme g’ = 1. IP: Tvrzeni plati pro vSechna k € n,> kde n € N. Je-li
g=T1... Ty Tps1, pak dle IP a diky izotonii translace je g < h' 41, kde 1,21 ... 2, <A/
Je-li 2,41 € G, polozme ¢’ = h'z,,,1. Pokud naopak z,,1 € G~, polozme ¢’ = h’-1. O

Pro usmérnénou po-grupu tedy plati

G={z179; 11 € G", 290 G} . (2)

2 [-grupy

Definice 4. Necht G je grupa a (G, <) uspofddand mnozina. Rekneme, ze (G, <) je svazové
uspordadand grupa (1-grupa), pravé kdyz (G, <) je po-grupa a (G,<) je svazové usporadand
mnozina.

Umluva 3. Nebude-li fe¢eno jinak, I-grupu budeme chapat jako algebru G = (G,-, 71,1, A, V),
kde (G, A,V) je svaz odpovidajici svazovému usporddéni <. Nebudeme striktné symbolicky
rozliSovat algebru a jeji nosic.

Tvrzeni 9. Necht (G,-,71,1) je grupa a (G, A, V) svaz. (G,-, 71,1, A, V) je l-grupa, pravé kdyz
grupové ndsobent je distributivni z obou stran k obéma svazovym operacim.

Sn={1,2,...,n}



Dikaz. ‘=’: Viz tvrzeni 6. ‘<=": Je-li h < k, pak pro g € G je gh A gk = g(h A k) = gh, tedy
gh < gk. L, je izoténni. Analogicky pro P,. O

Tvrzeni 10. Necht G je l-grupa. Pak (gnh)™' =gt vh ™t
Diikaz. Disledek tvrzeni 7. O
Tvrzeni 11. Necht (G,<) je po-grupa. NTJE:

1. G je l-grupa.

2. G je horni polosvaz.

3. (VgeG)(Fgv1l).

4. G je usmérnénd a G* je svazové uspordadand.

Dikaz. Zfejmé plati 1. = 2. = 3., dokazme 3. = 4.: Dle tvrzeni 8 je G usmérnéna. Pro
libovolnou X ¢ G* plati

JsupX AsupX €eG" = supX =sup X .
G G G* G

Volme g,h € G*. Existuje 1v g~ 'h, tedy g(1v g~ *h) = g v h a zfejmé g v h € G*. Podobng,
existuje 1 vhg !, tedy h"''(1vhg ) =htvgl=(hrng)t. JegnheG".

4. = 8.: G je usmérnéna, tedy pro g € G existuji x,y € G* tak, ze g = 27 'y. G* je svazové
uspofddand a supg+ {x,y} = supg{z,y}, odkud z 1 (zvy)=1valy=1vyg.

8. =>2:gvh=g(lvgth). 2.=> 1. ganh=(gvh )L O

n .

Tvrzeni 12. Necht G je l-grupa, n € Ng, g€ G. Plati (gv1)" =\/¢".
=0

Diikaz. Indukci. n = 0: trividlné. Indukéni predpoklad (IP): plati pro 0,...,k, kde k € Ny.

» n n n
(gv)"™ =(gv)(gvD)"=(gv1l) Vg = (9 \/gl) v (1 \/g’) =
=0 =0 =0
n+1

n no .
:\/QHIV\/QZ:\/QZ. O
=0 =0 =0

Tvrzeni 13. Pokud G je l-grupa, pak G je bez torze*.

Dikaz. At g € G je koneéného fadu, tj. (In € N)(g" =1). Pak g" Al = g"v1 = 1. Dle tvrzeni 12
n . n-1 4
(Ivg)"=Vg'=Vg=>01vg",
i=0 i=0
takze 1v g =1. Analogicky, 1 Ag=1. Odtud, g =1. O

Nové definované pojmy budou obvykle samoduélni, tak jako pojem polouzavienosti.

Definice 5. Necht G je po-grupa. Rekneme, Ze G je polouzaviend, pravé kdyz
(VneN)(g"e G" = geG").

*jediny prvek kone¢ného fadu je jednotkovy.



Tvrzeni 14. Necht G je l-grupa. G je polouzaviend.
Dikaz. Pokud neNa g" e G, pak ¢g" Al =1, tedy (dikaz tvrzeni 13) 1ng=1,tj. g G*. O

Podle tvrzeni 13 je sice kazda [-grupa bez torze, ale existuje grupa bez torze, kterou nelze
svazové usporadat (viz piiklad 15).

Tvrzeni 15. Necht (G,<) je po-grupa. Je-li grupa G komutationi a bez torze, pak
(3222)((G, =) je linearné uspordidand grupa) .

Dikaz. Ozna¢me G* kladny kuzel (G, <). Najdeme rozsifeni H 2 G* tak, aby H byl kladnym
kuzelem G a HuH™! = G. Pak pro uspofadani < indukované H je (G, <) linearné usporadana
a navic je < linernim rozsifenim <, nebot g<h = hg ' e G* = hg ' e H= g <h.

Je-li G = {1}, jsme hotovi. Necht je grupa netrivialni. Definujeme T ¢ G nésledovné.

(a) Pokud G* = {1}, volme z € G\ {1}, T := {a"; n e N}.7

(b) Pokud G* 2 {1}, polozme T := G* \ {1}.

JeT?cT,TnT™! =2 aT jeinvariantni na vnitini automorfismy (G je komutativni).
S={T'2G"\{1}; T?cT AT nT" ' =2}

Je T €S a je-li C neprazdny Tetézec v S, pak UC € S je horni zavorou C, tedy podle Zornova
lemmatu existuje maximalni prvek S. Jeden takovy vyberme a oznacme W.
Plati Wu Wt u {1} = G - dokazme sporem. Volme y € G \ (W uW~'u{1}). Polozme

Q. =WYpuY, Q. =WY,'uy ",

kde Y = {y™;n e N}, Yy = YU {y°}. Je Q:,Q_ 2 W a Q,,Q_ jsou pologrupy (vyuzijme
komutativitu G):

Q2 =(WYouY) (WYpuY)=W3YFuWYY uY? cWYyuY =Q,,

analogicky pro Q_. Z maximality W plyne, 7Ze Q,,Q- ¢ S, tedy Q. n Q.™! # @, tudiz z
uzavienosti Q. na nasobeni, 1 € Q, N Q_. Protoze G je bez torze, 1 ¢ Y,Y !, takZe existuji
w1, W2 € W a ni,ng € NO tak, 7e

I =wy™ =woy ",

odkud wy =y, wo = y™?, tedy ni1,n2 >0 a
1= (yy—l)mm = yunzy M2 o wglw?z eW,
nebot W je pologrupa. Z definice ale W neobsahuje prvek 1 — spor. O

V disledku, kazdou komutativni grupu bez torze 1ze linedrné uspotadat.

"Tedy 1¢ T (bez torze).



Tvrzeni 16. Necht G je l-grupa.
1. g(gnh)th=gvh.
2. g,he Gt = gVvh<gh.
3. Pokud g,h komutuji, pak g,g A h, gV h komutugi.
4. Pokud g,h komutuji, pak gh=(gAh)(gVvh).
Dikaz. 1. g(gnh)th=g(g7tvh)h=(1vgh ™ )h=hvg.
2. Dle poznamky 1 je g,h < gh.

3. g(gah)=g*Agh=g?>Ahg=(gAh)g, dudlné pro g,gVvh. (gAnh)(gvh)=[(grh)g]V
[(gAR)h]=[g(gnh)]v[h(gAh)]=(gVh)(gnh).

4. (gah)(gvh)=(gnah)g(gnah)h=g(gnh)(gAh)~"h=gh. O

Pozndmka 2. Nechf G je l-grupa a Z(G) jeji centrum. Zobrazeni Z(G) - Z(G), g+ g~! je
grupovym automorfismem a izomorfismem podsvazu puvodniho a dualniho svazu.

Diikaz. Je korektné definované (centrum je podgrupou), bijektivni a je grupovym homomor-
fismem. Necht g,h € Z(G) ax € G. Pak x(gAh) = xgazh = geAhx = (gah)x, tedy gah € Z(G),
analogicky pro v. Z(G) je podsvazem pivodniho a dudlniho svazu, tedy zobrazeni vyse je
restrikei svazového izomorfismu z tvrzeni 3. O

Tvrzeni 17. Necht G je l-grupa. Je-li gnh =1, pak gh =hg =gV h.
Dikaz. gvh=g(grh) *h=glh=gh=hvg=...=hg. O
Tvrzeni 18 (Riesz). Necht G je l-grupa a n € N.

(Vien)(d; eG*) A (1<g<di-...-dp) = (Vien)(3e;) (1< <d)A(g=ci...-cp)).

Dikaz. Indukei. Je-li n = 1, ¢1 := g (= g Ady). IP: véta plati pro k € N pevné. Mé&jme g,
{d;;i € k + 1} spliujici pfedpoklady. Polozme

-1
Chr1 =g Adgs1, g =g (Che)
Je 1< ¢y < dpyr. Pied aplikaci IP na ¢’ ovéime, Ze ¢’ <dq-...-d.

9 =9(k1) =9 (gAdir) =g (07 Vi) = 1V gdia T <
<1vdy-...odg digsrdiey t=1vdy e odp=dye. . dy

Jetedy g’ =ci1-...-cp, tudiz g=g'cpe1 =c1-... - Cp - Cpy1. O



Tvrzeni 19. Necht G je l-grupa. Pokud 1 < x,y,z, pak x Ayz < (x Ay)(x A 2).

Dikaz. 1<x,y,z implikuje 1 <z Ayz. Je

1<z rnyz<yz, (3a)
1<zAyz<z. (3b)

Podle (3a) a tvrzeni 18, (3cy)(Jez)((1< ey <y, 1<e. <2) A (zAYz = cycz)).
Z (3b), ¢y < cyc, = x Ayz < . Aplikaci Ay dostaneme ¢, < x Ay. Analogicky, c, < (2 A z), tedy

rAYyz=cyc; < (xny)(zAz). O
Dusledek 2. Necht G je l-grupa, m,n € N. Pokud g1,...,9m,h1,...,hn € G*, pak

G192 .- Gm A hihg ... hy < H H(gi/\hj)'

€M jen

Diikaz. Dokazme indukci, Ze g1ga ... gmAh1ha ... hy € [liem(gi AR1h2 . . . hy).% Pro m = 1 plati
tvrzeni trivialné. IP: tvrzeni plati pro m € N pevné.

[Tainllh < (l:nlgi/\ghj)(gm+l/\l7:[hj)§ I1 (gi/\th) :

m+1 n iem+1 jen

Tedy (indukei podle n) pro kazdé i e m je g; A [ [ hj < [](gi A hj), coz d& dokazované. O
n

Jjen

Definice 6. Necht L je svaz. Rekneme, Ze L je Brouwertiv, pravé kdyz
(VgeL)(V{hx}a <L) (EI Virx=gA\hy=V(gn h,\)) .
A A A

Rekneme, Ze L je dudlné Brouweriv, pravé kdyz svaz dudlni k L je Brouwertiv. Rekneme, 7e
L je uplné distributivni, pravé kdyz pro kazdou podmnozinu {g;;}7.s € L plati

(2V A5 AV as) =V s = AV s
I J JI T I J JI T
Pozndmka 3. Necht L je svaz. Je-li L uplné distributivni, pak je L distributivni. Je-li L

Brouwertv, pak je L distributivni.

Diikaz. Prvni implikace je zfejmé. Necht L je Brouwertv, a,b,c € L. A :=2, hy = a, hy = b,
g = c. Z definice, cA (avb) = (cra) Vv (cab). V L je A distributivni vzhledem k v, tedy i
obracené. L je distributivni. O

8Zachovavame pofadi v souéinu.



Tvrzeni 20. Svaz l-grupy je Brouweriv a dudlné Brouweriv.
Diikaz. Dokazeme, ze je Brouwertiv. Necht @ ¢ {hy}a € G, existuje VA hy a g € G.
-1
1=(\/h)\) (\/h,\) I(\/h)\) (/\h,\_1)=/\1:h)\_1. (4)
A A A A A

N— ——
€T

Zabyvejme se zhy L.

. (gahy)~t
1<azhy™ =g>gS:Uh>\_1ggg/\:U§xh>\_19/\x= (xh)\_l)(g/\h)\) o :A)

hy<z -1 -1
1 < (gnx)(gahy) <zhy . (5)

Z (4) a (5) mame

-1
1= At = @ra) Aa i) = ra) (Vo))
A A A
Aplikaci -V (g A hy) dostaneme dokazované — svaz je Brouwertv. Svaz duélni [-grupy je
Brouwertiv a je dualnim svazem svazu puvodniho, ktery je tudiz dualné Brouwertv. O
Dusledek 3. Je-li G I-grupa, pak jeji svaz je distributivni.
Existuje I-grupa, jejiz svaz neni uplné distributivni [1].

Dusledek 4. Necht G je l-grupa, n €N a g; € G pro i € n. Pak

(Vien)(Vjen)(itj=ging;=1)=]]g:=Vg.

n

Dikaz. n = 1: zfejmé, n = 2: tvrzeni 17. IP: plati pro n. At {g;}n+1 € G, giAg;j =1 proi#j.
gna AgL--9n) = g1 AN gi =\ (gns1 A gi) = 1,
n n

tedy

ng:(l;[gi)gnﬂ:(];[gi)ngl:(\n/gi)Vle: V g O

n+l n+l

3 Absolutni hodnoty a trojuhelnikové nerovnosti

Definice 7. Necht G je I-grupa, g € G. Definujeme g, = gv 1, g_ == g7t v 1, |g] := gig_.
g+, T€Sp. g_, resp. |g| nazyvame kladnou cdsti, resp. zdpornou cédsti, resp. absolutni hodnotou
prvku g.

Dausledek 5. g,9.,9-,|g| komutugi.
Diikaz. Dle tvrzeni 16 (1, g komutuji) g, g+, g- komutuji. Je |g| = g+g-. O

V situaci z definice necht g,, znaci kladnou ¢ast g v dudlni [-grupé (analogicky ostatni).

"Tedy g;, i € n komutuji.
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Tvrzeni 21. Necht G je l-grupa. Pak
Lgl, =g
2.9-=g7",,
3. lgla=lgI™".
: . : ) _ _ -1 b -l -
Diikaz. Dokazme posledni vztah: [gla=g+,9-,=9 + ¢ - =9- "9+ =g . O
Tvrzeni 22. Necht G je l-grupa.

1. Zobrazeni G - G, g — g+ je svazovy endomorfismus, extenzivni, idempotentni, (G) =
Gtag,=1 << geG.

2. Zobrazeni G — G, g~ |g| je extenzivni a idempotentn.

Dikaz. 1. Diky dusledku 3, (gah): = (gah)v1=(gv1)a(hv1)=g:Ah,. Diky absorpci,
(gvh)y=(gvh)vli=(gv1l)v(hvl)=g:Vh, Ostatnije zfejmé.

2. Jeg<g.al<yg., tedy g < gig- = |g|l Protoze |g| € G*, je |g|+ = |g] a |g]- = 1, tedy
llgll = lgl. O

Tvrzeni 23. Necht G je l-grupa a g € G. Plati

9+9- =g,
g+ Ag-=1.

Dikaz. Je gg-=g(g7'v1)=1vg=g., tedy g, Ag-=gg-rg-=(gal)g-=(gAl)(g ' v1) =
(grl)(ga1)t=1. O

Dusledek 6. Necht G je l-grupa a g € G. Pak |g| =g+ Vv g-.
Diikaz. Dle tvrzeni 17 je g1g- = g+ V g-. O

Pro dany prvek g jsou jeho kladna a zaporna ¢ast jedind dvojice prvki s vlastnostmi z
tvrzeni 23.

Tvrzeni 24. Necht G je l-grupa, g,a,b e G. Plati
(g=ab™) R (1=anb) = (a=g:) A (b=g-).
Diikaz. g-=ba*v1=blavb1)=blanb)™ =b Odtud g, = gg_ = gb= (ab')b=a. O
Tvrzeni 25. Necht ((G,-,7%,1),<) je po-grupa. Pak ((G,-,71,1),<) je l-grupa, prdvé kdyz
(VgeG)(3aeG)(3beG)((anb=1)A(g=ab™")).

Diikaz. Zbyva dokézat ‘<=’. Pro libovolné g € G najdeme 1V g (tvrzeni 11). Ocekdvame, Ze
lvg=a.

aza-lza-l_lza-(a/\b)_l=a(a_lvb_1):1vab_1:1Vg. O

Umluva 4. Do konce oddilu, g, A, ... necht jsou libovolné prvky néjaké I-grupy G.

11



Tvrzeni 26.

(gh)+ < g+hy,

(gh)-<h_g-.
Diikaz. g < gy, h < hy, tedy gh < g hy € G*. Z izotonie (-); plyne (gh)s < g+hy. Duélng,
_ 1 -1 -1, -1 1, -
(gh)-""=(gh) ™", = (gh) ey 2 grghey =g~ BT =g Tt O

Tvrzeni 27. gA|h|=1 < gAah,=1=gnh_.

Dikaz. gnlh|=1=1<g,h. =1<gAhs<gA(hiVh_)=gAlhl=1. Obracené, 1 =gAhy <
gARl =g Ahehe € (gah)(gahl) =1, 0

Tvrzeni 28. Pokud |g| A|h| =1, pak g, h komutuji.

Diikaz. Dvojim pouzitim tvrzeni 27 dostaneme g. Ahy =1 =g, Ah_. Dle tvrzeni 17 komutuji
g+,g_,h+,h_. O]

Tvrzeni 29.
1. ]gl=1 <= g=1,
2. lg7" =19,
3. lgl=g:vg-=gvg,
4. [pl<lgl = lgIt <h<gl.

o [ENER _ _ -1 GG ={1} _ -1 _q _ [ Ry NS
Diikaz. 1. ‘= gyg-=1=g,=9g_ = g+ =g-" =1=g. ‘<" Zfejmé.

_ _ _ _1-1
2. lg =gt gt =997 =g-g: =gl.

3. Prvni vztah viz dtsledek 6. Je |g| = g, vg_ = (1vg)v(1vg™) = (g Vv g_l)\/l. Ukazme, Ze

1< gvg~l. Protoze gvg™ > g, je (g v g‘1)2 > (g % g_l) g = g>v1 > 1. Diky polouzavienosti
(tvrzeni 14) gv gt > 1.

4. |h|<lgl <= hvht<|g| <= (h,h7"<|gl) <= |9 <h<]g| O
Definice 8. g, h nazveme disjunktni, pravé kdyz [g| A |h| = 1.

Jsou-li g, h disjunktni, pak jsou disjunktni v dualni l-grupé: |g|™* v |h|™* = (|g| A |B]) .
Tvrzeni 30. |gh~!|=(gvh)(grh)™"

Diikaz. (gvh)(gah)™ = (gvh) (g_1 v h_l) =(gvh)gtv(gvh)ht = (1 vhgt)v(gh v 1)
(9h71)_v (gh™), = lgh”"}

Tvrzeni 31. (Vg>1)(Vh>1)(gah=1 < gh= |gh‘1|).

(]

Diikaz. ‘gh_l‘ =(gVvh)(gah)™t=gvh=gh. Obraceng, gh = |gh_1| = (gVvh)(gnh)~t. Protoze
1<g,h,jegvh<gh=(gvh)(gah)™?, odkud gAh<1 (opacna nerovnost zfejma). O

12



Tvrzeni 32. |gAh|,|gVvh|<|g|VI|h| <|g||h|
Dikaz. 1< |g|,|h| implikuje druhou nerovnost. Prvni plyne z nasledujiciho:
gl vinl=(gvg™) v (hvi)=(gvh)v (g vhaT),

lgnhl=(gah)v(gah) ™ =(grh)v (g viTh),
lgvh|=(gvh)v(gvh) " =(gvh)v(gtant). O

Tvrzeni 33.
1. (VneN)(Qlvg)"=1vg"
2. (V¥neN) |g"] =g

Diikaz. 1. Je g" = (g+g,_1)n = (g:") (g-")"". Dale, 1 < g," Ag." < (g+ /\g,)"2 = 1. Dle
tvrzeni 24 je ¢g", = g.".

2. |g"=g"g" = 9:"9-" = (g9:9-)" =1gI". O
Tvrzeni 34 (Trojthelnikova nerovnost). |gh| <|g||h||g|.

Dikaz. g <|g|, h < |h|, tedy gh < ||| < |g]|h||g]- Duélng, g > |gla, b > |ha, tedy gh > |g["|h[™" >
_ _ _ -1 , .
lgI B gl = (lg]|RI]g]) ™. Dle tvrzen 29 je |gh| < |g||h|g]- O

Mohli jsme nésobit zleva |h| — plati |gh| < |h||g] |h|.
Tvrzeni 35. Jestlize g, h komutuji, pak |gh| < |g||h|.

Dikaz. |g||h| = (gvg™') (hvh™)=g(hvh™)vgt(hvh™)=ghvghtvglhvg'h!=
ghvghtvgthvhtgt>ghvhtg?=|gh| O

Obréacena implikace obecné neplati (viz ptiklad 16).

Tvrzeni 36. Necht G je l-grupa. G je komutativni grupa, pravé kdyz pro kazdé g,h € G plati
\ghl < gl [h].

Diikaz. Zbyvé dokézat ‘«=’. Necht 1< g, h. Pak |gh| = (gh) v (gh)™' = gh = |(gh) | = |n"'g7}| <
‘h’lﬂg’l‘ = (h’l\/h) (g’1 vg) = hg. Zaménou g < h téz gh > hg, tedy gh = hg. G* je
komutativni pologrupa.

Pro g,h € G je gh=gig- " hih_ "t =gihog-tho"t = =h,h_"tg.g-7t = hyg. O

Tvrzeni 37. Jsou-li x, y a x, z disjunktni, pak x, yz jsou disjunktni.
D2
Dikaz. 1< |z nlyz[ <|a| Alyllz| |yl < (x| A lyD (2 A z[) (2] Alyl) = 1. O
Mnozina vSech prvkl disjunktnich s danym prvkem je nosicem podgrupy.
Tvrzeni 38. Pro kaZdé g, h existuji x,y splriujici soucasné xny =1, g = (gAh)x ah = (gAh)y.

Diikaz. Proxz=(gnh) g, y=(gnah)thjexny=(garh)t(gnh)=1. O
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4 [-permutace, [-homomorfismy

Tvrzeni 39. Necht G je l-grupa a g € G. Pak Ly a Py jsou svazové automorfismy.
Diikaz. Ly je bijekce, protoze G je grupa. Ostatni plyne z tvrzeni 9. O

Definice 9. Necht G je I-grupa a ¢: G — G. Rekeneme, Ze ¢ je [-permutace G, pravé kdyz ¢
je svazovy automorfismus a @1 = 1.

Svazovy automorfismus, resp. I-permutace [-grupy, je téz svazovym automorfismem, resp. I-
permutaci dualni /-grupy.

Oznac¢me Aut (G, A, V) mnozinu vSech automorfismii svazu [-grupy G. Ta je nosi¢em kom-
poziéni grupy Aut (G, A, V).

Tvrzeni 40. Necht G je l-grupa. Pak plati ndsledugict.
1. {p e Aut (G,A,V); @ l-permutace} < Aut (G, A, V).

2. Je-li ¢ € Aut (G, A, V), pak ezistuje l-permutace ¢ a g € G takové, Ze ¢ = Pyip a tento
rozklad je jednoznacny.

Diikaz. 1. 1g je l-permutace G. Jsou-li ¢, ¥ I-permutace G, pak (¢¢)1 =1, tedy
je l-permutace G.

2. Je-li ¢ I-permutace, pak 1 = (Py1)1 = g. Musime polozit g = pl a )= Py1p = Po1y-1e.
Je ¢ € Aut (G, A, V) (slozeni svazovych automorfismii) a ¢l = (¢1)(p1)™! =1, O

Podobné, pro rozklad ¢ = 1P, bychom dostali g = (1)L 4= P 1. Stejné pro Ly.

Tvrzeni 41. Necht G je l-grupa a ¢ l-permutace. Pro libovolné g € G je

(¢9)+ = v(g+) ,
(09)- = (lg-"H)".

Diikaz. (pg)+=pgv1=pgvel=p(gvl)=e(g.). Odtud, (¢g)- = (¢g),, " = (p(g:,)) " =
(p(o-")) " O

Tvrzeni 42. Necht G je l-grupa, ¢ l-permutace G, g € G an € N. Je-li g A pg =1, pak
g re(g") =1.

0 lgng =1 =1. Podle
1 a diky izotonii ¢ je 1 <

Diikaz. Aplikujme ¢! na rovnost z predpokladu: ¢ 1(g A pg)
disledku 2 (1 < g,¢7lg) je 1 < plgagh < (plgng)” =17
gAe(g™) <1, tedy gnpg™ = 1.

Podle disledku 2 (1< g,09") je 1<g" Apg" < (gnpg™)" =1"=1, tedy g" Apg"=1. O

Umluva 5. Nechf A = (A, F), B = (B, F) jsou algebry (stejného typu). Fakt, ze ¢ je
homomorfismem algeber A, B, pisme jako ¢: A — B.

Definice 10. Nechf G = (G,-, ', 1,A,v), H = (H,-,71,1,A,V) jsou l-grupy a ¢:G — H.
Rekneme, Ze ¢ je [-homomorfismus G do H, pravé kdyz ¢: G — H.

Dusledek 7. Necht G je l-grupa. Pak kazdy vnitini automorfismus grupy je l-automorfismem
[-grupy.
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Tvrzeni 43. Necht G, H jsou l-grupy a ¢:G — H je grupovy homomorfismus. Pak NTJE

1. ¢ je l-homomorfismus.

2. legl = ¢lgl.
3. gAh=1=pgnph=1.

4- (¢g9), =p(g+)-

Diikaz. 1. = 2.: lpg| = (9)+(¢9)- = (1vg) (1v (9g)™") = (91 v og) (p1veg™) = o(1 v
eV g™ = (g:9-) = olgl-

2.= 3. Vyuzijme tvrzeni 31. |pg(ph) | = |pg ph ™| = |0 (gh7")| = ¢ |gh
Je 1< pg, ph, nebot pg = |g| = |¢g|. Dle tvrzeni 31 je pg A ph = 1.

- - -1
3.=>4:Jeging =1lagyg =g tedy pgs Apg- =1 a g = ¢(g9:9-7") = g+ (pg-)
Tvrzeni 24: (pg)+ = @G-

4=1: p(gvh) = cp((gh‘lvl)h) (gh ) h = ( ( h~ )v1)<ph = gp(gh‘l)gohv
ph = @g v oh. Dé}e, elgnh) = o(g v = (g va)) T = (pgtvien) T =
((29) " v (ph)") " =g Aph. 0

Tvrzeni 44. Necht G, H jsou l-grupy a p:G* - H*. Je-li ¢ svazovy homomorfismus, polo-
grupovy homomorfismus a @l =1, pak existuje jeding l-homomorfismus ¥: G — H takovy, Ze
Ylo+ =
Diikaz. Definujme ¢:G — H, g = pg, (gpg,)_1
L. Je-li g€ G*, pak ¥g = pg(pl)™" = pg, tedy Pl = ¢
2. 1 je grupovy homomorfismus.
(a) g™ = (¢g)~"
_ _ 1 31 _ _1y-1 _
v =g (007 L) T =g (g0) 7 = (s (pg) ™) = ()
(b) (Ygvh)s =p(gh)..®
(g ¥h)s = ¢+ (9g-) " @he (ph )T v 1= (pg-) " pgephs (ph) v 1

nebot g,, g- komutuji, ¢ je pologrupovy homomorfismus, takze g, , pg- komutuji.
Na rovnost vyse aplikujme Lyg_ o Pyp_.

Y = ¢(gh) = pg ph.

©g-(hg Yh)rph- = pg.h. v og-ph_ = o(g:hy) v o(g-h-) = o(gihs v g-h-) =
= (9- (geg-""heh ") hov g 1h) = og_p(gh v 1)ph_ = pg_p(gh) s ph_

a kracenim dostaneme pozadované.
(c) ¥(gh) =g h.
W(gh) = p(gh). (p(gh)-) " = (g wh)s (w(gh) ™) = (Wgvh), (9 (h7'g™),) " =
= (g vh)s (vh dg™),) ™ = (g wh).[(¥h)  (we) ], =
= (P ) (pg oh) ™, = (g wh). (g vh)-"t = g h.

8(1gph) v 1 = p(gh v 1), podle piedchoziho ¢(gh v 1) = ¢ (gh v 1).
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3. ¥ je l-homomorfismus.
(19)+ = g+ (pg-) ' v 1,
bgs =09+, (pgs_) " = gs .

Na obé rovnosti aplikujme P, . Je pg.+ v ¢g- = ¢(g+ vV g-) = ¢(9+9-) = ¢g+pg-. Podle
tvrzeni 43 je ¢ l-homomorfismus.

4. Unicita: Necht 7 je [-homomorfismus, rozsifeni .

7g=7(g:9-"") =70+ (19-) 7" = 9. (pg-) "' =g O

5 [-podgrupy

Definice 11. Necht G = (G,-, 7%, 1,A,V) je l-grupa. Podgrupou, resp. podsvazem, resp. -
podgrupou l-grupy G nazgvame podgrupu grupy (G,-, 71, 1), resp. podsvaz svazu (G, A, V),
resp. podalgebru algebry G.

Tvrzeni 45. Necht G je l-grupa a H podgrupa grupy G. NTJE
1. H je l-podgrupa G.
2. (VaeH)(Vbe H)(avbe H).
3. (VaeH)(Vbe H)(anbe H).
4. (VaeH)(anleH).

5. (VaeH)(av1eH).

Diikaz. 1. = 2.: Ziejmé. 2. = 3.: (anbd) = (a”! vb‘l)71 €eH. 8 = j.= b.: Z¥fejmé. 5. = 1.:
avb=b(blav1),anb=b(atbv1)". 0

Priklad 1. Necht G je l-grupa. Centrum grupy G, Z(G), je l-podgrupou G. Dokaz.

Reseni: Necht z € Z(G). Pak g(1vz) =gvgz = gvzg = (1Vz)g pro g libovolné, tedy
1vzeZ(G).

Pozndmka 4. Necht G je I-grupa a {a;j} 1.7, {bui} k1 € G, kde I, J, K, L jsou neprazdné konec¢né
mnoziny. Pak

() (Y o) -y pet =Y Y st

I J K K L

Dikaz. Pro prvni rovnost vyuzijeme distributivitu ‘-’ ke svazovym operacim — nejdiive dva-
krat pravou, poté dvakrat levou (obracené pro druhou rovnost).

() )y () () -y (oo (y o))
VA (i) YA peste :
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Tvrzeni 46 (Weinberg). Necht G je l-grupa a S € G. Je-li S podgrupou G, pak
(S)a = {\//\aij; I,J konecéné, neprazdné, a;; € S} :
I J
Diikaz. Oznaéme Mg mnozinu, jeZ je v rovnosti napravo. Ta je podsvazem (G, A, V).? Tento

podsvaz je navic podgrupou, tedy I-podgrupou. Dokazme oboji.

1. Mg je podsvaz generovany S. Zjevné obsahuje S. Ukazme uzavienost na operace.
(\//\az‘j) A (\//\bkl) = \/(/\a,»j A\//\bkl) = \/\/(/\az‘j A /\bkl) =
I J K L I\J K L I K\J L
= \/ /\ Cmn

melxK neJulL

Gm,n ,PokudnedJ,
kde ¢pp = ’
bman , pokud nelL .

() (Y )= Y o

neluK meJxL

Kde ¢, = Qnm, ,pokudmnel,
nme  pokud ne K.

2. Tento podsvaz je podgrupou.

() () =y o=y

I

/J\/L\aijbfj,l: VA Cmn,

melxKJ neJxL

kde ci,p) (1) = aijbyji €S-
-1
(\//\az’j) =AVai; ' =V Naisi™ =V Neas
' rJ JIT fedliel
kde cp; =a; i €8S. O
Tedy pro S € Sub(G,-, 71, 1) je (S)aav) = (9)a-

Dausledek 8. Necht G je l-grupa. Je-li H komutativni podgrupa G, pak (H)g je komutativnd.
Diikaz. Podle poznamky 4

(\//\gz’j) (\//\hm) =V AV Agijhir =N AV N\ hragij = (\//\hm) (\//\gz‘j) . O
I J K L I J K L I J K L K L I J

Dusledek 9. Necht G je l-grupa. Je-li H 4 G, pak (H)g 4 G.

Dikaz.

oy Am)rt -y :

Ci]‘€H

9V distributivnim svazu je mnozina Mg podsvaz, generovany libovolnou neprazdnou podmnozinou S.
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6 Konvexni [-podgrupy

Definice 12. Necht (7T, <) je uspofddand mnozina a S ¢ T. Rekneme, ze S je konvexnt, pravé
kdyz (Va € S)(Vb e S)(Vt € T)(a <t < b=t € S). Mnozinu viech konvexnich I-podgrup
l-grupy G zna¢me €(G).

Umluva 6. Necht G znaéi libovolnou I-grupu.
Tvrzeni 47. Necht S < (G,-,7%,1). NTJE

1. Se€(qG).

2. S je usmérnénd a konvexni.

3. (3seS)(lgl<|s]) =geS.

4. (S<G)AN(FseS)(1<g<s)=>geb.

Dikaz. 1. = 2.: zfejmé. 2. = 3.: Necht pro g € G a s € S plati |g| < |s|. Z usmérnénosti S plyne
existence s, s~ € S takovych, ze 1,5 < sT, resp. 1,571 < s7. Odtud, s, < s* a |s| < s vs™ <
s*s” € S. Dle tvrzeni 29, (s*s) ' < g < s's™. Z konvexity S, g€ S. 8. = 4z Jelil<g<s,
pak |g| < |s|, takZe g € S. Volme s € S, g := |s|. Protoze |g| < |s|, je g =|s| € S, a protoze |s.| < |s],
je sy €S. S je l-podgrupa. 4. = 1.: Necht s,te Sas<g<t.Pak1<g,<t,,1<g_<s_, tedy
g+, 9- €S, odkud g€ S. O

Tvrzeni 48. €(G) je uzdvérovym systémem G.

Dikaz. Ziejmé G € €(G). Necht @ ¢ {C}a € €(G). Pak Ny Cy < G a pokud pro s,t € Ny Cy
ageGplati s<g <t pak (VAeA)(geC)), takze g € Ny Cl. O

Tvrzeni 49. Je-li {Cy} € €(G), pak (| CA)@(G) =(U C)\>(G7.7—171).
A A

Diikaz. Oznacme mnozinu vpravo jako B. Je-li x € B, pak x = [],, ;, kde z; e Uy C) an e N.
Dle tvrzeni 26, x, < [1,, zi,. Podle tvrzeni 18 (Riesz) existuji 1 < y; < x;, takové, ze z, = [1,, v
Diky konvexité I-podgrup jsou y; € Up C, takze x, € B. Je B l-podgrupa G.

Je-li 1 < g <z pro jisté g € G, pak z predchoziho jiz médme g < = = [],, ¥;- Podle tvrzeni 18
existuji 1 < z; < y; tak, ze g = [1,, z;. Diky konvexité [-podgrup jsou z; € Up C\, takze g € B.

Dle tvrzeni 47 je B € €(G). Dokézali jsme netrividlni inkluzi. O
Dusledek 10. Necht @ ¢ {Cy\}a € €(G).
Pokud g € ((JCh)ee)" s pak existui c1,...,cn € JCA* takové, Ze g = [1,, ci.
A A
Dausledek 11. Je-li @ ¢ {C\}a € €(G) shora usmérnénd, pak Uy Cy € €(G).

Dikaz. Jsou-li a,be Uy Cy, pak existuji A\, A2 € A takové, ze a € C),, b e C),. Systém mnozin
{C)\}A je shora usmérnény, takze existuje A3 € A takovy, Ze a,b € Cy,. Pak ab™! € C), € Uy C),
tudiz Uy C je podgrupou a dle tvrzeni 49 je konvexni [-podgrupou. ]

Tvrzeni 50. Necht A, B,C jsou l-grupy. Jestlize Ae €(B) a Be€(C), pak Aec&(C).
Drikaz. Relace ‘byti podalgebrou’ je tranzitivni, takze A < C. At 1 <c<a pro jisté a € A a
ceC.Je AcB,odkud ae B. Z Be€(C) plyne ce B. Z A e &(B) plyne ce A. O
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Tvrzeni 51. Je-li C € €(G), pak (C*,-,1) < (G*,-,1) a C* je konvexni v G. Je-li (A,-,1) <
(G*,-,1) konvezni, pak (A), -11) € €(G) a (A)g.-11)" = A.
Ezistuje izotonnd bijekce mezi €(G) a systémem vsech konvexnich podmonoidi (G*,-,1).

Dikaz. Ziejmé (C*,-,1) < (G*,-,1). C* je prunikem konvexnich mnozin C', G* = U{1}, tedy
konvexni. Dale, ma-li byt A kladnym kuzelem [-podgrupy H < G, pak H = {ab ';a,b e A}.
Ozna¢me T := {ab ';a,be A}. Je T ¢ (A)@,,-11) @ AcT. Dokazme, ze T je grupa. Ziejmé je
uzaviena na inverzi a obsahuje 1. Necht ab™!, cd™! € T. Aplikujme tvrzeni 38 na b, ¢: existuji
x,y € G takova, ze t Ay =1,b=(bArc)x, c=(bAc)y. Protoze 1 < (bAac), jex < (bac)r =b.
Konvexita A implikuje x € A, analogicky y € A. Diky komutativité x,y

abtedt =a((bac)z) H(bac)yd™t = axtyd ™t = (ay)(dz) L eT.

Je tedy T = <A>(G7_,—1’1). Je-li1 < g < ab™! pro néjaké ab™! € T, g € G, pak 1 < g
z konvexity A je g € A ¢ T, takze T je konvexni. T je shora usmérnéna — ab™! < a, tedy
usmérnéné (tvrzeni 8) a podle véty 47 T € €(G). Je-li 1 < ab™!, pak 1 < ab™! < a, tedy
ab~! € A, tudiz T* ¢ A. Obrécena inkluze je ziejma — AcT,G* a T =T nG".

Zobrazeni C + C* = C'nG", resp. A = (A)(g.-11) jsou hledané navzjem inverzni

bijekce,'? obé ziejmé izoténni. O
Tvrzeni 52. Svaz €(G) je Brouweriv.

Dikaz. Uvazme {C)} . Dle tvrzeni 48 je €(G) uplny svaz. Necht C € €(G). Je-li g € VA (C A
Cx) = (Ua C n Ch)e(), pak g € C, tesp. g € V5 Cy, protoze Uy C'n Oy € C,Up Cy. Obracené,
pokud 1 < g e C AV C)y, pak dle dusledku 10 g = [],, hi, kde pro kazdé i € n existuje A\; € A
tak, ze h; € C),". Pro kazdé i e n je 1 < h; < g, tedy h; € C. Pak ovSem g € V5(C AC)) =
(UA(CnCa)) @11y Je (VA(C ACY))T 2 (CAVACK)T adle tvrzeni 51 t€z VA (C A Cy) 2
C/\\/A C)\. ]

Svaz €(G) nemusi byt dudlné Brouweruv (viz piiklad 17).
Tvrzeni 53.

1. Je-li S € G, pak (S)ey = ({S)a)e(q)-

2. Je-li S € G*, pak (S)e(cy = {9 € Gilg| < 51825, kde s; € S}.
Dikaz. 1. Ziejmé.

2. Oznaéme mnozinu vpravo jako T'. Podle tvrzeni 47, S € T < (S)¢()- T je uzaviena na
inverzi, i na bindrni grupovou operaci — |gh| < |g||h||g| — je tudiz grupou. Pokud pro
néjaké h e G at €T plati |h| <|t|, pak z definice T je |h| < |t| < s182...s, pro jista s; € S,
tedy h € T. Podle tvrzeni 47 je T € €(G). O

Tvrzeni 54.
1. Je-li A podgrupou G, pak (A)e¢q) = {19; (3a € A)(|g| <lal)}.

2. Je-li A l-podgrupou G, pak (A)e(qy = {gh™';(Jae A")(Fbe A )(1<g<a A 1<h<b)).

YC*)@,-11) = C plyne z diisledku 1, (A) (g, -1 1y" = A jsme dokézali.
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Dikaz. 1. Mnozinu vpravo ozna¢me 7. Je A € T'. Podle tvrzeni 47 je T € €(G). Je-lige T,
pak |g| < |a| pro jisté a € A € (A)¢(q), tedy |a|™! < g < |a| a z konvexity (A)¢() plyne
g€ {A)ec)-

2. Pievedeme na ptedchozi pifpad. Je-li |g| < |a|, pak g = g+g-7!, kde g. < g+ vV g- =|g| <|al.
Obrécens, je-li 1 <g<aal<h<b, pak [gh~!| <|g||h||g| < aba. O

Definice 13. Necht C € ¢(G). Rekneme, ze C je hlavni, pravé kdyz (3g € G)(C = (9)e(q))-
Mnozinu vSech hlavnich konvexnich I-podgrup G znac¢me €p(G).

Tvrzeni 55. (9)e(c) = (l9))e(e) = {h € G;(3n e N)(|h[ <[g]")}-

Dikaz. Podgrupa generovand g je {g*; z € Z}. Dle tvrzeni 54, konvexni [-podgrupa generovana
{g%;z € Z} obsahuje pravé prvky h takové, ze |h| < |¢*| pro jisté z € Z. OvSem (tvrzeni 33)
19%] = 19! a 1¢°| < |¢"|, odkud plyne dokazované. O

Tvrzeni 56. Necht C € €(G). Je-li C konecné generovand (v €(QG)), pak je hlavn.

Diikaz. Necht C' = (g1, 92,...,9n)eq)- Je Vnlgil € C, takZe (Vy |gil)e(s) & C- Obréacené, pro
kazdé j e n je |g;| < |Vn lgill, odkud g;j € (Vi |gi])e(q)- O

Tvrzeni 57. Cp(G) je podsvazem svazu €(G).
Diikaz. Necht g, h € G, bez tjmy na obecnosti (BUNO) (tvrzeni 55) 1 < g, h. Pak dle tvrzeni 56

{(9e U (h)e(c))¢(G) = (9, he@y = {9V h)e € €p(G),
tedy €p(G) je hornim podpolosvazem €(G).

(9e@ N{h)e) = (9 A Pe)
kde ‘2’ plyne z toho, Ze g A h < g,h a ‘S’ dokdzeme. Necht x € (g)¢(q) N (h)e(q)- Pak existuji
m,n e N takové, Ze |z| < g™, h"™. Oznaéme k = max{m,n}. Je |z| < g¥ A h* < (g A h)¥, odkud
T €(gAh)e)- O

Definice 14. Necht L je uplny svaz a a € L. Rekneme, Ze a je kompaktni, prévé kdyz pro
kazdou podmnozinu X ¢ L plati (a <\/ X) = ((3Y € X)(Y je konetnd A a<\/Y)).

Tvrzeni 58. MnoZina vSech kompaktnich proki svazu €(G) je pravé €p(G).

Drikaz. Necht (g)g(c) <V Cy a BUNO 1 < g. Podle dtisledku 10 existuji ci,...,c, € Uy Cr*
takové, ze g = [, ¢;. Lze vybrat A\i,..., A\, € A tak, aby ¢; € Cy,. Pak g € V,, C),, tedy
(9)e@) £ Vn Oy,

Necht C' € €(G) je kompaktni. Je C' = V¢ ({c)e(q), tedy existuje podpokryti C' < \/(ci)e(q) <

V{c)e(q) = C. C je konecné generovand v €(G), tudiz je hlavni. O
C

Tvrzeni 59. Necht C € €(G), acG*. Je (C,a)ec) = {r € G;|z| < cracsa. .. acy, kde c; € CT}.

Diikaz. Mnozinu vpravo oznac¢me 7. Zjevné T ¢ (C,a)¢(q) a Cu{a} € T. Oznaéme T =T'n
G™. T je konvexni podmonoid G*. Odtud, (T™)(¢,.-1 1) € €(G). Ukazme, ze (T™) (. 1,1y =T.
‘e’ Je-li g € (T™)(g,. 1,1y, pak g = ry~t, kde x,y € T. Pak |g| < |z||y| ||, odkud g € T

‘2 Je-li g € T, pak g, € T, tedy g € (T™)(c,.-11)- O
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Tvrzeni 60. Necht C € &(G), a,be G". Je (C,a)e) N (C,b)eq) = (CraAb)eay-

Diikaz. ‘c’: Pokud z € (C,a)eq) N (C,b)e(q), pak dle tvrzeni 59 |x| < s1asza...asm, |v| <
t1btab. .. bty, kde s;,t; € C*, takze

|z| < (s1as2a...asm) A (t1btad. . . bty,) 2 (51 Atybtab. .. bt,) (a Atybtab. .. bty). ..
(@ ntiblab. . bty (sm A tiblab. . bEy) <

< (s1Atbteb. .. bty) [(anty)(anbd)...(anb)(anty)]...
lanti)(@nd)...(anb)(anty)] (sm Atibtab...bty,) ,

tedy X € <C, an b)Q(G)
2% Je-li x € (C,anb)ey, pak |z < ci(anbd)...(anb)e < cra...acy, kde ¢ € CT, tedy
r € (C,a)¢(q)- Podobng, z € (C,b)¢(q)- O

Tvrzeni 61. Pokud C € €(G), pak C je izolovanou podgrupout' G.
Diikaz. Tvrzeni 33: g", =g." e C. Pak 1< g, <¢.", tedy g. € C, takze g e C. O

Z vlastnosti svazu €(G) nelze urcit vlastnosti G — existuji I-grupy, jejichz svazy konvexnich
l-podgrup jsou izomortfni, avsak grupy samotné se lisi ve vSech ‘podstatnych’ vlastnostech [1].

7 [-idealy, faktorové [-grupy

Necht G je l-grupa a 6 jeji kongruence. Pak 6 je kongruence jeji grupy a jejiho svazu (imluva 3),
H :=[1]p < (G,-,71,1). Na (lev§ch) rozkladovych t¥idach grupy G podle H je faktorizaci
G podle 0 definovano uspotradani. Je-li xH < yH, pak lze zkonstruovat retézec implikaci
ctHAyH = 2H = (xry)H =2H = o (xry) e H= (3he HY(A1Azly =h) = (Fh e
H)(h < z7'y), tedy existuje h € H takové, Ze zh < y. Obracend, pfedpokladejme, ze xh < y
pro jisté h € H. Pak xhay = xh, tedy (zhAay)H = (xh)H, odkud snadno dostaneme 2 H < yH.
Pfirozené se nabizi rozsifeni ve smyslu definice 15.

Pro podgrupu H grupy G zna¢me L(H ), resp. R(H) mnoZinu vSech levych, resp. pravych
rozkladovych t¥id G podle H.

Tvrzeni 62. Necht (G,<) je po-grupa a S konvexni podgrupa G. Relace < na L(S), defino-
vand nize, je uspordddni.
rS<yS = (Ise9)(xs<y)

Diikaz. Necht S <yS a xS =2'S,yS =1'S. Pak existuje s € S takové, ze xs <y, x 'a’ =t e S,
yly = u e S. Pak 2't7's < y'ul, takze x't 'su < 3, tedy 2'S < 4/'S. Relace je definovana
korektné.

Je-li z € G, pak x -1 <z, takze S < xS. Pokud zS <yS a yS <zS, je xs <y a yt < x pro
jistd s,t € S. Pak s <x7'y <t7! a z konvexity S je 7'y € S, tedy xS = y5S. Necht S < yS a
yS <zS. Jexs <y a yt <z pro ndjaka s,t € S. Pak xst <yt < z, odkud xS < zS. O

Definice 15. Nechf S je konvexni podgrupa po-grupy G. Uspofadani na £(S) z tvrzeni 62
nazveme usporadanim (levého) rozkladu G podle S, ¢i rozkladovym uspordaddnim.

"Necht H je podgrupou G. Rekneme, 7e H je izolovand, pravé kdyz (Vge G)(¥YneN)(¢g" € H = ge H).
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Analogicky definujeme usporadéani pravého rozkladu G podle S.
Ptipomenime, ze dodrzujeme tmluvu 6.

Tvrzeni 63. Je-li S € €(G), pak rozkladové usporadani L(S) je distributivni svaz.

Dikaz. Dokazme, ze xS AyS = (x Ay)S. Je (x Ay)S < xS,yS, protoze x Ay < z,y. Pokud
28 <xS,yS, pak zs < x a zs' <y (pro jista s,s" € S). Pak z(sAs’) <x Ay, odkud 25 < (zAy)S.
Z duality plyne xS vyS = (zvy)S.

Dokazme distributivitu. xSA(ySvzS) =xSA(yvz)S =[zA(yvz)]S = [(zAy)v(zrz)]S =
(xAy)SV(zAz)S=(xSAYS) Vv (zSAzS). O

Tvrzeni 64. Necht A,B € €(G). Je-li A ¢ B, pak zobrazeni L(A) - L(B), zA — xB, je

svazovy epimorfismus.

Diikaz. Zobrazeni je ziejmé surjektivni. Oznacme jej . Je o(xAryA) = p(zAy)A = (zAy)B =
xBAyB = (pxA) A (pyA). Analogicky pro ‘v’ O

Definice 16. [-idedlem l-grupy G rozumime jeji normalni konvexni l-podgrupu. Mnozinu
v8ech [-idealt G zna¢me [(G).

Tvrzeni 65. Necht L € [(G). Pak G/L (s rozkladovym uspotadanim) je l-grupa a prirozend
projekce G - G /L, g —~ gL, je l-homomorfismus.

Dikaz. (xL)(yLAzL)=(xzL)[(ynz)L]=[z(yrz)]L = (zyrzz)L = (xyL) A (xzL), podobné
pro distributivitu ndsobeni vzhledem k ‘v’ a pravé distributivity. Dle tvrzeni 9 je G/L I-
grupa. Z dikazu tvrzeni 63 vime, ze (zL)Vv L = (x v 1)L, takze (tvrzeni 43) pfirozena projekce
G - G/L je I-homomorfismus. O

Dusledek 12. [(G) = {[1]g; 6 € Con G}.

Dikaz. ‘’: Tvrzeni 65. ‘2’: Jadro kongruence grupy je normalni podgrupou, rozkladova t¥ida
svazu podle kongruence je konvexnim podsvazem. O

Tvrzeni 66. [(G) je uzdvérovym systémem G, podsvazem €(G) a je-li {Lx}a € I(G), pak
<%J La)c) = (%\J La)G,,1,1)-

Diikaz. Je I(G) = €(G) n Subn(G,-, 71, 1), kde Subn(G,-, 71, 1) je uzavérovy systém vsech
norméalnich podgrup. Oba svazy jsou uplné a libovolné spojeni v kazdém z nich splyva se
spojenim v Sub(G,-, 71, 1).12 O

Nasleduje analogie véty o korespondenci pro grupy.
Tvrzeni 67. Pokud L el(G), A<(G,-,"1,1) a Lc A, pak

1. A<G < A/L<G/L,

2. Ae€(G) < A/LeC(G/L),

3. Ael(G) < A/Lel(G/L).

12Pro €(G) viz tvrzeni 49. Pro Subn(G,-, 7', 1): Je-li {Hx}a € Subn(G,-, ™", 1), pak pro z € (U, Hy)g, 1,1
je = [1,, hi, kde h; € Uy Hx. Pro g € G je gzg™ = [1,,(ghig™) € (Ua H))(g,-1,1y, tedy (Ua Hx)(g,.-1,1) €
Subn(G,-, 71, 1).
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Diikaz. 7 predpokladt plyne: L < A, L je konvexni v po-grupé A, A/L je podgrupou G/L.
1. Necht a € A. Protoze (av1)L=aLvL,jeavleA < aLvLeA/L.

2. Staci dokazat tvrzeni o konvexité. Je-li 1 < g < a, pak L < gL < aL. Obracené, pokud
L < gL < alL, pak existuji [y,ls € L tak, Ze l; < g < als. Protoze L € A, je l1,als € A.

3. Tvrzeni o normalité je obsahem véty o korespondenci pro grupy. O

Jako dtisledek predchozich tvrzeni, vét o izomorfismu z univerzalni algebry a vét o izo-
morfismu pro grupy dostaneme véty o izomorfismu pro [-grupy. Pro formulaci vyuzijeme
amluvu 5.

Tvrzeni 68 (Véty o izomorfismu).
1. Pokud G, H jsou l-grupy a ¢:G - H, pak .G = G/Ker ¢.
2. Pokud A<G a Bel(G), pak AB<G a AB/BzA/(AnB).
3. Pokud A,Bel(G) a Ac B, pak B/Acl(G/A) a G/B=(G/A)/(B/A).

8 Prvopodgrupy

Definice 17. Necht P € ¢(G). Rekneme, ze P je prvopodgrupou, pravé kdyz pro libovolna
a,b e G* vlastnost a A b € P implikuje a € P nebo be P.

Prvopodgrupa [-grupy je prvopodgrupou dudalni [-grupy.
Tvrzeni 69. Necht P e €(G). NTJE
1. P je prvopodgrupa.
gAh=1=(geP v heP).
gheG"~P=1<gnh.
L(P) je linedrné usporddand.

Pokud pro A, B € €(G) je Pc A, B, pak A< B nebo B c A.

S St e

Pokud pro A,B € €(G) je P ¢ A, B, pak P ¢ An B.
7. g he G*~\P=gAnheG"\P.

Dikaz. 1. = 2. = 3.: Ziejmé. 3. = /.: Dle tvrzeni 38 pro g, h existuji x,y tak, ze g = (g A h)zx,
h=(gAh)yaxnay=1.Pak ale neni pravda, ze z,y € G* \ P, tedy x € P nebo y € P. Pokud
napiiklad x € P, pak gP = (gAh)xP =(gAh)P =gP AhP, tedy gP < hP.

4. = 5.: Sporem — zvolme a € A"~ B*, be B* N A*. Je a = (aAb)x, b = (a Ab)y, kde
zAy=1. BUNO 2P <yP.Pak P= (zAy)P=xP,tedy € PC B. Z 1 <aAb<b a konvexity
B plyne, ze anbe B, tedy a = (a Ab)x € B, coz je spor.

5.= 6.: Af BUNO Ac B.Pak AnB=A2P.

6.= 7.: Je P& (P, g)e) (P h)ea), tedy P g (P, g)ec) N (P h)e) = (Pog Ah)e(c)-

7. = 1.: Zfejmé.
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Dusledek 13. Necht P,C € €(G). Pokud P c C a P je prvopodgrupa, pak C je prvopodgrupa.
Diikaz. Ziejmé z bodu 2. O

Dausledek 14. Jestlize P je prvopodgrupa G, pak horni kuzel P v €(G) je retézec.

Definice 18. Necht L je svaz a a € L. Rekneme, e a je prisekové ireducibilni (A-ireducibilni),
pravé kdyz pro kazdé prvky b, ¢ z L vlastnost a = bAc implikuje a = b nebo a = c. Rekneme, zZe
a je uplné prasekové ireducibilni, pravé kdyz a = A by implikuje a € {by} pro kazdou {by}a,
neprazdnou podmnozinu L.

Pozndmka 5. a je A-ireducibilni, praveé kdyz (Vbe L)(Vee L)(a<b,c=a<bAc).
Dausledek 15. Necht C € €(G). C je prvopodgrupa, pravé kdyz C je A-ireducibilni v €(G).

Mnozina vSech prvopodgrup l-grupy (uspofadand inkluzi) nemusi byt svazem (viz pii-
klad 18).

Tvrzeni 70. Je-li { Py} neprdzdny tetézec prvopodgrup G, pak (| Py je prvopodgrupa.
A

Diikaz. Necht g A h = 1. Predpoklddejme, ze g,h ¢ Np Py\. Pak g ¢ P\, a h ¢ Py, pro jista
A1, A2 € A. BUNO Py, € Py,. Pak g,h ¢ Py, tedy Py, neni prvopodgrupou — spor. O

Tvrzeni 71. Ezistuje minimdlni prvopodgrupa G. KazZda prvopodgrupa obsahuje aspor jednu
minimdlni prvopodgrupu.

Diikaz. G je prvopodgrupou G. Necht P je prvopodgrupou G. Uvazme S mnozinu vSech
prvopodgrup, jez jsou obsazeny v P, usporddanou inkluzi. Dle tvrzeni 70 je kazdy neprazdny
fetézec z S zdola omezeny v S. Podle Zornova lemmatu existuje minimalni prvek S. O

Definice 19. Necht (P, <) je uspofddand mnozina. Rekneme, ze (P, <) je korenovy systém,
pravé kdyz (Vp e P)(Vq € P)(p,q jsou neporovnatelné = D{p,q} = @).

Pozndmka 6. (P,<) je kofenovy systém, pravé kdyz (Vp € P)(U{p} je fetézec).

Diikaz. ‘=’: Volme a,b € U{p}. Pak p € D{a,b}, tedy a,b jsou porovnatelné. ‘<=’: obménou,
pokud ¢ < a,b, pak U{c} 3 a,b je fetézec a a,b jsou porovnatelné. O
Tvrzeni 72. MnoZina véech prvopodgrup G je kofenovym systémem.

Dikaz. Viz disledek 14 a poznamka 6 ]

Prvopodgrupu, jez je zaroven l-idedlem, nazyvejme [-prvoidedlem.

Tvrzeni 73. MnoZina viech l-prvoidedli G je kotenovym systémem. Kazdy l-prvoidedl obsa-
huje aspon jeden minimdlni [-prvoidedl.

Dikaz. Mnozina vsSech [-prvoideald je podmnozinou kofenového systému prvopodgrup, je
tudiz kofenovym systémem. Prinik neprazdného fetézce [-prvoidealt je [-prvoidealem. Déle
analogicky jako v dikazu tvrzeni 71. O

Tvrzeni 74. Necht L € [(G). L je l-prvoidedlem, privé kdyZ G/L je linedrné usporddand.
Tvrzeni 75. Necht L € [(G), P € €(G). P je prvopodgrupa, pravé kdyz P/L je prvopodgrupa
G/L.

Diikaz. ‘=": Pokud gL AhL = L, pak gAh e L < P. BUNO gAh=1. Pak g € P nebo h e P,
tedy gL € P/L nebo hL € P/L. ‘<=’: Pokud g A h =1, pak gL ARL = L, tedy gL € P/L nebo
hL e P/L. At gL e P/L. Pak gL = pL pro jisté p e P, tedy p~'g e L ¢ P, odkud g € P. O
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9 Regularni podgrupy a hodnoty

Tvrzeni 76. Necht C € €(G) a g € G~ C. Mnozina S = {A € €(G);(C c A)A(g¢ A}
(uspotddand inkluzi) md mazimalni prvek.

Diikaz. Je C' € S. Je-li T € S nepréazdny fetézec, pak T je v S shora omezen (U T )¢(q)- Ziejmé
C c(UT)e)- Kdyby g € (UT)e(q), pak dle tvrzeni 49 je g =11 -...-t,, kde pro i € n existuji
T; €T tak, ze t; € T;. Je ovsem U,, T; € T, tedy g € Up T;, coZ je spor. O

Definice 20. Necht M ¢ ¢(G) a g € G. Rekneme, ze M je hodnotou g, pravé kdyz M je
maximalni konvexni [-podgrupa neobsahujici g. Rekneme, ze M je reguldrni podgrupou, pravé
kdyz M je hodnotou néjakého prvku z G. Definujeme M* = [ C.

Cee(Q)
Tvrzeni 77. Necht M € €(G). NTJE: MgC

1. M je reguldrni.
2. M je uplné n-ireducibilni a M & G.
3. Mg M.

Diikaz. 1. = 2.: Dokazme sporem. Necht M je hodnotou g. Mé&me systém {Cy}x € €(G)
takovy, ze M =N Cy a M ¢ {Cy\}a. Pak M ¢ C), tedy g € C) pro kazdé X\. Odtud g € Ny C) =
M, coz je spor. 2. = 3.: Plati analogie poznamky 5 pro tplnou A-ireducibilitu. 8. = 1.: Volme
g€ M*~ M. Dle tvrzeni 76 existuje N, hodnota g, takova, ze M ¢ N. Kdyby vSak M ¢ N,
pak z definice M* plyne M* c N, tedy g ¢ M*, coz je spor s vybérem g. O

Dusledek 16. Necht M je requldrni. M je hodnotou g, prdvé kdyz g € M* ~ M.
Dusledek 17. Je-li M reguldrni, pak M je prvopodgrupou.

Tvrzeni 78. Necht L € (G), L< M a ge G~ M. M je hodnotou g, pravé kdyz M /L je
hodnotou gL v G/L.

Dikaz. ‘=": g ¢ M, tedy gL ¢ M /L. Existuje N/L, hodnota gL takova, ze M /L ¢ N/L.
Kdyby M /L ¢ N/L, pak M ¢ N, tedy g € N, takze gL € N/L — spor. ‘<=’ gL ¢ M /L, tedy
g ¢ M. Existuje N, hodnota g takova, ze M € N. Kdyby M ¢ N, pak M /L ¢ N/L, tedy
gL e N/L, odkud g € N — spor. O

Tvrzeni 79. Necht C € €(G). Je-li C ¢ G, pak C =N{M € €(G); M regularni A C' c M }.

Dikaz. Ziejmé je C ¢ N{M € €(G); M regularni A C' ¢ M}. Obracené, pokud g € G \ C, pak
existuje hodnota g, N, takova, ze C' ¢ N, tedy g ¢ N{M € €(G); M regularni A C'c M}. [

Dusledek 18. Necht C € €(G). C je prvpododgrupou, privé kdyz C je prinikem fetézce
reguldrnich podgrup.

Diikaz. ‘=": U{C} (v €(Q)) je Fetézec. Je-li C' ¢ G, jsme diky tvrzeni 79 hotovi. Jinak je
C = G. Muzeme forméalné povazovat G jako priunik prazdného fetézce. ‘<=’: Je-li Tetézec
prazdny, je prinikem G. Jinak pouzijeme tvrzeni 70. O

Definice 21. Mnozinu vSech regularnich podgrup G znacime I'(G).
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Tvrzeni 80. I'(G) je korenovy systém.
Diikaz. Je podmnozinou kotenového systému — vSech prvopodgrup G. O
Tvrzeni 81. Minimdlni prvopodgrupy jsou pravé pruniky mazimdlnich tetézei z T'(G).

Diikaz. Je-li P € €(G) minimélni prvopodgrupa, pak U{P} (v I'(G)) je maximalni feté-
zec a P = NU{P}. Obracené, je-li C maximdlni Fetézec regularnich podgrup, pak NC je
prvopodgrupa. Existuje minimalni prvopodgrupa P € NC. Z maximality C je C = {M €
¢(G); M regularni A P c M}, tedy NC = P. O

Priklad 2. Oznac¢ime-li jako G postupné [-grupy Z, Q, R, pak vidy €(G) = {{0},G}. Oba
prvky svazu jsou A-ireducibilni, jsou tudiz prvopodgrupami. Jedina reguldrni podgrupa je
{0}. Zadané [-grupy izomorfni nejsou, ale svazy konvexnich [-podgrup ano.

Piiklad 19 téz ilustruje problematiku regulédrnich podgrup.

10 Polary

Tvrzeni 82. Necht Ae €(G). Je A*:={geG;(VaecA)(|lg|rlal=1)} € €(G).

Diikaz. Prinikem podgrup (tvrzeni 38), A* = () {g € G;|g|Ala| = 1}, je podgrupa. Je-li h e A*
acA

a |g| < |h|, pak 1 <|g| Ala| < |h|Alal =1 pro libovolné a € A, tedy At € €(G). O

Definice 22. Necht A ¢ G. Definujeme polaru A jako A* = {g € G;(Va € A)(|g| Alal] = 1)}.
Mnozinu vSech polar G' (uspofadanou inkluzi) zna¢me B(G).

Tvrzeni 83. Je-li Ac G normdini podmnozinou®, pak A* € I(G).

Diikaz. Stadi dokézat normalitu podgrupy. Necht b e A*, g € G a a € A. Pak |(b)9| A la| ¥
-1\9 -1[\9

(1b1)? A la] = (6l A (lah?™")" = (ol A ] (@)™ ])" = 1. O

Tvrzeni 84. Necht A, B ¢ G. Plati:

1. AcB= B*c A
2. Ac A,
3. At = (A
4. B(G) = ¢G) ={CHC e (G}
Dikaz. 1. Ziejmé.
2. Jeliae AaxeAt pakla|Alz| =1, tedy a € A+
3. Je (AY) c (AY)*. Protoze A c At je (A*4)*" c AL

4. Ukazme, ze A*' € €(G). Je-li x € At a g € G takové, Ze |g| < |z|, pak pro y € A* plati
gl Ayl < fal Ayl =1, tedy g € A O

13tj. (Vg € G)((A)Y = A), neboli A je sjednocenim (n&kterych) t¥id konjugaci
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V disledku, B(G) < €(G).
Tvrzeni 85. Je-li A€ €(G), pak A* je nejuétsi prvek B € €(G) splriujici An B = {1}.

Diikaz. Je-li g€ (AnAY)*, pak 1=gAag=g, odkud (AnAY)* = {1} 2" An A*. Necht pro
Ce(G) plati AnC ={1}. Pak proce C*,ae A" plati anc =1, tedy ce A*. Je C* c (A*)",
takze C c A*. O

Tvrzeni 86. Jsou-li A,B € €(G), pak (An B)** = A** n B**. Pokud navic An B = {1}, pak
At n B = {1}.

Diikaz. ‘€ AnBc A/B = (An B)** ¢ A** B = (An B)** ¢ At n B*. ‘2% Pokud
re (A nB*Y) aye(AnB), pak xAye A n B n(AnB)*. Volme ae A™, be B*. Je
rAyAanbe A N B n(AnB) n(AnB)={1}, takie x Ay Aa e B* n B* = {1}, odkud

={1}
rAye At n At = {1}, tedy z € (An B)*. Je (A** n B*)* c (An B)**.
Je-li navic An B = {1}, pak A** n B = (AnB)* = {1} 2 G+ = {1}. O

Pozndamka 7. Prvni ¢ast tvrzeni 86 lze zobecnit i v piipad€, kdy B zaménime za [Jp B)
(zkracujme U B)), kde {By}a € €(G).

Diikaz. Dikaz pro ‘©’ je pfimocary. Upravme dtkaz pro ‘2’: Pokud z € (At n (UB,\)M)Jr
ye (AnUB))*, pak z Ay e At n (UB)\)LL N(AnUBy)*. Volme a € A*, b e (UB)\)+
G*nUBy. Je be (By)* pro jisté X, tedy zayranbe A n(UBy) " n(AnUBy)*n(AnBy)
A% A (UB)) " n(AnBy) n(AnBy) = {1}, takie Ay Aa € By** n By* = {1}, odkud
zAye A A AL = {1}, tedy 2 € (AnUBY)™ . Je (A n(UB))") c(AnUBy) . 0

(-]

Il

Tvrzeni 87. Je-li {A\}a € B(G), pak (UAN) =N Ax*
A A

Diikaz. fve(LAJA>\)l —> (VyeLAJAA)(|x|/\|y|:1) — (Ve AN)(Vye A\)(Jz|Aly|=1) <=
(VAdeA)(z e Ayt) — erA,\l. O

7 tvrzeni 87 plyne, Ze prunikem polar je polara.

Tvrzeni 88. Svaz P(G) je uplng a Brouweriv. P(G) je nosicem Booleovy algebry s opera-
cemi pruseku [ Ax = Na Ap, spojeni 1 Ap = (UA A,\)u, komplementu A » A* a s nejme-
ngim, resp. nejuétsim prokem {1}, resp. G.

Diikaz. Ziejmé je ‘P(G) uzavérovym systémem G, tedy Ly Ax = (Un Ax)p(a)- Je Un Ay €
(Ua4y)"" € B(GQ) a pokud Uy Ay € B pro n&jaké B € P(G), pak (Up 4)) € B = B.
Je-li A e P(G), pak AnAL "2 {1}, AUAL = (AUAHH ET (At n AL = {1} =G.
Necht {Ay}x € B(G) a B e P(G). Pak

|K|(BI‘IA>\) = (LAJ(BmA,\))u:(BmLAJA,\)u PJBn(LAJA,\)u:BHHAA. O

Prestoze obecné neni P(G) podsvazem €(G) [1], lze polary charakterizovat v rdmci svazu

¢(Q).

27



Definice 23. Necht L je svaz, 0 € L je jeho nejmensi prvek a a € L. Rekneme, ze a md pseudo-
komplement, pravé kdyz mnoZina {x € L;z Aa = 1} mé nejvétsi prvek. Tento prvek pak ozna-
¢ujeme aP a nazyvame ho pseudo-komplementem a. Rekneme, ze L je pseudo-komplementdrn,
pravé kdyz kazdy prvek L ma pseudo-komplement.

Tvrzeni 89. Necht L je pseudo-komplementdrni svaz.
1. L md nejvétst prvek —1, 0P =1, 1P = 0.
2. L—> L, a~ adP je antitonni, L - L, a — aPP je uzdvérovy.
3. aP = aPPP.

Diikaz. 1. Ziejmé.

2. Je-lia<b pak (xAb=0= xAa=0), odkud b’ < aP. Operator (-)PP je izoténni.
Je extenzivni — protoze a € {x € L;a” Az = 0}, je a < a”P. Jeho idempotence plyne z
vlastnosti dokdzané nize.

3. aP < (aP)PP, na druhou stranu a < aPP, tedy (aPP)P < aP. O

Definice 24. Necht L je pseudo-komplementarni svaz. Mnozinu {a?;a € L} nazveme kostrou,
jejl prvky nazveme kosterni.

Ztejmé je prvek a kosterni, pravé kdyz af? = a.
Tvrzeni 90. €(G) je pseudo-komplementarni svaz a jeho kostrou je P(G).

Diikaz. {1} je nejmensi prvek svazu €(G). Podle tvrzeni 85, CP = C*. Podle tvrzeni 84 je
kostra €(G) rovna P(G). O

Tvrzeni je vyuzito v ptikladu 21.

11 Priklady

Priklad 3. Necht (G,<qg), (H,<p) jsou po-grupy. Dokaz, ze (G x H,<), kde < je direktni
usporadani, je po-grupa.

Reseni: 7 (al, a,g) < (bl, bQ) plyne (acl, .%'2)(&1, ag) = (xlal, 1‘2&2) < (1’1[)1,1‘21)2) = (.%'1, xg)(bl, bQ).
Analogicky pro pravou translaci. (G x H,<) je po-grupa.

Reseni 1ze pfimocafe zobecnit na direktni soucin libovolné mnoha po-grup.

Piiklad 4. Necht (G,<q), (H,<p) jsou po-grupy. Dokaz, ze (Gx H, <), kde < je lexikografické
usporadani, je po-grupa.

Reseni: Definujme lexikografické usporadani nasledovné:
(al,ag) < (bl,bg) — (al <1 bl) \ (a1 = bl A ag <9 b2) .

Necht (al,ag) < (bl,bg). Je-li al <1 bl, pak ri1a1 <1 Ilbl, takze (161,1'2)(0,1,&2) < (.’El,xg)(bl,bQ).
Jinak je a1 = by a ag <9 bo, tedy x1a1 = x1b1 a x2as <9 wabs, odkud opét (z1,22)(ar,as) <
(z1,22)(b1,b2).
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Priklad 5. Necht G, H jsou l-grupy (imluva 3). Dokaz, 7ze G x H je [-grupa.

Resend: Distributivni zakony jsou identitami, direktni souéin I-grup je tudiz I-grupa. Uspota-
déni odpovida direktnimu uspofadani: (a1, as) < (b1,b2) <= (a1,a2)A(b1,b2) = (a1,a2) <
(a1 Aby = (Il) A (CLQ Aby = (12) S (a1 < bl) A (CLQ < b2)

Priklad 6. Aditivni grupa R s obvyklym uspofadanim je linedrné uspotrddand. Kazda jeji
podgrupa je linedrné uspoiadana.

Reseni: Podgrupa linearné uspoiddané grupy je linedrné uspofddanou grupou, nebot kazdé

dva jeji prvky jsou porovnatelné a translace podgrupy jsou restrikcemi translaci grupy.

Priklad 7. Ozna¢me G aditivni grupu komplexnich ¢isel. Ovér, Ze kazda z niZze zadanych
mnozin je kladnym kuZzelem a vySetii, jaké usporadani definuje (linedrni, svazové, usmérnéné).

(a) z+iyeG" < (0<z)v(z=0A0<y)

(b) z+iyeG" <= 0<z A0<y

(c) z+iye Gt < (0<z A 0<y)v (z+iy=0)
(d) z+iyeG" < (0<z A 0<y)V (z+iy=0)

Reseni: K ovéfeni toho, Ze zadané mnoziny jsou kladnymi kuzely, pouzijeme tvrzeni 4. Zjevné
jsou to pologrupy. Protoze G je komutativni, jsou mnoziny invariantni na vnit¥ni automor-
fismy. Mize pomoci grafické zndzornéni zadanych mnozin v Gaussové roviné (viz obrazek 1).
Inverzi v G odpovida stfedova soumérnost v poc¢atku. Odtud je vidét, Ze ve vSech pripadech
G* n-G* ={0}. Zadané mnoziny jsou kladnymi kuzely. K dalsim vypoc¢tim se hodi graficka
predstava horniho kuzele prvku, U{g} =g+ G™.

R}

&
e
&2

Obrazek 1: G* v Gaussové roviné (ptiklad 7)

(a) Evidentné, po-grupa G je izomorfni po-grupé R x R s lexikografickym uspofadénim. Pro-
toze usporadani komponent je linearni, je lexikografické uspofadani linearni, takze G je
linedrné usporddand po-grupa (alternativné, G* UG~ = G), tedy [l-grupa.

(b) Zfejmé jde o l-grupu, nebot je izomorfni direktnimu souéinu dvou I-grup (R, <) s obvyklym
usporddanim. Usporddani neni linedrni — obé (linedrné usporadané) komponenty jsou
netrivialni. Napiiklad (1 —4) a (-1 +4) nejsou porovnatelné. Alternativné, G* UG~ =
{z+iy; (0<z A 0<y)v(e<0Ay<0)}+G.
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(c) At g e G. Volime-li h € G tak, ze't |h >0 v Rg, Th > 0v Ig, pak 0, g < h. Podle tvrzeni 8
je G usmérnénd. Z grafického nahledu odtusime, ze g v 0 existuje, pravé kdyz g e Gt UG~
(tehdy 0 € g + G*). Implikace doleva je trivialni. Ukazme, ze prvky g e G\ (GTuG™)
nemaji s 0 supremum. Je-li 0, g < z+iy, pak 0, g < x+1iy’ < x+1iy, kde 3 1ze volit libovolné
z intervalu (0 v Jg,y). G neni [-grupa.

(d) G je usmérnéna (muzeme vzit horni zavoru stejnou jako v predeslém piipadé). Z grafického
ndhledu odtusime, Ze g v 0 existuje, pravé kdyz g € G* u G~. Odivodnéni viz predchozi
pripad. G neni [-grupa.

Priiklad 8. Necht G je aditivni grupa komplexnich ¢isel a «, 5 € R spliiuji 0 < f—a < 7. Ovér,

Ze nize zadanad mnozina G je kladny kuzel, a vySet¥i, jaké usporddani definuje.

r+iye GT < argzela,B].

Regeni: G* zn4zornénd v Gaussové roviné je ostrym (nebo degenerovanym) tthlem, priinikem
dvou uzavienych polorovin, s vrcholem v pocatku. Je tedy pologrupou. Diky ostrosti tthlu je
G*'n-G"c{0} aG*u-G* ¢ G. G* je kladny kuzel G a definuje nelinearni usporadani.

Po-grupa G je l-grupou, pravé kdyz 0 <  — a (nedegenerovany uhel). Problém nalezeni
g Vv 0 pfevedeme na geometricky problém priiniku shodnych rovnobézné posunutych thla —
kuzele U{g} = g+ G* a U{0} = G*. Tento prunik je roven U{0, g}.

(i) Je-li 0 < 8 — v, pak prinikem je opét thel shodny s pivodnimi, rovnobézné posunuty, a
je hornim kuzelem svého vrcholu. Vrchol thlu je hledanym supremem. G je I-grupa.

(ii) Je-li B—a =0, pak horni kuzel prvku g ¢ G*UG™ ma prazdny prinik s G* (dvé rovnobézné
polopfimky), takze G neni usmérnén4.

Obrazek 2: Konstrukce g v 0 pro 0 < 3 — a (pfiklad 8)

Priklad 9. Necht G znaéi grupu (Q*,-). Ovét, ze P = N je kladnym kuzelem G a vySetfi

vlastnosti po-grupy. V ptipadé, ze je l-grupou, vyjadri operace priseku a spojeni.

Reseni: N je podpologrupa G, NnN~! = {1} a G je komutativni. P je kladnym kuzelem G.
Je U{l,9} = U{1} nU{g} = NngN. Necht g = g, kde p, ¢ € N a jsou nesoudélnéd. Pokud

P=me N, je pn = gm, tedy p | m.'> Odtud plyne gN NN ¢ pN. Opacné inkluze plyne z

rovnosti %’(qn) = pn. Dokézali jsme, Ze 1v %’ =p. G je l-grupou.

14y zapisu pouzito supremum v obvykle uspofddané mnozing R.
15Mame na mysli relaci délitelnosti v N.
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Znacme nejvétsiho spoleéného déli’tele, resp. nejmensi spoleény nasobek piirozenych cisel
a,b jako (a,b), resp. [a,b]. Necht g, % jsou prvky G ve tvaru kanonickych zlomkut. Pak

p P _p(,®\.p @ _  w _[pr]
r 1] I} n 1 n N’

¢ ¢ q p¢')] q (a',pd') (p,0")(a,q) (q.¢)
! ! -1 !

gAg:(gva_) _ ()

g ¢ \p P (g, 4¢']

Piiklad 10. Necht G = (RF,+), —co<a<b<ooa fe P <= 0< f(z) v [a,b].1¢ Je P klad-
nym kuzelem G? Pokud ano, vySet¥i vlastnosti usporadani. Diskutuj totéz pro G’ = (RO +).
Reseni: Z¥ejmé, P je podpologrupa G, Pn-P = {f e R®; f(2) =0 v [a,b]} a G je komutativni.
Pozadavek Pn-P = {0} je ekvivalentni pozadavku na interval [a,b] — musi byt roven definié-
nimu oboru funkci. Zaméime se pouze na pripady, kdy G, resp. G’ je po-grupa — kdyz a = —o0
ab=o00, resp. a =0 a b=1. Tehdy je zfejmé po-grupa izomorfni direktnimu soucinu po-grup
(R, +) s obvyklym uspofadanim a jeji usporadani je direktni. Podle ptikladu 5 dostaneme v
obou p¥ipadech l-grupy a f v g=h, (Vo e D)(h(z) = f(z) v g(x)).

Piiklad 11. Necht H = ({f € RR; f spojita},+), H = ({f € RI®; f spojita},+). Jsou
nésledujici mnoziny kladnymi kuzely pfislusnych grup? P = {f € H; 0 < f(x)}, P' = {f €
H'; 0< f(z)}. Pokud ano, jaké vlastnosti ma usporadani?
Reseni: Z¥ejmé je H podgrupou (R¥, +) a P je primikem H s kladnym kuzelem (R%,+). To
znamena, ze P je kladnym kuZelem H a definuje na ni usporadani, které je rovno usporadani
na (R¥, +) ztizenému na H. Proto, pokud pro libovolna f,g € H je fvge H (spojeni z l-grupy
(RE, +)), pak je toto spojeni spojenim i v po-grupé H.

Dokazme spojitost f v g. Necht 2’ € R. Pak budto f(z') = g(z"), ale pak je (f Vv g)(x)

-z’

spojita v ', nebot f(x),g(z) — (fvg)(z'). Anebo je BUNO f(z') < g(z'). Pak ale existuje
okoli ', v némz f(z) < g(x). Ze spojitosti g v ' plyne spojitost (f v g) v z'.
H je l-grupa a je l-podgrupou R® z pifkladu 10. Analogicky, H' je I-podgrupou R,

Priklad 12. Mé&jme grupu G = (R[z],+) a definujme f ¢ G* & 0< f(z) v [0,1]. Je G*
kladnym kuzelem grupy? Pokud ano, vySetii usporadani.

0.1] 17 Pod-po-grupa po-grupy

Reseni: Zobrazeni ¢: f € R[z] ~ flpo1] je injekei R[z] — R[
R[] 7 pifkladu 10 s nosidem ¢«R[x] ma jako kladny kuzel mnozinu ¢.G*. Odtud hned
plyne, ze G je po-grupa izomorfni zminéné pod-po-grupé.

G je usmérnénd. Prvek p € G nabyva globalniho maxima v [0,1], ozna¢me maximéalni
hodnotu p jako m. Konstantni polynom s hodnotou max{m,0} je horni zadvorou mnoziny

{p,0}.
G neni [-grupou. Napfiklad pro p(z) =1, q(x) = 2x je p Vv ¢q ¢ p.R[x]. Je totiz

1 z€[0,1/2]

(pp Vv pq)(z) = {% re(12.1]"

takze analytické rozsifeni (vzor v ¢) by se muselo identicky rovnat jak p, tak i ¢. Tudiz G
neni izomorfni I-podgrupé€ I-grupy RO (na rozdil od grupy v piikladu 11).

16Je-li a = —o0, b = 0o, mame na mysli interval (—co, c0).
"Dva polynomy majici stejné obrazy pro nekoneéné mnoho vzort se sobé rovnaji.
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Dokazme, ze supremum p(x) a g(x) v G neexistuje. Chceme pro vSechna ¢ € [0,1/2)
zkonstruovat ry(z) € U{p,q} tak, aby r(t) = 1. VSe splnime, pozadujeme-li, aby grafem
r: byla parabola s vrcholem v (t,1), prochézejici bodem (1/2,2) (viz obrazek 3). Z prvni
podminky mame 74(z) = a;(x — t)? + 1, z druhé vyjadiime ¢islo ay. Je

ri(z) = (z-1)*+1.

1
1 2
(3-1)
Predpokladejme, ze s =p v q. Je (Vt €[0,1/2))(p < s < 1), tedy s zobrazuje interval [0,1/2)
konstantné na 1. Takze s = 1, coz je spor s tim, ze ¢q < s.

ppV pq

Obrazek 3: Konstrukce k prikladu 12

Priklad 13. Nechf G je grupa vSech redlnych hornich trojuhelnikovych matic, s jedni¢kami
na diagonale, s obvyklym ndsobenim matic. Definujme mnozinu G* € G vztahem

1 a ¢
0 1 bleG" < (0<a) v (0=aA0<b)v (0=a=bA0<c).
001

Je G* kladnym kuzelem G? Pokud ano, jaké usporddani indukuje?

Reseni: Vyjadfeme soucin a inverzi v G.

1 a c 1 = =z 1 a+x c+z+ay
01 b 01 y|=1]60 1 b+y , (6)
0 0 1 0 0 1 0 0 1
1 a e\ 1 —-a ab-c
0 1 0 =10 1 -b |. (7)
0 01 0 O 1

At jsou oba ¢initelé v (6) z G*. Je-1li 0 < a nebo 0 < z, pak 0 < a + z. Jinak musi byt a =z = 0.
Pokud navic 0 < b nebo 0 <y, pak 0 <b+y. Jinak musi byt a=x=b=y=0. Pak0<ca0<z,
takze 0 < ¢+ z. Overili jsme, Ze v kazdém pripadé je soucin v G™.
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Predpokladejme, Ze v (7) jsme invertovali prvek z G*. Podminka, aby i jeho inverze byla
z G, implikuje a=b=c=0. Je G* n (G*)' = {1}.

Necht v (6) je ¢initel vpravo z G*. Vynasobenim rovnice zprava inverzi k ¢initeli vlevo
dostaneme

1 a ¢ 1 z =z 1 -a ab-c 1 a+x c+z+ay 1 -a ab-c
01 b]-10 1 yl-|0 1 -b |=]0 1 b+y |10 1 -b |=
0 0 1 0 0 1 0 O 1 0 O 1 0 0 1

1 2 bx+c+z

0 1 Y )

0 0 1

takze v kazdém pripadé je vysledek z G*. Dokézali jsme, ze G* je kladnym kuZelem G.
Srovnanim (7) s definici G* dostaneme, ze G* UG~ = G. Uspotadani je linedrni.

Priiklad 14. K binarni operaci - na G = Z x Z x Z, definovanou nize, dodefinuj operaci inverze
~1 a neutralniho prvku 1 tak, aby G = (G,-, 71, 1) byla grupa.

(kalvm) : (klal,am,) =

{(k:+k",l+l',m+m’) , pokud 2| m’, (®)

(I+K E+U',m+m’) |, pokud 2+m'.

Ovér, Ze s usporadanim nize je G [-grupa (tzv. Scrimgerova 2-grupa).

(k,l1,m) m>0,
(k,1,m) v (0,0,0)=4(kv0,lv0,0) m=0, (9)
(0,0,0) m<0.

Reseni: At (k,l,m),(k',I",m"),(k"”,1”,m") e G. Chceme dokazat, Ze
ELm)-((KU,m")- (" 1", m"))=((k,Lm) (KU, m)) (K" 1",m").
( Yy b ) ) ) Y ) ) ) )
Ucinme nékolik pozorovani.

(i) Vynésobenim (v libovolném poradi) dostaneme prvek (z,y,z) takovy, Ze kazda jeho
slozka je termem obsahujicim t¥i proménné — po jedné s nula/jednou/dvéma ¢arami.

(ii) Sou¢iny vySe maji tieti slozku rovnou m +m’ +m”.
e 1 1 Y70 v , ’ 5 o s 7 o ’ v
(iii) k" /1" /m" je pfi ndsobeni vidy v pravo, ztustava v puvodni sloZce.

Staci zjistit, v jakych slozkach skonéi k, k’. Jejich pohyb uréuje parita m’ a m”. Existuji ¢ty¥i
moznosti:

(a) m/,m” jsou sudé, m’ + m" je sudé. S¢ita se po slozkach.

(b) m’ je sudé, m” je liché, m’ + m” je liché. Leva strana (L): k - 2, ¥’ — 2. Prav4 strana
(P):k—->1->2 kK —>2.

(¢) m’ je liché, m” je sudé, m' + m” je liché. L: k > 2, k' > 1. P: k—>2->2 k' > 1.

(d) m/,m" jsou lichd, m' +m" jesudé. L: k > 1, k' > 2. P: k>2—>1 k' > 2.
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Binéarni operace je asociativni.
G neni komutativni: (1,0,0)-(0,0,1) =(0,1,1) # (0,0,1)-(1,0,0) = (1,0, 1).
Neutralnim prvkem vzhledem k ¢’ je ziejmé (0,0,0).
Unarni operace inverze je

(k‘ I m)fl _ (_k?_l7_m) ’ pOkUd 2 ‘ m,
T (-l,-k,-m) , pokud 2 4+ m.

V piipadé 2 | m je to ziejmé. Pokud 2 + m, pak téz 2 + -m.
Pfedpisu (9) rozuméjme tak, ze ndm definuje kladny kuzel grupy. Ovéime, ze G* = (G), =
{gVv1; g€ G} je vskutku kladny kuzel G.

G*={(k,l,m)eG;(0<m)v (0=m A 0<k,)}. (10)

(a) Necht g = (k,l,m),g" = (K',l'ym') a g,g' € G*. Je-li 0 < m+m/, pak g+ ¢’ € G*. Jinak je
m=m'=0, tedy 0 <k, k',1,I', takze g- ¢’ € G*. G* je pologrupa.
(b) Je-li (k,I,m) € G* n (G*)™!, pak i (k,I,m)™! € G*. Odtud, m = 0. Tedy (k,l,m)! =
(=k,-l,-m), proto k=1=0. G* n (G*)™! = {1}.
(¢) Necht g = (z,y,2) € G, h = (k,l,m) € G*. Tteti slozka (h)? je z+m -z =m. V pfipadé
0<m, (h)9 € G*. Pokud m = 0, mohou nastat dvé situace.
(i) z je sudé — pak g, h komutuji a (h)9 =heG".
(11) Zje liché — pak (h)g = ((‘T?yvz) ' (k7l70))(_y) —SU,—Z) = (x+k,y+l,z)-(—y,—x,—z) =
(I,k,0) € G*.

G™* je invariantni na vnitfni automorfismy grupy.

Chceme ukazat, ze pro kazdé g € G existuje sup{1, g} vzhledem k usporadani daném G™
z (10). Ovéfme, Ze timto suprémem je 1V g z (9). Necht g = (k,I,m). Zfejmé pro g e GT UG~
je vSe v souladu. Necht g € G~ (G*u G_). Pak m=0ak<0<lnebol<0<k.V prvnim
pripadé€ pocitadme
U{g} = {(2,9,2);(0<2)v(2=0R k<z R l<y)},
U{l,g} = {(:U,y,z);(0<z)y(z:0 ANO0<x KZSy)}.

Ma byt 1v g =(0,1,0). Vidime, ze U{1v g} = U{1, g}, coz bylo tfeba dokézat. Analogicky pro
piipad [ <0< k.

Priklad 15. Grupa G = Z x, Z, kde ¢:Z - AutZ je homomorfismus n ~ (-1)"-, je bez torze
a nelze ji svazoveé usporadat. Rozuméjme

(-1y" = 1z , pokud 2|n,
- , pokud 2 4+ n,

kde ‘-’ znadi inverzi v Z — ta je vskutku automorfismem, diky komutativité Z. ¢ je homo-
morfismus: p(n+n') = (=1)"*". = (=1)" ((—1)”/-) = (¢n) o (pn’). Definice je korektni, bindrni
operace G je

(m,n)(m',n")=(m+(-1)"m',n+n').
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1. Dokazme, ze G je bez torze. Bud k € N. Druh4 slozka (m,n)* je rovna k x n (aditivni
symbolika). Je-li tedy n # 0, je (m,n)* # (0,0). Pokud n = 0, pak (m,0)* = (kxm,0) a
rovné se neutralnimu prvku jen tehdy, kdyz (m,n) = (0,0).

2. Dokazme, ze G nelze svazové usporadat. Kazdy prvek grupy G lze jednoznacné vyjadiit
ve tvaru (0,1)™(1,0)™, kde m,n € Z. Je totiz (0,1)™(1,0)™ = (0,n)(m,0) = ((=1)"m,n).
Predpoklddejme, Ze grupa je svazové usporadand. Necht tedy

(0,1)™(1,0)™ = (1,0) v (0,0) . (11)

Pocitejme:
i (-1,0)v(0,0) =[(0,0) v (1,0)](~1,0) = (0,1)™(1,0)™(~1,0) = (0,1)™(1,0)™ "
i (0,1)[(0,0) v (1,0)](0,-1) = (0,0) v (0,1)(1,0)(0,-1) =

= (0,0) v (-1,0) £ (0,1)"(1,0)™*,
i (0,1)[(0,1)™(1,0)™](0,-1) = (0,1)™(0,1)(1,0)™(0,-1) =

= (0,1)" ((1,0)™D)" = (0,1)"(-1,0)™ = (0,1)"(1,0) ™",
w  (0,1)"(1,0)™ = (0,1)"(1,0)™(1,0) £ [(~1,0) v (0,0)](1,0) = (1,0) v (0,0) .
v (0,1)"(1,0)™ ¥ (0,1) [(0,1)"(1,0)"] (0,-1) ‘=’

= (0,1)[(1,0) v (0,0)](0,-1) £ (0,1)™(1,0)™* .
Z posledni rovnosti dostaneme spor: (1,0)?™1 = (0,0) a 2m -1 # 0.

Priklad 16. Ovér na protiptikladu Scrimgerovy 2-grupy (viz piiklad 14), ze obracend impli-
kace z tvrzeni 35 neplati.

Resend: Volme g = (0,0,-1), h = (1,0,1). Je gh = (1,0,0) # (0,1,0) = hg a |gh| =|(1,0,0)| =
(1,0,0) < (1,0,2) = (0,0,1)(1,0,1) = |g||h|-

Priklad 17. Ovéf, ze svaz €(G) I-grupy G = [1°%, Z (direktni sou¢in) neni dudlné Brouweriv.

Vyuzij podgrup A = {g € G; g; = 0 az na kone¢né mnoho indext}, B; = {g € G;g; = 0}.

Reseni: A je ziejmé podgrupou G. Je-li g € A a pravé pro indexy i € I je g; # 0, pak 0 v ¢ ma

slozky nulové, aZ na indexy z podmnoziny I, tedy 0v g € A, takze A je I-podgrupa. Podobnou

uvahou zjistime, ze 0 < g < a pro néjaké g € G a a € A implikuje g € A. Je A € €(G). Ziejmé je
Ve svazu €(G) je AVAzB;=Av(NzB;)=Av{0} =A. Protoze Av B; 2 AuB,; =G, je

/\2(/1 \ Bl) =G.

Priklad 18. Dokaz, ze (inkluzi uspofadand) mnozina vSech prvopodgrup I-grupy nemusi byt
svaz.

Reseni: Uvazujme l-grupu G = Z x Z, A = Z x {0}, B = {0} x Z. Zjevné A, B € €(G). Necht
(0,0) = (z1,22) A (y1,y2) = (1 A y1,22 A y2). Pak z linearity Z plyne 23 = 0 nebo y2 = 0,
tedy A je prvopodgrupa G (B rovnéz). Avsak An B = {(0,0)} neni prvopodgrupa, nebot
(1,0) 7 (0,1) = (0,0).

Priklad 19. Uréi I'(G) l-grupy G = 7Z x Z x Z (direktni souéin grup) s usporadanim

(k,l1,m) , pokud 0 <m,
(k,1,m) v (0,0,0) =< (kv0,lv0,0) ,pokud0=m, (12)
(0,0,0) , pokud m < 0.
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Reseni: Postupujme jako v piikladu 14. Mnozina G* = {(z,1,2); (0<2)v(2=0A 0< z,y)}
mé byt kladnym kuzelem G. Ziejmé je pologrupou a je invariantni na vnitini automorfismy
grupy (G je komutativni). Zfejmé G* n (-G*) = {(0,0,0)}.

Ovéfme, ze (12) je konzistentni s kladnym kuzelem vyse. Zbyva vysetfit (k,l,m) € G ~
(G*uG™). Tehdy m =0 A k<0<l nebom=0 A [<0<k. Vzhledem k symetrii ptikladu
sta¢l ovérit prvni moznost — tehdy (k,1,m) v (0,0,0) = (0,1,0) a

U{(k,l,m)} ={(x,y,2); (0<2)v(0=2 A k<z Al<y)},
U{(k,l,m),(0,0,0)} ={(z,y,2); (0<2)v(0=2A0<x Al<y)} =U{(0,1,0)}.

Nyni najdeme €(G). Predpoklddejme, ze C € €(G) a (k,l,m) € C*. Kdyby 0 < m, pak
G* ¢ C*, nebot pro (K',lI’;m") € G* existuje q € N takové, ze m’ < gm, tedy (k',lI',m") <
qgx (k,l,m) e C*. Kdyby m =0, pak 0 < k,l. Kdyby byly obé nerovnosti ostré, u¢inime pro
k Al tvahu podobnou jako v pfipadé 0 < m a zjistime, ze Ny x Ny x {0} € C*. Zbytek je jiz
ziejmy.

Probrali jsme vSechny prvky G a zjistili, Zze €p(G) = {{0},Zx {0} x{0},{0} xZx{0},Z x
Z x{0},G}. Protoze €p(G) je koneény, je €p(G) = €(G). Oznaéme po fadé prvky svazu jako
0,A,A’, B, 1. Jediny prvek €(G), jenz neni A-ireducibilni, je 0. Odtud, I'(G) = {A, A’, B} a
minimalni prvopodgrupy jsou A, A’. Hasseho diagramy viz obréazek 4.

O

&(G) I'(G)
Obrazek 4: Hasseho diagramy (pfiklad 19)

Priklad 20. Oznaéme Z < Z grupu Z x Z uspotfadanou lexikograficky (<, ). Dle pfikladu 4
je Z « Z po-grupa. Navic je linearné usporadand, tedy je I-grupa. Direktni soucin

G=(Z<Z)x(Z «1Z)
je tudiz I-grupa. PiSme jeji prvky jako matice radu dva.
a b a b _
(C d) < (C, d’) = (a,b) <1y (a',0") A (¢,d) <1 (¢, d) (13)
a b _ _ _
G+:{(c d);((0<a)x(0=a/\OSb))/\((O<C)X(O:CAOSd))}. (14)

Chceme sestrojit €p(G). Projdeme G* a vygenerujeme hlavni konvexni l-podgrupy. Necht

Ce€(G)ag= (i b e C*. V zévislosti na tvaru g vyvodime dfisledky pro C.

d
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1. (0,0) <ux (a,b) a (¢, d) = (0,0).

(i) 0<a, pak (% i OZ) cC.8

N 0xZ
(ii) 0=a, pak (OXO)QC'
2. (0,0) <ex (a,b), (c,d).

(i) 0<a,c, pak Gc C.

(ii) 0<a, c=0a 0<d, pak (%:%)gc.

0xZ
(iii) 0 =a=¢, 0<b,d, pak (OXZ)EC'

Ostatni ptipady jsou analogické. Svaz €p(G) je konecény, tedy je roven €(G) a mé nasledujici
prvky (stfednikem oddélujeme maximalni antifetézce):

(o5} 2) (06026 262 2) e

Hasseho diagram €(G) a I'(G) viz obréazek 5.

¢(G)
Obréazek 5: Hasseho diagram €(G), zvyraznény prvky I['(G), piiklad 20

Priklad 21. Uréi P(G) pro l-grupy z prikladu 2, 19, 20.
Reseni: Pomoci tvrzeni 90 ve svazu €(G) identifikujeme polary.

Protoze €(G) je distributivni, je kazdy komplement i pseudo-komplementem. V ptikladu 2
je €(G) dvouprvkovy fetézec, tedy PB(G) = €(G). Pro P(G) z prikladu 19 viz obrazek 6. V
prikladu 20 je na obrazku 7 zvyraznéna kostra €(G) — jsou to pravé vSechny komplementy v

o . (0 0\ (0o o\ (o z\" (z z\°
¢(G). Dalsi pseudo-komplementy svaz nemaé: (0 Z) _(Z Z)a(() Z) —(0 Z) =0.

18Prosim laskavého ¢tendfe o prominuti neformalniho znaceni ve zbytku Fedeni.
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¢(G) PB(G)

Obrazek 6: Identifikace PB(G) v ramci €(G) (priklad 19, 21), polary v €(G) zvyraznény

¢(G)

Obrazek 7: Identifikace P(G) v ramci €(G) (priklad 20, 21), polary v €(G) zvyraznény

Priklad 22. Uré €(G), I'(G) a PB(G) l-grupy G = [y Z.

Reseni: Uvazujme g € G* takové, Ze 0 < g; pravé pro indexy i € I ¢ N. Pak (De) = I ZX13
jeN

kde x7 je charakteristickd funkce mnoziny I a pokladame Z!' = Z a Z° = {0}. Zfejms,

¢p(G) = { I!IZXIj;Ie P(N)}, (15)

kde P(N) je poten¢ni mnozina N. Je €(G) = €p(G), protoze pro C € €(G) je C = \/ {g)e(c)
geC
a pro Z € P(P(N)) plati

\/ H FXIT — H 7(xu)i (16)
I€T jeN jeN
Vztah (15) nabizi izomorfismus €(G) - P(N), C'~ I.

¢(G) je Booleuv, takze P(G) = €(G).

Hledejme A-ireducibilni prvky v reprezentaci z P(N). Je-li I € P(N), z,y e G\ I a x # y,
pak I = (Ju{z})n (fu{y}), takze I neni A-ireducibilni. Mnozina A = {N\ {z};z € N} je
(maximélnim) antitetézcem v P(N). Pro X € A plati X ¢ Y = Y = N, takZe z analogie
poznamky 5 plyne, Ze vSechny prvky A jsou tplné A-ireducibilni.

V reprezentaci z P(N) je I'(G) = A. Je to téz mnozina vSech minimélnich prvopodgrup.
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